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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Prispévek k deskriptivni geometrii Pliickerova
konoidu.
L. Seifert, Brno.
(DoSlo 11. &ervna 1938.)
Vénovéno prof. dr. Karlu Petrovi
k jeho 70. narozeniném.
Pisme rovnici Pliickerova konoidu ve tvaru

(@ + y?)z—ay*=0, (1)

jemuz odpovida parametrické vyjadieni
X =1rcosg, y=rsing, z=asin?g, (2)

Roviny # =0, y =0 jsou hlavni roviny symetrie, bod
0(0, 0, }a) je stted plochy. Céry ¢ = konst jsou piimky, jeZ
s osou Ox sviraji Ghel ¢, r = konst jsou jejich ortogonaln{ trajek-
torie. Parametry ¢, ¢ + 7 patfi téZe piimce, parametry + ¢, — ¢
patii pfimkam, které se sekou na ose Oz.

Pro soudinitele teéné roviny
WX —2)+o(Y —y) +wZ—z)=0 (3)

dostaneme

w =asing.sin 29, v = —acos¢.sin 2p, w =7,
rovnice teéné roviny bodu (ry, ¢,) je tedy

a sin 2@, (X sin g, — Y cos @,) + 7Z = ar, sin? g,. (4)

Dosadime-li z rovnic (2) za béZné soufadnice, dostaneme
po redukei

=_T 4
r=— o sin (@ + @), (5)
coz je polarni rovnice kruhu v roviné (zy) o stiedu ( Toos gy’

_Te. _To
4 sin g, 2 sin 2¢,
elipsy, ve které tetna rovina sete plochu.

a poloméru , jenz, jak zndmo, je primétem
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Véimnéme si kfivky na konoidu dané rovnicf

r = 2g sin 2¢. (6)
Tedné roviny v bodech této kfivky sekou konoid v elipsich,
jejichz stiedy podle (5) vyplitujf kruh o stiedu O a poloméru g
v roving o(z = }a). Mezi soutiniteli v rovnici (3) platf
' u? + v* + w® = a?sin? 2¢ + 3
tedy
w - T
Vo F v Fw  Jrt + a?sint 29
a pro body kiivky (6) ma posledni vyraz hodnotu 29 -
V a® + 4
Teiné roviny v bodech kiivky (6) sviraji konstanini ihel s osou Oz
a tvori tedy rozvinutelnou plochu, jejiZ hrana vratu je ¥roubovice.
Tou se chceme zabyvati.
Po dosazeni z (6) do rovnice teéné roviny dostiavime

Xsinq;—Ycosw—}—%Z:?gsin’(p. (7)
Charakteristika je dana rovnic{ (7) a rovnict
X cos ¢ + Y sin ¢ = 2¢ sin 2¢. (8)
K uréenf hrany vratu méame jest¢ rovnici
— X sin ¢ + Y cos ¢ = 4¢ cos 2¢p. (9)

Sroubovice je dana vyjadienim
Z = 4gsin®g, y = 4gcosd ¢, 2z = ja (1 + 3 cos 2¢); (10)
jest to tedy raciondlni kiivka 3estého stupné a kolmy fez vdlce na ném#
8e nalézd, je asterotda. Narys dostaneme vyloudenfm ¢ z prvé a tretf
rovnice (10)
27 a3
—— 3 — % =
(2 — 2a)3 + 16 g° x 0 (10a)
mé tedy bod z = 0, z = 2a za bod vratu.
Zajimava vlastnost kiivky (10) vychazi néasledujicf ivahou.
Pro kosiny smérné tedny dostaneme snadno
a:f:y=2gsing:—2gcosgp:—a;
norméln{ rovina bodu ¢ mé rovnici

a? 3a?
2Xg sin 9 — 2Yg cos p —aZ + —2——1— (Sg' +—§—) cos 29 = 0. (11)

Dvojim derivovidnim dostaneme snadno



2Xg cos ¢ + 2Ygsin¢p—25in2<p(89'+3%-.) =0, (lla)

— 2Xgsin ¢ 4 2chos<p-——4cos2<p(89’+3%.) = 0. (11b)

Rovnice (11) a (11a) urduji polérni plochu, s (11b) pak hranu
vratu, t. j. g. misto stfedu oskulaéni koule. V parametrickém vy-
jad¥en{ jest

16g® + 3a* 16g* + 3a?
T g

(12)
z = ; ——%(Sg’ +ia2_') cos 2¢.

Tato kiivka je opét Sroubovice na asterovdickém vdlci a snadnym
vypodtem zjistime, Ze protind jeho povrsky pod tymi dhlem jako
Sroubovice (10) protind povrsky prislufného vdlce.

Jind pozoruhodna vlastnost je, %e &roubovice (10) a (12) se
nalézaji na rotainich hyperboloidech. Skutedn& z rovnic (10) jde
nejprve

22 + y® = g% (1 4 3 cos? 2¢),
a pak vyloutenim 2¢

x! + y3 4 a 2—.

Bt ___37:(2_7) = 1, (13)
coz je jednodflny rota¥ni hyperboloid se stfedem O (ve stiedu
konoidu), polomérem hrdelnf kruZnice 29 a konstantni délkou
imagindrni poloosy rovnou }a)/3.

Sroubovice (12) naléza se také na rotadnim jednodilném
hyperboloidu

4g

',Ei'(x’ 4 yz)_ﬂ’ 2_1)’= 1, (14)

3Ims 2

kde psédno pro kritkost m?* misto 16¢* 4 3a2.*)

Vratme se nynf k dotykové &ite konoidu s uvaZovanou rozvi-
nutelnou plochou. Jeji pidorys (6) neb v pravoihlych soufadnicich

(2* + 9*)® = 16g*z*y? (15)

je 8tyfcipé ruzice. Parametricky je dina dotykova kiivka rovnicemi
x=2g8in2p.cosp, y = 2gsin2¢.sing, z=asin®¢p (16)

*) Tyto vlastnosti pat¥i ostatnd obecné&jfim Sroubovicim na vélcich

s podstavou hypocykloidickou, jak ukézal M. Lerch ve svém d&lénku:

Asymptotické 84ry na p¥imém konoidu; pFispdvky k vliastnostem
tar Sroubovych, Casopis, ro&. 42 (1913), str. 8.
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nebo, pH o tg o =1t

11 — 22 Bl — ) 2
— == 16 - oy 2 = .
g (l -+ tz)s y 9 (] +- 12)3 4“(1 + 12)2
Je to tedy reciondlnf k¥ivka Sestého stupné. Z bodu A4(0. 0. 0)
se promftd kuzelom &tvrtého stupné

16¢2

a?

x = 8§

vt 4y = o (17)
ktery ma Oz, Oz za dvojné povrsky. Oz je také dvojnou na ko-
noidu, &ira je tedy timto kuzelem a konoidem aplné charakteriso-
vana. Pro konstrukei poznamenejme, Ze fez kuzele (17) s rovinou
z o ja je

y3(x? + y?) — 4g%2? =: 0 & r == g cotg ¢. (18)
Podobné pramét z bodu (0, 0, a) do stiedni roviny ji-
o (a? -+ y?) — 4yt =0 tir =g tgq. (19)

Oba prumdéty jsou t. zv. kiivky kappa.
Primét do roviny (xz) jest -
adr? — 16¢% (a -- z)? = 0 (20)
jest tedy x == 0, z = a dvojny bod s redilnymi dvojnymi teénami
ax -|- 49 (a —z) = 0.

Kuspidiln{ body konoidu 4(0, 0. 0). B(0, 0. a) jsou dotykové
uzly ne8f sextiky.

Dolsf zojimava okolnost tyka se obalky teé¢nych rovin (7).
Tato obalka je rozvinutelnd plocha étvrté tiidy. Skuteéné, hledame-li
obdilku stop roviny (7) v soufadnych rovinach z =0, y = 0.
dospfvame k parabolam

2 2
X = Yﬂ:.u_’g_(z_a); Y = o, xr— _ 168 (21)
a a

K tomuto vysledku lze dospéti také takto: Koeficienty rov-
nice (7) spliiuji podminku

4gl

a*

(u? 4 v?) = w?, (22)

teénova rovnice konoidu (1) jest
(u? + v*) 1 + autw = 0. (23)
Vyloudenim %? + v* dostaneme

2 .
2wt wm=o, (24)
z (22) a (24) dostavame
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L‘al:w=uﬁ+'.‘-’a—". (25)

Rovnice (22), (24), (25) predstavuji dvojné kuZelosetky uva-
zované obalky rovin. Prva jest v rovin¢ nevlastni, druhé a tietf
odpovidaji v bodovych soufadnicich kuZclosedky (21). Nasf roz-
vinutelné plofe je tedy vepsina fada ploch

2 2 -
%g,-u*+w—:+k(%vﬁ—w=——'-‘;f)=o, (26)
coZ lze v bodovych soui"adnicich napsati
2a . 2ka? o
e skg= Tttt =0 < 26

Mime tedy fadu paraboloxdl‘l, jez maji spoledné roviny symetrie
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