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Zwei Bemerkungen zum Bernsteinschen
Ultrakontinuum.,

J. Novak, Brno.
(Eingegangen am 20. Mérz 1939.)

In memoriam { Dr. M. Koneény.

Felix Bernstein hat einen geordneten Raum konstruiert, den er
Ultrakontinuum genannt hat. Dieser Raum hat einige bemer-
kenswerte Eigenschaften, die der Autor in den Math. Ann., 61, 1905
beschrieben hat.

In dieser Abhandlung werden uns hauptsichlich die Element-
und die Liickencharaktere interessieren.

In jedem geordneten Raum X ohne erstes und letztes Element
ist der Charakter!) der Zerlegung X =P + (2) + @, wo
P < x < @, definiert und der mit (w,, w,*) bezeichnet wird. Dieses
Symbol bedeutet nach Hausdorff, dal die Menge P mit der regu-
laren Ordnungszahl w, konfinal und die Menge @* (d. i. die invers
geordnete Menge @) mit der regularen Ordnungszahl w, konfinal ist.
Ist der Raum X dicht, so bezeichnet man nach Hausdorff (w,, w,*) =
= Cpus

Durch die Zerlegung X =P + Q, P < Q, P =+ 0 = @, wobei
die Menge P kein letztes und die Menge @ kein erstes Element
. besitzt, ist die Liicke definiert. Da dieselbe ein Element des ge-
ordneten Raumes ist, der aus der Menge X durch Ausfiillung der
Liicken entsteht, ist in der obigen Definition schon der Begriff des
Lickencharakters enthalten. Statt der Bezeichnung Charakter
der Zerlegung werden wir die Bezeichnung Typus verwenden.

Die Konfinalitait der Menge P laBt sich durch die minimal
wohlgeordnete Menge?) bestimmen, die wir als transfinite
Punktfolge oder einfacher Folge bezeichnen werden. Diese
Bezeichnung beniitzen wir auch bei der inversen Anordnung solcher

1) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914, S. 142.

?) d. i. die Menge, deren jeder Abschnitt eine kleinere Méachtigkeit als
die Machtigkeit der ganzen Menge hat. '
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Mengen. Die Punktfolge

ncrc...<af <.,
oder
1> at> ... > ab > L. (E< w,)

bezeichnen wir {z¢}¢ oder einfacher {«¢}. Wir sagen, daB fast alle

Punkte dieser Folge eine bestimmte Eigenschaft haben, wenn die
Punkte, die diese Eigenschaft nicht besitzen, eine Menge von der
Michtigkeit << ¥, bilden.

Das Bernsteinsche Ultrakontinuum X, ist ein Raum,
dessen Elemente die unendlichen einfachen Folgen

T = 00 Ky oes Ky + » 5 = [Oin) € Xy

sind, wo «, die Ordnungszahlen der ersten und der zweiten Zahlen-
klasse sind (0 < &, < o). In diesen Raum wird die Ordnung fol-
gendermafen eingefiihrt: Der Punkt # = [«,] ist vor dem Punkt
y = [Ba], wenn o = f; fir s =1,2,...,k—1, wogegen op < P
bei ungeradem k oder «; > B bei geradem £ ist.

Die Topologie des Bernsteinschen Ultrakontinuums ist durch
die Ordnung gegeben. Unter der Umgebung des Punktes e X,
verstehen wir ein solches Intervall (z,, z,), daBl z; < x < x, ist.

Ein ultrarationaler Punkt ist ein solcher Punkt des Ultra-
kontinuums, dessen fast alle Koordinaten «, = 0 sind. Bernstein hat
bewiesen, daB3 die' Menge der ultrarationalen Punkte im Ultra-
kontinuum dicht liegt und ihre Machtigkeit ¥, ist.

Satz. Das Bernsteinsche Ultrakontinuum erfiillt das
erste Abzahlbarkeitsaxiom.

Beweis. Es sei = [«,] ¢ Xy. Wir wihlen die Punkte
o™= [a®], (m=1,2,...),

wo o = o fiir 1 <4 < 2m — 1, aft, > xem, Wogegen die anderen
Koordinaten o beliebig sind. Die Punktfolge {z™}>_, konvergiert
zum Punkt z, da jede Umgebung dieses Punktes fast alle Punkte
der Punktfolge {#™} enthilt. Um das zu beweisen, bemerken wir
zunichst, daB die Punktfolge {2™} eine wachsende ist und daB jeder
ihr Punkt vor dem Punkt z ist. Es sei (z’, ") eine beliebige Um-
gebung des Punktes z. Bezeichnen wir z’ = [a/,]; weil 2’ <z,
8o existiert eine kleinste natiirliche Zahl p derart, dall «'p = ap; es
ist a’p < ap, wenn p eine ungerade Zahl ist, oder &', > «p, Wwenn p
eine gerade Zahl ist. In beiden Fillen haben die Punkte 2’ und 2?
folgende Koordinaten:

x’ == “1’ 0(2, .« ey fxp_-l, (x,p, o e i

2P = x,, océ, ey Xp—1, Ky - -

sodaB z' < a? ist. Damit ist bewiesen, daB die Punktfolge {2™}n-1
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von links zum Punkte x konvergiert. Auf dhnliche Weise beweist
man, daB die Punktfolge {y™}>_,, wo

=8y, m=12...),

von rechts zum Punkte x konvergiert. Dabei ist g7 = ; fiir alle
1< 1< 2m, B2, ., > &2m+1, Wogegen anders f™ beliebige Koor-
dinaten sind. Das System von Intervallen {z®, y*) ist ein vollstén-
diges System der Umgebungen des Punktes 2. Ist nimlich (¢, ">
eine beliebige Umgebung des Punktes z, so existiert eine natiirliche
Zahl n derart, daB y <a" <z <y <y", daher (at u™C
<y 9"

Satz. Jede monotone Punkfolge (d. i. eine steigende oder
fallende) hat héchstens 8, Punkte.

Beweis. Es sei 2l < 22 < ... < a2f < ..., 2fte X, eine stei-
gende Punktfolge. Jedem Punkte 2¢ ordnen wir irgendeinen ultra-
rationalen Punkt im Inneren des Intervalls (%, 26+1) zu. Da das
System dieser offenen Intervalle disjunkt ist, ist eine eineindeutige
Abbildung vorhanden und da die Menge der ultrarationalen Punkte
von der Méchtigkeit ¥, ist, hat die angegebene Folge hochstens %,
Punkte. :

Nach diesem Satze kann das Ultrakontinuum a priori Liicken
von viererlei Typus, und zwar ty,.Co,, €10, €13, €nthalten. Die Liicke
des Ultrakontinuums ist nimlich durch die Zerlegung X, = 4 + B,
A < B, A % 9 = B definiert, wobei die Menge A kein letztes und
die Menge B kein erstes Element hat. Da 4 = ¢, B = 0, so 1aBt
sich durch transfinite Induktion eine steigende Punktfolge

. <. <2<, 2ted
und eine fallende Punktfolge

Y>> ...>y>..., ymeB
konstruieren, wobei die erste mit der Menge A4 konfinal, die zweite
mit der Menge B koinitial ist. Die Behauptung folgt aus dem Satze,
daB jede unendliche monotone Punktfolge die Machtigkeit ,
oder ¥, hat.

Satz. Das Bernsteinsche Ultrakontinuum enthéalt
Liicken von dreierlei Typus: ¢y, ¢;, und ¢,;. Die Liicken-
menge jedes Typus ist im Ultrakontinuum dicht.

Der Beweis wird durchgefiihrt sein, wenn wir in jedem be-
liebigen Intervall einen Vertreter der angefiihrten drei Typen be-
kanntgeben und beweisen, daB eine Liicke vom Typus ¢, nicht
existiert. Es sei daher 2 < y, wo

X = Oy, Koy « « .+ 0‘#—1; Kny Kn41, -
y= Kyy Koy o o oy Kp—1, ﬂm ,Bn+1, ey
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wobei «, = f,. Bezeichnen wir

T™ = 06y, Ggy -« +y Omy - - 5 K2ny Kant1 + M, 0,0, . ..
Y& = 0py Ogy o o oy Oimy + + o, Oy Ay £0,...
fir m=1,2,... und £ <o, wo A =1im (xgy+1 + m) < ;. Es

bezeichne 4 C X, die Menge aller Punkte, die vor jedem Punkte y¢
sind, und B C X, die Menge aller Punkte, die nach jedem Punkte 2™

folgen. Ist nun z = oy, &y, . . ., &n, - - ., G2m, 4, B, . . . €in beliebiger
Punkt, der nach allen Punkten a™ folgt, so ist y#+1 < z. Ist aber
Z == (g, Oy« o) Oiggs « - s X2y Vs - - . €in Punkt, der vor allen Punk-

ten y¢ ist, so ist z < 2P, wobei die natiirliche Zahl p die Beziehung
y < agnt1 + p erfiillt. Da alle Punkte der Folge {2™}? vor allen
Punkten der transfiniten Folge {#¢},*: sind, ist X, = 4 + B, die
Menge A ist konfinal mit der Punktfolge {z™} und die Menge B ist
koinitial mit der Punktfolge {y¢}; A besitzt kein letztes und B kein
erstes Element. Es ist daher eine Liicke (4, B) vom Typus ¢y
definiert, die innerhalb des Intervalls {z, y) liegt.?)

Auf ahnliche Weise iiberzeugen wir uns leicht, daB3 durch eine
wachsende transfinite Punktfolge {x¢}#: und durch eine einfach

unendliche Punktfolge {y™}®, wo

ot = Ky, Koy o = e ﬁm OIS ﬁ2n—ls lim (ﬂZu + m), E) O’ R
?/m = Ky, K, . '-.-; ﬁm vy ﬂzn—l) ﬂZn + m, 0: 07 ..

im Inneren des Intervalls {(z, y) eine Liicke vom Typusc,, definiert
ist.
Durch transfinite Punktfolgen

xf = Kgs Koy ooy Bpy oo vy K2p—1, O, Kon+1 + 5, 0,
Y& = 0, Ogy o vs Oy o ooy Kon—1 + 1, &, 0, Q. 6

ist endlich im Inneren des Intervalls {z,y) eine Liicke vom Typus
¢,, definiert. Tatsachlich, es ist x < ¢ < y7 < y fiir jedes & und 7
und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt, der nach allen Punk-
ten zf und vor allen Punkten y7 ware.

Es bleibt zu beweisen, daB keine Liicke vom Charakter cg
existiert. Wir nehmen, per absurdum, an, daB eine Liicke vom
Typus ¢y existiert, die durch die Zerlegung des Ultrakontinuums

Xy,=A+B, A<B, A+0+B

definiert ist. Da die Menge A kein letztes Element besitzt, existiert
eine einfach unendliche wachsende Punktfolge 2' < 22 < ..., die

3) Bernstein fiihrt in der zit. Abhandlung folgenden Satz an: Jede
einfach unendliche Folge von stédndig wachsenden Elementen
hat einen Limes. Es widerspricht der Tatsache, denn die Punktfolge

{zm}® hat keinen Limes.
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mit der Menge A konfinal ist. Es konnen zwei Fille eintreten.
Entweder fiir jede natiirliche Zahl n haben fast alle Punkte die
gleiche n-te Koordinate — bezeichnen wir sie &, — oder es existiert
eine kleinste natiirliche Zahl p derart, dafl unendlich viele Punkte
die p-te Koordinate verschieden haben. Man sieht leicht ein, daB
die Zahl p ungerade ist. Im ersten Falle 1a8t sich beweisen, daf} die
Folge {2*} von links zum Punkte «,, «,, ... konvergiert; das ist
aber unmoglich. Im zweiten Falle konnen wir, ohne die Allgemein-
heit zu beschrinken, voraussetzen, dal alle Punkte der Folge mit
den ersten p — 1 Koordinaten gleich beginnen, und zwar

Kyy Ky o v oy Kp—i,

wogegen die p-te Koordinate fortwahrend wachst. Wir bezeichnen
ihren Limes A. Die transfinite Punktfolge ¥¢ = «, &5, .. ., 6p—1,
2, & ... hat dann diese Eigenschaft: Ist der Punkt z = &y, &y, . . .,
%p—1, 4, . . . nach allen Punkten a*, so existiert ein Punkt 3¢ < z.
Die Folge {y*} ist daher koinitial mit der Menge B, so daf} die ange-
nommene Liicke einen Charakter ¢, hat. Das ist ein Widerspruch.

Satz. Jede Liicke des Ultrakontinuums ist durch die
geordnete Gruppe einer endlichen Anzahl von Ordnungs-
zahlen der ersten und der zweiten Zahlenklasse charak-
terisiert. Die Liicke vom Typus ¢y ist durch die Gruppe
einer ungeraden Anzahl von Ordnungszahlen, die mit
einer Limeszahl enden, charakterisiert; die Liicke vom
Typus ¢, ist durch die Gruppe von einer geraden Anzahl
von Ordnungszahlen, die gleichfalls mit einer Limeszahl
enden, charakterisiert; die Liicke vom Typus ¢, ist durch
die endliche Gruppe von Ordnungszahlen, die mit 0
enden, charakterisiert — mit AusschlieBung der ein-
zigen Gruppe, die nur die Zahl 0 enthilt.

Beweis. Es sei (4, B) eine Liicke vom Typus c,,. Es sei
<<, < <., (< w)

eine transfinite Punktfolge, die konfinal mit der Menge A4 ist. Dann
gibt es eine kleinste natiirliche Zahl p + 1 (man sieht leicht ein,
daB die Zahl p gerade ist und daB p > 0), derart, daB die (p + 1)-ten
Koordinaten fast aller Punkte zf eine unabzdhlbare sténdig
wachsende Folge von Ordnungszahlen bilden, wogegen die i-te
Koordinate fast aller dieser Punkte ¢ gemeinsam ist. Bezeichnen
wir diese ¢-te Koordinate o; (+ = 1, 2, . . ., p), so beginnen fast alle
diese Punkte 2¢ mit den ersten p Koordinaten folgendermaflen:
%y, &g, « « ., &p. Die Ordnungszahl «, ist eine Limeszahl. Wenn
namlich «, eine isolierte Zahl wire und «, = 0, wire die fallende
transfinite Punktfolge

Ad>22> . .. >2¢> ... (& < wy),
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wo
zezal’“b"-:(x})_l,oy E:O:O;'-',

koinitial mit der Menge B, was jedoch nicht moglich ist. Wenn
op = 0 ware, wiirde derselbe Umstand eintreten, wenn wir namlich

o =0, 0, ...,0p01+1,&0,0,..
definieren.

Ist nun
<y L <yi<... (&< )

eine andere unabzéhlbare Punktfolge, die konfinal mit der Menge 4
ist, so ist wiederum eine natiirliche Zahl ¢ 4 1 und die Gruppe der
Ordnungszahlen B, f,, .. ., f; von der schon angefiihrten Eigen-
schaft vorhanden. Wenn nun p > q oder p < ¢, wiren unabzahlbar
viele Punkte z¢ vor oder nach unabzihlbar vielen Punkten y¢.
Das ist jedoch unméglich, da beide Folgen konfinal mit der Menge 4
sind. Daher ist p =g¢. Aus demselben Grunde ist o; = g; fiir
1=1,2,...,p.

Damit ist bewiesen, daB jeder Liicke vom Typus ¢, eindeutig
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl von Ordnungszahlen
zugeordnet ist, von denen die letzte eine Limeszahl ist.

Es gilt auch das Umgekehrte. Jeder geordneten Gruppe
Gy Ogy v vy By O << 0y, (0 =1,2,...,p),

wo p eine gerade natiirliche Zahl ist und «, eine Limeszahl ist,
entspricht eine Liicke vom Typus c,,. Diese ist durch die Punkt-
folgen

<t <2<, (E<w)
PP P> By
definiert, wo :
=0y, K. .0 £,0,0,. ..
Y* = oy, &gy o v vy Op—1, By 0,0, . ..

und lim #, = «,. Tatsichlich, alle Punkte ¢ sind vor allen Punkten
y" und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt, der nach allen
Punkten 2¢ und vor allen Punkten y* wire. Leicht sieht man ein,
dafB zwei verschiedenen solchen Gruppen zwei verschiedene Liicken
vom Typus c,, entsprechen.

Eine vollig gleiche Uberlegung fiihrt uns zum Ergebnis, daB
der Liicke vom Typus ¢, eineindeutig eine Gruppe von ungerader
Anzahl von Ordnungszahlen entspricht, wobei die letzte Zahl eine
Limeszahl ist.

Beachten wir nun die Liicken vom Typus ¢,;. Es sel (4, B)
.eine solche Liicke. Die transfinite Punktfolge

<< <<, ((<w)
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sei mit der Menge A4 konfinal und die Punktfolge
P>9Pr>..29¥0>... E<wy)

moge mit der Menge B koinitial sein. Der ersten Folge entspricht
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl p > 1 von Ordnungs-
zahlen o, &y, . . ., &p, Wobei «, keine Limeszahl ist (sonst wére hier
eine Liicke vom Typus ¢,y definiert), wogegen der zweiten Folge
eine Gruppe von ungerader Anzahl ¢ > 0 von Ordnungszahlen
B> Bes - . ., Bg entspricht. Wir untersuchen diese zwei Falle: «, = 0
und «, # 0. Aus der Tatsache, daBl kein Punkt des Ultrakontl-
nuums existiert, der nach allen Punkten ¢ und vor allen Punkten y*
wire, folgern wir, dafl im ersten Falle fast alle Punkte %¢ in den
ersten p — 1 Koordinaten folgendermafien beginnen: oy, oy, . . .,
ap—1 + 1, wogegen hochstens abzdhlbar viele Punkte y¢ die p-te
Koordinate gleich haben und da im zweiten Falle fast alle Punkte y¢
in den ersten p 4 1 Koordinaten folgendermaflen beginnen: «,, s,
.« Op—1, 6p — 1, 0, wogegen hochstens abzéahlbar viele Punkte y¢
die (p + 2)-te Koordinate gleich haben.

Daraus folgt sogleich, daB8 jeder Liicke vom Typus ¢;; auf
zweifache Art eine geordnete Gruppe von Ordnungszahlen sich
zureihen 148t, von denen eine mit 0 endet, die andere jedoch nicht.
EntschlieBen wir uns fiir die erste Wahl, dann ist auch in diesem
Falle die Zuordnung eindeutig.

Auch umgekehrt: Der geordneten Gruppe von p (p>1)

Ordnungszahlen «,, a,, . . ., xp—1, 0 entspricht eindeutig eine Liicke
vom Typus ¢y, die durch die Punktfolgen
w<wr<...<ut<... (<aw)
> >. . >v>... (<o)
definiert ist, wobei
ut = Ky Koy « o oy Kp—1, Oa 5; .
¥ =0, &, .. g1+ 1, & ..,

wenn die Zahl p gerade ist, und

ut =0, &, ..., 01+ 1, & ...
v =0y, 0, .. 0p—1, 0,6 ...,

wenn die Zahl p ungerade ist.

Es ist notwendig noch den Ausnahmsfall p = 1 zu beachten,
d. h. den Fall, in dem die Gruppe nur die Zahl 0 enthalt. Jede
Punktfolge, deren erste Koordinate die Zahl 0 ist und deren zweite
Koordinate fortwiahrend wichst, ist koinitial mit dem Ulrakonti-
nuum. Daher entspricht der Gruppe, die nur die Zahl 0 enthalt
keine Liicke (nach unserer Definition der Liicke).

|
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Satz.t) Die Menge aller Liicken von jedem Typus hat
die Machtigkeit .

Beweis. Wir beachten die Liicken vom Typus ¢;. Es sind
ihrer soviele als es geordnete Gruppen von ungerader Anzahl von
Ordnungszahlen < w,, die mit einer Limeszahl enden, gibt. Alle
geordneten Gruppen von 2z + 1 Ordnungszahlen, die mit einer
Limeszahl enden (n» > 0), ist 827, so daB alle solche Gruppen

(-]

2 Nf"+1 == “0 . “1 == “1 Sind.

 Auf ahnliche Weise beweist man den Satz fiir die Liicken vom
Typus ¢,y und c;;.

Dre erste. Bemerkung zum Bernsteinschen Ultrakontinuum

beriihrt das Problem von Prof. E. Cech in den Annals of Mathe-
matics 38, 1937, S. 843 (On bicompact spaces). Im Wesentlichen
handelt es sich um die Konstruktion eines vollstindig regu-
laren®) Raumes, der in keinem seiner Punkte lokal normal®)
ist.

Bezeichnen wir P als geordneten Raum, der aus dem Bern-
steinschen Ultrakontinuum durch Ausfiillung seiner Liicken und P’
als geordneten Raum, der aus dem Ultrakontinuum durch Aus-
fiillung der Liicken vom Typus ¢, und ¢,, (jedoch nicht der Liicken
vom Typus c,,) entsteht, so hat diese Eigenschaft das Kartesische
Produkt P x P’, wie der folgende Satz beweist.

Satz. Der Raum P X P’ ist in keinem seinem Punkte
normal.

Beweis. Es sei ¢ = (a,b), ae P, be P'. Es sei 0(c)C P X P’
eine beliebige Umgebung des Punktes ¢ im Raum P X P’. Dann
gibt es Punkte a, € P, a, ¢ P, weiter Punkte b, € P, b, ¢ P derart,
daB a, < a < a,, b; < b < b, und daB

Ele=(2y); &, S 2= a4y, by < y < 6,] C 0(0)

Es seien (4, B) und (C, D) Liicken vom Typus ¢, der Eigenschaft,
daB

a4 < (4, B) < ay, by < (C, D) < b,
sodaB transfinite unabzahlbare standig wachsende Punktfolgen im
Bernsteinschen Ultrakontinuum — wir bezeichnen sie
<< B<..<B<..,bh<ypr<y<. <y <. ..
(5 < wl)’ |
¢) Dieser Satz gibt die Losung des Problems von Prof. Cech im topolo-
gischen Seminar vom Jahre 1938: Wieviele Liicken gibt es im Bern-

steinschen Ultrakontinuum?
%) Die entsprechenden Definitionen findet man in 1. ¢. S. 826 und 843.
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existieren, von denen die erste mit der Menge A4, die zweite mit der
Menge C konfinal ist (und beide Punktfolgen sind ahnlich mit der
Folge aller Ordnungszahlen < w,). Die Mengen

E [(2%. y*)] und E[(A B), y4)]

. (<w,
sind im Raum P X P’, daher auch in 0(c) abgeschlossen. In der Tat,
ist namlich z = (2, y) =+ (a4, y¢), dann ist entweder z == zf oder
z = 28 und y = y¢ fir £ < w,. Weil weiter die Liicke (C, D) kein
Element des Raumes P’ ist, existiert immer eine Umgebung des
Punktes z, die keinen Punkt (¢, y¢) enthilt, sodaf
P x P'— E (2, y*)]
f<w,

eine offene Menge ist. In dhnlicher Weise beweist man die Abge-
schlossenheit der zweiten Menge. Diese zwei Mengen sind jedoch

nicht in 0(c) durch offene Mengen trennbar. Tatsichlich, es sei
V C 0(c) eine Umgebung der Menge E [(A B), %)]. Wir wihlen den

Punkt ((4, B), y%) e V. Dann glbt es einen Punkt (a%, y&)e V
derart, daB &, < &,. Wenn wir schon in V die Punkte

(w8, ), (2, yP), . ., (2720, yf2))

von der Eigenschaft & < & < ... < &, definiert haben, kon-
struieren wir nach der Methode der vollstandigen Induktion einen
Punkt (2°2+2, y*2n+1 (folgendermaBen: wir wihlen zunichst
die Ordnungszahl &3,41 > &2, €2n+1 < @, und den Punkt

(4, B), y*2+1) ¢ V. Es ist dann ein Punkt (2'2+2, y*2n+1) ¢ ¥
derart vorhanden, daB &p,.1 < Eopt2.

Bezeichnen wir lim &, = 5. Dann konvergiert die Punktfolge
{a*2}7_; im Raum P zum Punkt 27 und die Punktfolge {y2*—1}7_,
im Raum P’ zum Punkt 7 (in der Tat, der Punkt y7 ist entweder
ein Punkt des Ultrakontinuums, oder eine Liicke vom Typus ¢y,
daher yne P’). Die Punktfolge {(z°2n »*2n—1)17 konvergiert in
0(0) zum Punkt (a7, y7) eO(c) 80 daB die angefithrten Mengen
wirklich nicht durch die offenen Mengen trennbar sind, w. z. b. w.

Aus diesem Satze folgt weiter, dafl die lokale Normalitat keine
.Eigenschaft des Kartesischen Produktes ist, d. h. die Kartesische
Operation muf3 die Eigenschaft nicht erhalten.

Die zweite Bemerkung zum Bernsteinschen Ultrakontinuum.

In jedem geordneten Raum X sind zwei Charaktere definiert.
Es ist dies zundchst der Charakter des Punktes x € X im topo-
logischen Sinne, d. i. die kleinste Machtigkeit des vollstandigen
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Umgebungssystems des Punktes  und dann der Charakter der
Zerlegung X =P 4 () + @, wo P < x < @, den wir als den
Typus des Punktes (der Liicke) bezeichnet haben.

Zwischen dem unendlichen Charakter X; des Punktes z e X
und dem Charakter (wg, w,*) der Zerlegung X = P 4 (z) + @
gilt diese Beziehung: 2 = max (g, ¢). Der Charakter des Punktes ist
daher eindeutig durch den Charakter der Zerlegung bestimmt.

P. Alexandroff und P. Urysohn haben bewiesen,®) daB durch
die Ausfiillung der Liicken aus dem geordneten Raum X ein bi-
kompakter Raum entsteht (da ist es notwendig auch die un-
eigentlichen Liicken (X, #) und (9, X) in Betracht zu ziehen).

Durch Ausfiillung der Liicken im geordneten Raum X #ndert
sich nicht der Charakter der Punkte. In der Tat, ist « ¢ X und sind
dann (4, B) und (C, D) zwei Liicken derart, dal (4, B) <z <
< (C, D), dann gibt es Punkte z, ¢ X, 2, ¢ X, die die Beziehung
(4,B) < #; < * < 2, < (C, D) befriedigen.

Wir haben schon bewiesen, dafl die Punktcharaktere im Bern-
steinschen Ultrakontinuum abzahlbar sind. Fiillen wir alle Liicken
im Ultrakontinuum aus, so hat jeder Punkt z ¢ X, in dem umfassen-
den Raum wieder einen abzahlbaren Charakter. Das ist im Wider-
spruch mit der Behauptung, die die Autoren P. Alexandroff und
P. Urysohn in zit. Arbeit in der Bemerkung unter dem Strich
anfiihren, daB man nimlich durch’ Ausfiillung aller Liicken im
Bernsteinschen Ultrakontinuum durch neue Punkte einen bi-
kompakten Raum mit unabzdhlbaren Charakteren bekommt.?)
Die Verfasser hatten vielleicht im Auge einen anderen Raum,
dessen Konstruktion éhnlich ist wie diejenige dés Ultrakontinuums.
Diese Konstruktion wollen wir hier anfiihren und zwar gleich allge-
mein fiir die Punktcharaktere von reguliren Alefs.

Wir bezeichnen mit 7' einen Raum, dessen Elemente die
transfiniten Folgen von Ordnungszahlen

T =0y, gy v vy gy oo = [og] €T, 00 < w,

sind, wobei w, die regulare Anfangszahl ist. In diesen Raum wird
die Ordnung folgendermaBen eingefiihrt: Der Punkt x = [x;] ist
vordem Punkt y = [f], wenn o, = B, fiir y < &, wogegen ae, < f,
bei ungeradem &, oder &g, > f;, bei geradem & ist.

Die Topologie dieses Raumes ist durch die Ordnung gegeben.
Dieser Raum hat dann die angefiihrte Eigenschaft. Den Beweis
dieser Behauptung teilen wir in drei Abschnitte.

1. Hilfsatz. Jede monotone Punktfolge im Raum 7 hat
hochstens die Machtigkeit X,.

¢) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques
compacts, Amsterodam 1929, S. 52. -
) P. Alexandroff et P. Urysohn, 1. c. S. 54.
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Zum indirekten Be weis setzen wir voraus, daB eine wachsende
Punktfolge existiert (fiir die fallende Punktfolge ist der Beweis
derselbe), die wir

<t << L. (< wet1),
WO
x"——-[oc'le]eT,

bezeichnen. Zu jeder Ordnungszahl ¥ < w, gibt es dann eine Gruppe
0‘1, “2, . ey X9

von Ordnungszahlen < w,, mit der fast alle Punkte 27 beginnen.
Diese Behauptung beweisen wir durch transfinite Induktion. Es
sei 7 << 9. Wir setzen voraus, daB die Aussage fiir alle Ordnungs-
zahlen { < & richtig ist und beweisen ihre Richtigkeit auch fiir z.
Nach der Voraussetzung beginnen fast alle Punkte folgendermaBen

Gpy Ogy o v oy 060 o+« (£ < 7).
Weil die Machtigkeit der Menge dieser fast aller Punkte ¥,4; ist,
wogegen die Koordinate a,” nur die Ordnungszahlen < w, (daher
die Menge der Machtigkeit ¥,) durchlaufen kann, ist eine Koordi-
nate vorhanden — bezeichnen wir sie «, — die ¥,+; Punkten der
Folge {7} gemeinsam ist. Eine solche Koordinate gibt es nur eine,
denn sonst wiren die ¥,4; Punkte 27 vor ¥,4; Punkten 27, was nicht
moglich ist. Damit ist bewiesen, daf fast alle Punkte der Folge mit
der Gruppe
Oy, Olgy o o vy Og

beginnen.

Alle Punkte 27 teilen wir in Klassen nach folgender Regel ein:
Den Punkt 27 reihen wir in die Klasse 7'(£), & < w,, dann und nur
dann ein, wenn £ die erste Ordnungszahl derart ist, daB ag” =+ o
ist. Leicht sieht man ein, dal jeder Punkt genau in einer Klasse
liegt. Da die Machtigkeit jeder Klasse < 8,41, daher < ®,, ist und
weil es solcher Klassen hochstens ¥, gibt, ist die Machtigkeit der
Punktfolge hochstens X, . X, = 8,, was ein Widerspruch ist.

II. Satz. Jeder Punkt z = [x;]eT ist vom Charakter
(e 0)-

Beweis. Wir setzen

@ = [af],

wobei die Koordinaten of durch die Bedingungen o} = g fiir
§< 20+ 1, ady42 > Xoy4 bestimmt sind, sonst sind jedoch die
Koordinaten «} beliebig. Weiter bezeichnen wir

y" = [BZl,

wo Bl = o fir & < 2y, B2,41 > xan+1, wogegen die Koordinaten
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B beliebig sind. Aus diesen Definitionen folgt
<<, <<
P>SyYeE>...>y> ...

und ist ¥ < w,, dann beginnen fast alle Punkte der ersten Folge in
den ersten 9 Koordinaten gleich. Dasselbe gilt auch von der zweiten
Punktfolge. Daraus ersicht man leicht, daB in jedem Intervall
', ) ein Punkt der ersten Folge und in jedem Intervall (z, "y
ein Punkt der zweiten Folge vorhanden ist. Die erste Punktfolge
ist daher konfinal mit der Menge aller Punkte, die < z und die
zweite Punktfolge ist koinitial mit der Menge aller Punkte, die > z
sind.

IIL. Satz. Jede Liicke des Raumes 7T ist vom Typus c,,
oder g, wobei w, eine reguliare Zahl < w, ist.8) Die Liicken-
menge dererstenundauchderzweiten Artliegtim Raum7
dicht.

Die Beweisart dieses Satzes wird ahnlich sein, wie es im Falle
des Bernsteinschen Ultrakontinuums war. Es sei z — [oe] <

<[Be]l =y, wo
T =0, &gy ooy Oy voey Y =g, Oy e vy Py (1),
Es sei w, eine regulire Zahl < w, und es sei ' eine ungerade Ord-
nungszahl, die nach der Zahl 7 ist. Wir definieren die transfiniten
Punktfolgen
<l << ..,
V>yi> . o>y L.
RS2 L <L L (<)
B> >...>0 > <o, < o)
w<ul<...<u<...
>0 > o> v > ..,
wobei
LT = 0y, Kgy + v oy Opy o o o Oy -1, 0,0, ...
Y& =0, Oy e vy By, LM (0 - 7p), £,0, L
=0, 09, 0 v oy Py o lim (Bepr + 1), &0, ...
= 0‘1:0‘2:---:ﬂm'~-,,3n’+1+77:030a o
U= 0y, Koy o o oy Oy v v oy O, 0, &g + £,0,0, . ..
V8= g, gy e ey Oy e O 1, £,0,0, ...
Der Leser iiberzeugt sich leicht, daB durch die ersten zwei
Folgen im Intervall (z, y) eine Liicke vom Typus c,, durch die

zwei anderen Folgen eine Liicke vom Typus ¢,, und endlich durch
die letzten zwei Folgen eine Liicke vom Typus c,, definiert ist.

#) Diese Eigenschaft war schon F. Hausdorff bekannt; vgl. F. Haus-
dorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914, S. 181.
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Es bleibt noch zu beweisen, dafl keine Liicke vom Typus
Cuw = (w,, w,*) existiert, wo w, und w, reguliare Zahlen kleiner als w,
sind. Zum indirekten Beweis setzen wir voraus, daB3 eine solche
Liicke existiere. Diese ist durch die Zerlegung

T=A4+4+B, A<B A+9+B
definiert. Die Menge 4 ist konfinal mit der Folge

<. <n< L., (<o)
21 = [ai]eT
und die Menge B ist koinitial mit der Folge
Pr>y>. >8>, (<o)

Beachten wir die erste Punktfolge. Ihre Punkte teilen wir in
Klassen, die wir durch die transfinite Konstruktion definieren.
Es sei # < w,. Es wéren schon die Klassen T'(1), 7'(2), . . ., T'(), .
und die Gruppe der Ordnungszahlen oy, &y, ..., 00 ..., ¢ <m,
definiert. Wir definieren die Klasse 7'(w) folgendermafen:

1. Entweder sind alle Punkte 27 der Folge in den schon defi-
nierten Klassen eingeteilt und es verbleiben keine weiteren Punkte
— dann definieren wir &, = 0 und 7'(x) bedeutet die leere Klasse.

2. Oder fast alle verbleibenden Punkte haben die z-te Koordi-
nate gleich — existiert sie, dann ist sie die einzige und wir bezeichnen
sie mit «,; in die Klasse 7'(x) reihen wir dann alle verbleibenden
Punkte 27 ein, fiir welche ] == «, ist.

3. Oder endlich existiert keine Menge von fast allen verbleiben-
den Punkten a7 derart, die die z-te Koordinate gleich hatten — und-
dann definieren wir «, = lim 2], wenn dieser Limes existiert,
anderenfalls &, = 0 und in die Klasse 7'(%) reihen wir alle verblei-
benden Punkte ein.

Leicht sieht man ein, daB jeder Punkt a7 — bis vielleicht auf
einen einzigen Punkt [«;] e 7' — in irgendeine Klasse eingereiht ist
und daB diese Klassen disjunkt sind. Tatsachlich, existiert namlich
eine Klasse, die ad 3. definiert ist, dann ist dies selbstverstindlich.
Existiert sie nicht, dann ist a7 = [z}] € T'(n), wo = die kleinste
derartige Ordnungszahl ist, daB z 4 «,. Wir unterscheiden zwei
Fille:

Erster Fall. Es gibt eine Klasse von der Machtigkeit %,. Es
sei 9 die kleinste Ordnungszahl derart, daB3 die Klasse 7'(#) diese
Eigenschaft hat. Dann ist die Zahl ¢ ungerade und jede Klasse
T(L), ¢ < ¥ ist die, welche ad 2. definiert ist. Der Punkt a7 e 7'(#)
beginnt daher in den ersten ¥ Koordinaten folgendermafen:

Oiys Oigs « » 55 O3 » s o Zg (L < B)-
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