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= . z—a
Uber Reihen von der Form A, + ZA,H S "z-.
v=1 p=1 B

1. Abhandlunyg.
Ernst Lammel, Prag.
(Eingegangen am 29. Méarz 1938.)

In einer fritheren Arbeit wurden folgende Satze bewiesen:!)

Ist {au}, (v« =1, 2,...) eine Folge von Punkten aus [z | <1,
fiir die lim | @, | < 1 ist, so konvergiert eine Reihe von der Form

U—>o
z—a,
4, + ZA'HI_:‘% (1)
v= I_¢=

dann und nur dann fir jeden Wert von z aus |z | < 1, wenn die
Koeffizienten {4,}, (v =0, 1, 2,...) der Limesbedingung

Im )/ T4,1<1 (2)

gentigen.

Besitzt die Folge {a,}, (u=1,2,...) aus |2z| <1 keinen
Haufungspunkt auf |z | = 1 und erfiillen die Koeffizienten {4,},
(»=0,1,2,...) die Bedingung (2), so konvergiert eine Reihe von
der Form (1) gleichméBig auf jeder in |2 | < 1 abgeschlossenen
Punktmenge und stellt also eine im Einheitskreise | z | << 1 regulare
Funktion dar.

Umgekehrt: Hat die Folge {a,}, (¢ =1,2,...) aus |2z| <1
keinen Haufungspunkt auf |z | = 1, so 148t sich jede in |z | < 1
regulare Funktion in eine Reihe von der Form (1) entwickeln. Fiir

1) E. Lammel, Zum Interpolationsprobleme im Einheitskreise regu-
larer Funktionen. Casopis pro p&stovéni matematiky a fysiky, 66 (1936-37),
67—61.
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die zu einer Funktion f(z) gehorigen Entwicklungskoeffizienten
{4,}, »=0,1,2,...) gilt die Limesbeziehung (2).

In dieser Abhandlung sollen die beiden folgenden Satze be-
wiesen werden:

Satz I. Analogon des Abelschen Stetigkeitssatzes iiber Po-
tenzreihen. Es sei {a,}, (¢ = 1, 2,...) eine Folge von Punkten
aus |z| <1, welche keinen Haufungspunkt auf |2| =1
besitzt und {4,}, (» =0,1,2,...) eine Folge, die der Limes-
bedingung (2) gentigt.

Besitzt dann die auf jeder abgeschlossenen Punkt-
menge aus |z| <1 gleichmaBig konvergente Reihe (1)
auch noch im Punkte z = e eine endliche Summe S(ei),
so ist bei Anndherung an die Stelle z=¢i% aus dem Innern
des Einheitskreises |z | < l1ldngseines Stolzschen Weges?)

lim f(z) = S(ei),

%
z_tGQ’o

wenn f(z) die durch (1) dargestellte in |z| <1 regulare
Funktion bedeutet.

Satz II. Analogon der Tauberschen Umkehrung des Abelschen
Stetigkeitssatzes iiber Potenzreihen. Es sei {a,}, (0 =1,2,...)
eine Folge von Punkten aus |[z| < 1, welche auf |z| =1
keinen Haufungspunkt besitzt und die Folge {4,}, (» =0,
1,2,...) geniige der Bedingung

lim »4, = 0. ®3)
Die Reihe (1) konvergiert dann also auf jeder in |z| < 1
abgeschlossenen Punktmenge gleichméaBig und stellt
also eine in |z | < 1 reguléare Funktion f(z) dar.

Ist dann fir z-— e bei radialer Anndherung aus
dem Innern von |2| <1

f(2) > F(o), (4)

o+2A e%—a” = F(p,).

1 — @6t

so gilt

Die Beweise bilden wir den gebrauchlichen Beweisen fiir die
analogen Sitze iiber Potenzreihen nach.

2) Unter einem Stolzschen Weg versteht. man nach Hardy und Little-
wood eine in |z | < 1 verlaufende und in z = €'? einmiindende Jordankurve,

welche zwischen zwei in z = ¢” endenden Sehnen des Kreises |z| < 1
verlauft.
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§ 1. Beweis des Satzes I.

Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn man
annimmt, daB S(eis) = 0 ist. Sonst betrachte man f(z) — S(eis).

Die durch (1) gegebene Funktion f(z) laBt sich in der Form

= 0+2A H T—a T Rari?)

(5)

schreiben, worin R,,H(z) eine in |z | <1 regulire Funktion be-
deutet, fiir welche auf jeder in |z | < 1 abgeschlossenen Punkt-

menge gleichmaBig
lim R,..H(z) =0
ist. "~
Zur Abkiirzung schreiben wir
z2—a €v —aqa

= = p(z, @) und demgemaf p—

Setzen wir
Ay = so(€)

m v
4, + szHp(ei¢°, a,) = Sp(e),
v=1 p=1

so hat man nach Voraussetzung
lim s,,(€i%0) = S(ei) = 0.

m—>0

und

Da fir v > 1
sv(ei%) — Sv—l(eiq"’)

np(ei%, au)
p=1

A,=

ist, so ergibt sich aus (5)

z) = (eim — 2) {so<ef%> Bl LW +st(e'%

(eie — a,) (1 — a,2)

X 1— |y | A } +
(€% — ay41) (1 — @yr12) o 1 (€, @)
{vs = Pz, a,‘)
4+ 8, (e"’)” 1p(eW» a,) + Rni1(2).

- p(eiipo’ a) -

(6)

(7)

(8)

(9)

Da die Folge {a,}, (u =1,2,...) aus |2| < 1 keinen Hiu-
fungspunkt auf |z | = 1 besitzt, so existiert ein ¢ (0 < ¢ < 1),

Casopis pro p&stovani matematiky a fysiky. 9
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so daB
ol S e n=12... )
ist. Weiter iiberzeugt man sich leicht, daB fiir
la|<pe<lund |2| <1
lzl+lal _ lzl+o
Tl4al|z|T1+e]z]
ist und | p(ei, a) | = 1 gilt.
Aus (9) erhalten wir so mit Riicksicht auf (6), (8) und (11)

12) = (¢ — 2) {so(ef%)

2—a
1—az

<1 (11)

l1—a |
(e"% — a’l) (1 _ dlz)
S i 1— I Ayt |? ol p(z, a“)
8,(e'%o ~ _ ; X
+'ZI ( ) (eWJ,, —_ a/,+1) (1 == a,+1z) ol p(el‘l’o, a”)

Daraus folgt die Abschatzung

_|_

I U
T—oF
{Z(,'S'(e (1+e|z| +£’",=;11+e|z1

worin &, = Max ls,(e’%)l bedeutet.
m+1<=y<

Also ergibt sxch schlieBlich
|f(z)|_‘(e——z—'{g|8,(ew.)|( sy, 1te _w )

/)| < | e —z|

0)? 14+ 0|2] l—=pl1—|z]

woraus die zu beweisende Behauptung genau wie im Falle der
Potenzreihen folgt.

§ 2. Beweis des Satzes II.

Wieder ist es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn
wir F(p,) = 0 voraussetzen.

Wird 8,,(eie) fiir m > 0 durch (7) erklart, so erhialt man, wenn
|z] <1 ist,

mle7) — (@) ZA H plem a1 ‘*H f’e(aa)
—_ Z A,l—:[ P(z, al‘)'

v=m+1 p=1

Da mit Riicksicht auf (10) und (11) fiir p < |z | < 1
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