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Remarque a P’article précédent de M. Mahler.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Regu le 29 novembre 1938.)

Au juillet de cette année, j'ai résolu un probléme sur les
approximations diophantiques linéaires. Presque en méme temps,
M. Mabhler a trouvé indépendemment un théoréme général sur les
corps convexes!) qui contient comme une conséquence facile mon
résultat principal. C’est pourquoi, au lieu de publier ma démon-
stration originale, je vais seulement montrer comment mon résultat
peut étre déduit du théoréme de Mahler.

Pour commencer, je vais citer les résultats de Mahler. Soit

F(x) = F(#,, . . ., x») une fonction réelle?) du point z = (z,, . . ., Za),
définie dans I'espace euclidien & n dimensions et jouissante des
propriétés suivantes (ol ¢ signifie un nombre réel, o = (0, . . ., 0)):

F(o) =0, F(x) > 0 pour z = o,
F(to) = |t | F(z), F(z + y) < F(z) + F(y).

L’inégalité F(x) < ¢ (¢ > 0) définit alors un corps convexe sy-
métrique par rapport au point o; soit J le volume du corps F(z)< 1.

Définissons 7 points a2, 2, . . ., 2™ comme il suit: parmi tous
les points & coordonnées entiéres (= points a c. e.) différents de o,
choisissons un point 2™ avec la plus petite valeur possible de F(z).
En général, 2@, .. ., 2™ (r < n) étant définis, choisissons, parmi
tous les points & c. e. qui sont linéairement indépendents de z(
..., " (c’est-a-dire qui ne sont pas représentables sons la forme
a; x4 . .. + a,2", a; étant des nombres réels), un point z"+1
avec la plus petite valeur possible de F(x). Les nombres

oi=F2a®) 0<0, <0, ... Z ay),

931) E1121 Ubertragungsprinzip fiir konvexe Korper, Casopis 68 (1938—39),
p. 93—102.

?) Tous les nombres de cette note sont réels; = = (z,, .. ., x,), Y=
= (Y1 - - -» Y,) étant deux points et @, b deux nombres, on pose az + by =
= (az, + byy, . . ., az, + by,).
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appelés les ,,minima successifs de F(x)“. jouissent des propriétés
suivantes:

n n
I 2 R (1)
nlJd - J
(Minkowski, Geometrie der Zahlen, p. 192.)
II. A chaque point & = (&, . . ., &), on peut faire correspondre
un point y a c. e. tel que
F(y + &) < 3oy + ... + on) < $non. (2)
Démonstration (d’aprés Minkowski, Geometrie der Zahlen, p. 226):
Il existe » nombres v, ...,v, avec &= va® 4+ . + vnx(“)

soient y; (1 < 72 < n) des nombres entiers tels que |y -|- v | < 4
en posant y = ;M + ... + y,a™, on a

Fly+ & = F(z (¥: + v) mw) < z F((yi+ i) @) < 3 Z F(xW)

Remarque: Les inégalités (2) sont les meilleures inégalités de ce
genre; en effet, en posant F(z) = || + ...+ | 2a], £€=(4,

.»3%),onaog=...=0,=1 et pour chaque point y a c. e.
F(y+5)>v}n—7§( + .. + on) = Ino,.
Définissons mamtenant G(x) = G(xy, . . ., x,) par ’équation

G(x) =11‘1r(1?x1| 2y | (ou 2y = 239, + . . . + ZuYa).

Alors la fonction G(x) posséde aussi les propriétés
G(o) == 0, G(x) > 0 pour z =+ o,
G(tz) = |t | F(=), G(z + y) < G(x) + G(y).
Soit J” le volume du corps G(z) < 1 et soient 7y, . . ., 7, les minima,
successifs de G(x).

Alors, les résultats de M. Mahler peuvent s’énoncer comme il
suit:

( ') <4 1< ot S (1) (1< b < n). (3)
n

En particulier, soient.

n - n
X}, = Zahkxk, Y}, = ZAM-yk (h = 1. .. n)
k=1

k=1

deux substitution telles que X,Y;, + ...+ X, Yo =2y, + ... F
+ xpyn. Alors, en posant

F(z) = max
1=h=n

z A |, (4)
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on obtient
n n
G(.’I)) = Z ‘ ZAhkxkl .
h=1 k=1

Dans ce cas particulier, on peut remplacer les inégalités (3) par les
relations plus précises

JJ' = 4*/n!,
LS ontppr1 S0l (LS A< on). (3"

D’apres I1, (3'), on a, pour ce cas particulier, le résultat suivant:
a chaque point & = (&, .. .. &), il existe » nombres entiers x,,
..., Zn tels que

nln

- n
F(z 4 & = max | San (@ + &) | < dnou < 5~ (5)9)
1=h=n 31 7
Dans tout ce qui suit, on désigne par les lettres a, b, ¢, d (pour-
vus d’indices éventuellement) des nombres entiers. Soient r > 0,

s > 0 deux nombres entiers, 0; (1 <1 < 7, 1 < j < 8) s nombres

réels. &, ..., &, Pi, ..., Bs étant des nombres réels quelconques,
posons (pour ¢t > 1)
vi(t; 0, oo o)= min  (max|Oua, +...+ Ouas + @i 15+ o |);
0 <max | a; |t 1=isr
1=j=<s
Yit; 0. 00) = min  (max|Ona; + ...+ Ous + aivs + xil);
max | a; | =t 1=isr
1=5<s
Wo(t; Bre - - oy Bs) = min (max | Obsr1+ ... +Opbs+r—b;+6il);
0<max|b8+i]§t 1=j<s
1=isr
Wolt; By - o5 Be)= min (max [@1;bs 41+ ... +0,bs+r—bj+Bil).
max | bs+i I=t 1=iss
1=i=r

Soit 4 > 0, soit ¢(¢) une fonction continue pour ¢ > A et supposons
qu’il existe un nombre ¢ > 0 tel que la fonction ¢(¢) . t—* soit —
pour ¢ > A — une fonction croissante, ¢(t) . ¢ — oo pour { - co.
Soit o(¢) la fonction inverse de ¢(¢) (donc ¢(t) > 0. g(t) = ©
pour ¢t — oo). Alors, on a les théorémes suivants:

Théoréme 1. Soit
lim inf @(t) o(t; 0, . . .. 0) > 1; (6)

t—wo
3) Pour le cas général, on obtient — d’apreés II; (3) — un résultat ana-

logue, avec (n!)? au lieu de n! Pour tout ce qui précéde, on peut consulter
la note citée de M. Mahler.

105



alors®)

e+1
lintrl sup o(t) .Oguglwl(t; Oy oo ) S ((r + 8)! (r+8) ¢
0=, <1
donc, a fortiori,
lim sup o(t) v'1(¢; g, - - o5 00) <
t—oo
e+1
< lim sup o(0) (i o1, - 5) < (I + )L+ ) ¢ (7)
pour chaque systéme («y, . . ., &).
Théoréme 2. Soit
lim inf @(t) p,(¢; 0, . . ., 0) < oo; (8)
t—o
alors

lim sup o(?) yy(t; &y, - - -, ¥r) =
t—-00
g hm sup Q(t) 'I”1(t§ oS P 0‘7) >0

t—

pour presque tous les systémes «,, . . ., oy

Remarque 1. Le théoréme 2 caractérise le degré de précision
du théoréme 1. Ce sont précisément les théorémes 1 et 2 dans deux
cas particuliers s = 1 ou r = 1, dont j’étais en possession avant de
‘connaitre la méthode de Mahler. Soit en particulier s = 1 et posons
6, = 0;; alors

wz(t; O, ey O) = min I Glbl + . o ® + @rbr "I‘ br+1 I,

O<max | §; |=t
1=i<r
Yt &g, - . .y o) = min (max | Gia + ¢; + &3 |).
lal=st 1=i=r
Supposons ‘que 1’équation @b, + ...+ O, + bypr1 = 0 en-
traine b, = ... = by41 = 0; on a alors y,({;0,...,0) > 0 et l'on
peut trouver une fonction ¢(¢) satisfaisant aux conditions énoncées
avant le théoréme 1 et & l'inégalité (6); on a donc pour chaque
systéme «,, ..., & d’apreés (7) v'y(¢; o, . . ., %) > 0, d’ot1 le théo-
réme bien connu de Kronecker: les potnts (0,0 + ¢y, . . ., Ora + ¢,)
sont partout denses (dans ’espace a r dimensions). Mais les théorémes
1, 2 donnent, de plus, un résultat quantitatif trés précis.
Remarque 2. Une fonction f(f) continue et croissante pour
t > 0 soit appelée ,,du type A, si f(t) - 0 pour t —.0, f(t) > oo
4) Sup f(ay. .« ., &r) = borne supérieure de f(xy, ..., ar) pour 0 Z

=a,<1



pour ¢t — co. Evidemment, il est permis de supposer que ¢(f) et
@(¢) t—° sont du type 4. Donc p(t), la fonction A(f) = ¢ ¢(?) et la
fonction inverse de A, désignons la par u(t), sont des fonctions du
type A. En définissant, pour & > 0, le nombre y > 0 par z = A(y)
(donc y = u(z)), on a
r _ Ay)

—_— = —— = ] X ;

M R ARA
donc la fonction z/u(z) et sa fonction inverse — désignons la par
{(x) — sont du type 4. Pour z > 0, définissons w > 0 et v > 0 par
les relations

m(é(@)) = e(w), w = ¢(v),

d’ol
&(x) = o(w) p(e(w)) = v p(v) = A(v),
_ My ve) _
p(A(v)) v ’
done

p(L(x)) = e(x) pour z > 0.
Remarque 3. Pour 0 < z < y, on a

Y 1/e
ew < (4)" et
En effet, en posant z = p(z), v = g(y), on a 0 < z < v, d’olt

2 e ew ¥
ec(x) 2 vt e*(y)
Démonstration du théoréme 1. Soit ¢ un nombre suffisamment
grand; définissons z > 0 par I’équation

e — ¢ 2 , done r+a)lr+a)ertt & (9)
(r+8)l(r+s) 2u(2"*?)

donec z — oo pour ¢ — oo.

Posons, dans (4), n =7 + s,
F(x) =
= max (I @llxl 4+ e + O15%5 + 541 ‘ 2 ...
1Ozt o O+ e 2 | =3[, =2,
| 2 2

on obtient alors

T
Yors

8
+ zz' | OYs+1+ -« . + OriYs+r— yil.
i=1
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Le volume J’ du corps G(y) < 1 (provenant du corps | z; | + ... +
+ | %r+s | < 1 par une transformation linéaire du déterminant 1)
est égal & 27+3/(r + s)!; done (voir (1))

T (7. )Y Z ((r + )Y (10)
D’autre part, il existe r + s nombres entiers b,, . . ., b4, non tous
nuls tels que G(b,, . . .. br+s) = 7,. done
Ilnax [ bs4i | £ 1,25 max] Oibs+1+ -+ Opibs 1 —b; | < f, (11)
=i=r &7<3
d’apres (6 ) la fonction wu,(t; 0, ..., 0) étant non croissante, on

a yy(t;0,...,0) > 0 pour ¢ > 1. Pour 2r > ((r 4+ s)!)1/» on a donc
max | bs+a| > 0, max | 91) el S ¢ s o BF @nbs+r—bi | > 0;

1=i=r 1=j=s
d’apreés (10), (11) on a donc pour z — o
o, 0, max | byys | > 00, 7,2° > o0;
k4 1=i=r
d’apres (6), (11), on a donc pour ¢ > ¢,
1 T

o) 5 T @(TE) > 2 12 > ).
1

Soient «,...., & de nombres quelconques, 0 < o<1l (1Z

<i<r), t >t, Dapres (5) (avec & = ... =& = 0, &4q = 0y,
.s €547 = «&,) 1l existe r + s nombres a,, . . ., a,4+; tels que
. S (r 4 8)2f
F(al, “ e oey ag, as.}.l + 0‘1- .. as+r ‘+" ar) < (—%_22‘(:‘_*_—1‘; ) ,

done, d’apres la définition de F(x) et d’apres (9),
(r+s)(r+s 2'+s

L O} = 3 urey
' (r+ 9t (r+s) _
2?;5' 0‘1’1“1 + ... 4 Opas + asi + o | < 2/‘(W
N N e [ e N

ou e 2t 9 2t
# (r+ )l (r + 9) e (r 4+ s)! (r 4 s) -
5
r+s)(@+s) \'te 1 .
= ( 2 ) o M =h

sit >t > {, (voir les remarques 2 et 3). S’il existe uns (1 <4 < 7)
tel que M < & < 1 — M, on voit que max | a;| > 0.

lsj=s
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Dans le cas contraire, posons y; = as pour 2 <1 <7, py =M
pour 0 < oy < M, yy=1—M pour 1 — M < &, < 1. 1l existe

donc 7 4 s nombres ¢y, . . ., ¢,+5 avec
max |¢j| <t max|Ouc, 4 ...+ Oucs + cori + yi| < M;
1=)=s 1=i=r

d’aprés ce que ’on a dit, on aura
max |¢;| >0, max|Ouc, + ...+ Oscs + Copi + s | < 2M.

1=j<s lsi=r
Donc: pour chaque ¢t >t et pour chaque systéme o ..., xr
0 ;<lpour 1<¢<7), ona
e+1

((r +8)! (r £ 8)) e
t)

!
of

Pilts ogs e ) < 2M <

 §

¢. q. £ d.

Démonstration du théoréme 2. D’aprés une remarque de
M. Mahler, on peut déduire la démonstration du théoréme 2 des
considérations de Minkowski.’) Je donne ici une démonstration
directe, basée sur une idée de M. Khintchine.®) Sans restreindre la

généralité, nous allons nous borner aux systémes o, ..., & du
seube 0 < oy <1 (1K< ¢ < r), en considérant chaque systéme
(o4 . . ., &) comme un point de l’espace euclidien & r dimensions.

D’apreés (8), il existe un £ > 0 et une suite de systémes

tms bl,ﬂh bz,m, c ey bs+r,m (m =12.. )
avec

lim ¢,, = oo, max | bsyim | = tm,
M—>00 1=i=r

k
max | Oybsyrim + ... + Orbsrrm—bjm | < ——. (12)
1=j=s ®(tm)
En effet, s’il existe un systéme (b, ..., br+s) &+ (0, ..., 0) avec

max | Oybsyy + ... + Opbsyr —b; | = 0, onaura max | bsyi| > 0
1=j=s 1=i<r

et il suffit de poser by, = mby.
Dans le cas contraire, il existe, d’aprés (8), une suite de syste-

mes Ty, bym, - - ., bsr,m telle que
Twm—> o0, max | byyim | < T,
1=i=r
‘ k
0 <max | Ouybsiym =+ ... 4 Oribsirm—bjm | < —5—
1=j=s ‘P(Tm)

5) Voir le § 4 de la note citée de M. Mahler.

%) Voir p. ex. A. Khintchine, Ein Satz iiber lineare diophantische
Approximationen, Math. Annalen 113 (1936), p. 398—415, en particulier
p. 399—401.
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et il suffit de poser ¢,, = max | bs4im |, car évidemment ¢, — oo,

1=i=r
P(tm) < ¢(T'm).

Soit M l'ensemble de tous les points (xy, . .., «r) avec
hm sup o) '1(t; &1, . .., &) = 0. Pour u,v=1,2,3,...80it My,

lensemble de tous les points («,..., &) tels que l'inégalité
o(t) ¥'1(t; &g, « .« . %) < 1/v soit vérifiée pour chaque ¢ > u, de sorte
que T'on a pour chaque v,

M = HEM"”_HM"’ ol Mv zMu,o

=7, u=1 V=", u=1

Si uA désigne la mesure de I’ensemble 4, on a (& cause de M, , C
c Mu +1,v)
uMy = lim uMyy, uM < uM,

U—>0

pour chaque v.

Evaluons uM,, Choisissons un m tel que v—°2 p(t,) > u et
posons

t = v p(tm), (13)
donc (voir la remarque 3)
m = o(v*/%) < vt o(f). (14)
(0¢q, - - ., &) étant un point de M, ,, il existe un systéme a,, . . ., Gr4s
avec max |a; | < ¢,
1=j=s
1
’U—Q(Z) < Onay+ ...+ Ouas + asi + i < -UQ( 1) 1< 7‘()15)

En multipliant la premiére inégalité (15) par bs+1m, la seconde
par bsiom etc. et en faisant la somme, on obtient, d’aprés (12),

Ttm skt
ve(t) T gltm)’

d étant un certain nombre entier. Il existe un 7 (1 < I < r) tel que
bstim = + tm Donc, (v =1, 11 7) et d étant donnés,
le nombre «; est restreint, par l'inégalité (16), & lintérieur d’un
intervalle de longueur

lzazbs+zm + d ' < (16)

2 2skt
v0(t)  tm@(tm)
En outre, s’il doit exister un point («,, . . .. &) avec (16), il faut que

(& cause de 0 < oy < 1)
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