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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O oddélenosti mnoZ%in v topologickych prostorech.
Karel Koutsky, Brno.
(Doslo 16. bfezna 1938.)

Necht P je prostor. Kdy% pro kazdé dvé neprazdné, v P oddé-
lené mnoziny plati, ze

(1) jedna z nich je oteviena v P, pravime, Ze prostor P m4
vlastnost f;; :

(2) obé jsou oteviené v P, pravime, Ze prostor P ma vlast-
nost fo; .

(3) jedna je uzaviend v P, pravime, Ze prostor P ma vlast-
nost fs;

(4) obé jsou uzaviené v P, pravime, Ze prostor P ma vlast-
nost f,; ’

(5) jedna je zaroveli otevienad i uzaviend v P, pravime, Ze
prostor P ma vlastnost f;;

(6) ob& jsou zdroveli oteviené i uzaviené v P, pravime, Ze
prostor P ma vlastnost f
- Snadno se nahlédne, Ze plati nasledujici vztahy

fe=fa=h fe=>li=f fe=>fi="ffs

Prof. E. Cech polozil v topologickém semind¥i otdzku, tyka-
jici se prostori, které maji jednu z pravé definovanych vlastnosti.

Regenim této otdzky dosel jsem k celé fad® vét, jejichz dikazy
jsou vesmés dosti snadné, a proto je piedkladam &tenafi jako
dlohy k cvidenfl)

[.1. Necht mnoZina P sklidd se ze étyf'_bodl"l a,b,c,d. Uza-
véry v P necht jsou definovany takto: 9§ =0, a = (a) + (c),
b= () + (), c=d=(b) + (c) + (d), uzavér vice nez jedno-
bodové mnoZiny rovna se soudtu uzavéra jejich bodi. Potom
prostor P mé vlastnost f;, aviak nemsa Zadnou z vlastnosti f,, fs,

fd) fﬁ’ f&‘

1) Ve v¥tach u¥ivam pojmi a ndzvoslovi z Cechovych Topologickych
]%rostor\'x. Casopis pro p¥st. mat. a fys., roé. 66 (1937), str. D 225 aZ
264. .
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1.2. Necht Q C P jsou dané mnoZiny takové, Ze @ =+ 0,
P — @ mé aspoii dva body. Uzivéry v P necht jsou definovény
takto: (1) 0 = 0, (2) 0 = M C P = M = M + Q. Potom prostorP
mé vlastnost f,, aviak nema zadnou z vlastnosti fy, f4, fs, fe.

1.3. Necht mnoZina P skladd se ze tii bodud a, b, c. Uzavéry
v P necht jsou definovény takto: § = 8, @ = (a) - (b), b = (b) +
+ (¢), ¢ = (c), kde#to pro kazdou jinou M C P necht je M = P.
Potom prostor P ma vlastnost f,, avSak nemé Zadnou z vlastnosti
fl’ fzv fb fs, fe-

1.4. Necht @ C P jsou dané mnoziny takové, Ze  ma aspoil
dva body, P — @ = 0. Uzavéry v P necht jsou definovany takto:
W)WMCP, M—Q=0=>M=M, (2) MCP, M—Q +0 =
= M = P. Potom prostor P mé vlastnost f,, aviak nemé 74dnou
z vlastnosti fj, fs, fs, fe

1.5. Necht @ C P jsou dané mnoziny takové, Ze kazda z mno-
Zin @, P — @ mé aspoti dva body. Uzavéry v P necht jsou defino-
vény takto: (1) MCP, QM =9 = M =M, (2) MCP, QM =+
+ 0 = M = M + Q. Potom prostor P ma vlastnost fs, ale nemé
Zadnou z vlastnosti f,, f,, fe-

1.6. Necht P je dand mnoZina. Uzavéry v P necht jsou defi-
novéany takto: M C P = M = M. Potom prostor P m4 vlastnost fs.

2.1. Prostor P mé vlastnost f,, kdyz a jen kdyZz ma jednu
-z nasledujicich dvou vlastnosti: (1) ¢ =M CP, ¢ = NCP,
MN = MN = ¢ = bud M nebo N je dédiéné oteviend v P.?)
(2) zeP, yeP, 2.(y) =(x).y =0 = bud x nebo y je ote-
* vieny v P.

2.2. Prostor P mé vlastnost f,, kdyZz a jen kdyZz ma ]ednu
z nasledu]icich dvou vlastnosti: (1) 6 =M CP, 0 = NC P,
MN = MN =0 = mnoZiny M, N jsou déditné oteviené v P.
(2) zeP, yeP, z.(y)=(x).y =0 = body =z,y jsou ote-
viené v

2.3. Prostor P m3 vlastnost f;, kdy% a jen kdy% mé nasledujict
vlastnost: § = M CP, 9 + NCP, MN = MN =0 = bud M
nebo N je dédiéné uzaviend v P.?)

2.4, Prostor P m4 vlastnost f,, kdyZ a jen kdyZ m4 nésledujict

~ vlastnost: @ = M C P, Q)#NCP MN = MN = ¢ = mnoziny
- M, N jsou dédiéné uzaviené v P.

2) Mno%ina M c P nazyvé se d&di¢né oteviensd v P, kdyZ a jen
kdyZ kazdéd M,c M je oteviend v P.

Mno%ina M c P nazyvd se d8diéné uzaviend v P, kdyi a jen
kdyZ ka’dé M, c M je uzaviend v P.
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V nésledujicich vétach 3.1—3.8 znadi P prostor, B C P mno-
zinu vSech B-bodiu prostoru P, I C P mnozinu vSech v P otevienych
body,?) U C P mnozinu v8ech v P uzavienych bod.3)

3.1. Necht prostor P mé vlastnost f,. Potom plati:

(1) xe P—I = P—1Cuz+ 2° a mnozina z + z* je uza-
viena v P. . _

20+MCP, 0+NCP, MN=MN=0= bud M
nebo N je isolovany prostor.4)

(3) Mnoziny B— I, U — I jsou nanejvys jednobodové.5)

(4) Kdyz P je AU-prostor, pak P je dédiény N-prostor.

3.2. Necht prostor P mé vlastnost f,. Potom plati:

1) zeP—1I = x + x*’:P,iCx“; x_eI:>P—ICE.

2)9=+=MCP, 9+ NCP, MN=MN =0 = M, N jsou
isolované prostory.

(3) U= B = bud U je jednobodovd mnoZina nebo B =
=1="U.5)

3.3. Necht prostor P mé vlastnost f,. Potom plati:

(1) zeP—U =>P—UCzx + «*.

(2) ze P— U je R-bod prostoru P?) =z + a*=P—U
a z neni B-bod prostoru P. . B _

B)P+MCP, 9&=NCP, MN=MN=0= bud M
nebo N je isolovany prostor.

3.4. Necht prostor P ma vlastnost f,. Potom plati:

1) zeP—U=>zxz+2*>=P, UCz;, xeU = P—UC 2°.

(2) xe P— U je R-bod prostoru P?) = zadny xe P neni
uzavieny v P. .

B 0+MCP,0-NCP, MN<=MN =0 = M, N jsou
isolované prostory.

(4) Kdyz P neni B-prostor, pak mnozina P — U je husta
v prostoru P.8)

3) Je vidy I c B. Snadno se dokéZe, Ze plati nasledujici t¥i relace:
(1) xzeP— B = zCc P—B; (2) xeP—I =>xzc P—1I;
B)zeP—U=2"c P—U.

4) Prostor P nazyvé se isolovany prostor, kdyZ a jen kdyZ kaZdy
z e P je otevieny v P, neboli kdyZ P = I.

5) Odtud snadno nésleduje, Ze kdyZ P je B-prostor, pak kaZdy z ¢ P,
nanejvys s vyjimkou jediného bodu, je otevieny v P. -

%) Odtud snadno nésleduje, Ze kdyZ P je B-prostor, pak P je isolovany
prostor. o
7) Stadi pfedpokladati pouze, Ze bod x ¢ P — U mé vlastnost = C z°.
8) MnoZina M C P nazyvé se hustéd v prostoru P, kdyZ a jen kdyZ
M = P. . , )

-
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3.5. Necht prostor P ma vlastnost f;. Potom plati:
N)zeP—(I+4+U)=>x2z+2*=P—1IU.
(2) xe P— (I 4+ U) je B-bod prostoru P?) = I C U.

3.6. Necht prostor P m4 vlastnost fg. Potom plati:

(1) Bud neexistujf neprdzdné, v P oddélené mnoziny a pak
mnoziny B, U jsou nanejvy$ jednobodové nebo, kdyz existuji
neprézdné, v P oddélené mnoziny, pak P je isolovany prostor.

(2) Kdyz P je U-prostor, pak neexistuji neprazdné, v P oddé-
lené mnoZiny, kdyz a jen kdyz uzavéry v P vSech bodd prostoru P
tvoif monotonni systém.20)

Topologicky semina¥, Brno.
*

Sur la séparabilité des ensembles dans les espaces topologiques.
(Extrait de l’article précédent.)

Dans cet article je donne quelques théorémes et exemples des
espaces topologiques au sens de M. qéech qui ont une des propriétés
suivantes: Si deux ensembles sont séparés et non-vides, alors un
ou tous deux sont ouverts ou fermés ou fermés et ouverts en méme
temps.

°) Stadf pfedpokladati pouze, Ze bod e P — (I + U) mé vlastnost
L c =z

19) Monotonni systém & je takovy systém mnoZin, ktery mé
nésledujfef vlastnost: M; e S, Mye S = bud M, c M, nebo M,c M,.
Véta (2) pochézi od p. J. Novéka.

4
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Ein Ubertragungsprinzip fiir lineare Ungleichungen.

Kurt Mahler, Manchester.
(Eingegangen am 4. Oktober 1937.)
.. Vor kurzem gab ich fiir die zweite Hélfte des Khintchineschen
Ubertragungssatzes einen neuen Beweis, der sich auf den Min-
kowskischen Linearformensatz stiitzte (Matematitcheskij Sbornik

T. 1 (43), 961). In dieser Note will ich mit der gleichen Methode
allgemeinere Satze iiber lineare Ungleichungen ableiten.

Satz 1: Sei n > 2 eine natiirliche Zahl; seien ferner
n n
@) = 3 aner, ga(x) = Shuwre  (h=1,2,...,n)
k=1 E=1

je n Linearformen mit reellen Koeffizienten; die Determinante
_ d=|bplnr=12...n
verschwinde nicht, und die Bilinearform

(=, y) =h§ 14(2) gn(y) = kz eatiyy
=1 k=

1

i
habe lauter ganze rationale Koeffizienten e;;. Die n Zahlen
b by, o ooy tn
seien positiv. Existieren n ganze rationale Zahlen
By Xy + 5 o5 Ty

die nicht gleichzeitig verschwinden und die den Ungleichungen

|h@) | =t, |h@) | Sty ..o [fa(@) | St (A4)
geniigen, so gibt es noch n weitere ganze rationale Zahlen
Y1, Yas - - s Yns

die ebenfalls nicht alle zugleich Null sind, und fiir die



— 12
la) | < —‘"—t—ll— lgaly) | <

/]
,---,lgn(y)lé-—t;

B
mit 1= |d | ][]t ®)
h=1

ist. :
Beweis: Die Koeffizienten der Form @ sind offenbar gleich

n
€ix = zahi bax;

. : h=1
es ist daher
oD n 2 n
L7 igleik x; = }Zlfh(x) bk
Die Determinante des Systems der n Linearformen in y;, ys, . . ., ¥n
D(x, ¥), 9a(¥)s 9s(9)s - - > gnly),
die ausgeschrieben gleich
op o 0D
W Oy Y
b21 b22 bzn
‘ buy bpz - - - b
ist, hat demnach den Wert
dfy(x)
und ist insbesondere bis auf das Vorzeichen gleich
dt,,
wenn &, Z, . . ., £, mit dem ganzzahligen Losungssystem von (A)

gleichgesetzt werden, dessen Existenz angenommen wurde.
Nach dem Minkowskischen Linearformensatz gibt es folglich »

ganze rationale Zahlen v, y,, ..., ¥, die nicht alle gleichzeitig
verschwinden und die den Ungleichungen
, A A

n
mit 1= |d|[]t

r=1
geniigen. Da nach unseren Voraussetzungen @ eine ganze rationale
Zahl ist, muB sogar '
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und folglich
' (@) galy) = — Z fa(x) ga(y)

sein; aus den letzten Ungleichungen und aus (A) folgen damit ohne
Miihe die behaupteten Ungleichungen (B).

Satz 2: Seien fi(x), gu(z) (h =1,2,...,m) 2n Linearformen
mit den gleichen Eigenschaften wie in' Satz 1. Auch die Deter-
minante

| @nk |nk=1,2,.n

verschwinde nicht. Zu jedem positiven ¢ gebe es n ganze rationale
Zahlen x,, x,, . . ., ¥,, die nicht alle gleichzeitig verschwinden und
so daf

x)ll Se (a)

ist. Alsdann gibt es auch fiir jedes positive & nm ganze rationale
Zahlen ¥, ¥s, . . ., Yn, die nicht alle zugleich Null sind, und fiir

welche
n

l [Tonw | <9

h=1
Beweis: Sei fiir die Losungen von (a) genauer

n
Lh(@) | =t | fo(@) | Sty - .o | fal) ] < t, mit 1—[ th = &;
h=1

indem man die Veranderlichen notigenfalls umbenennt, kann man
sich auf Losungen von (a) mit ¢, > 0 beschranken. Fiir die Zahlen x5
und ¢, treffen alle Voraussetzungen aus Satz 1 zu. Also gibt es n
weitere ganze rationale Zahlen y,, ¥,, . . ., ¥n, die nicht alle zugleich
verschwinden, und die den Ungleichungen (B) aus Satz 1, also erst
recht der einen Ungleichung

ﬂgh NI

geniigen; fiir geniigend kleines ¢ folgt also die Behauptung.
Um ein Beispiel zu geben, werde n = m + 1 und

(b)

" 1
n e 1) n—.l 8"—1

fo) = 2o + Oy, + ... + OpZy, fa(x) = s h=1,2,...,m)
go(y) =Y Iu(¥y) = yr— O Y
genommen, wo @y, 0,, . . ., 0,, reelle Zahlen sind. Beide Formen-
systeme haben die Determinante 1; es wird
D(x th(x) gn(y Z ThY.
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Satz 1 kann also angewendet werden, auch noch, wenn die f mit
den g vertauscht werden. Auf diese Weise ergibt sich insbesondere:

a) Sei f > 0 und z > 1. Ist das Ungleichungssystem
| g + Oy, + . .. + Opxy, | = x—(m+8),
maX(lel,lle,...,lxml)éx
losbar in ganzen Zahlen x,, z,, ..., £, von denen die m letzten

nicht alle zugleich verschwinden, so laBt sich auch das Unglei-
chungssystem

_L-+or
%= my, max (lyn—Owyp) <y ™
h=12,...,m
mit
ﬂ m*+(m—1)B
* = =
B mtm—1p Y7

in ganzen Zahlen y, &= 0, y,, . . ., yn 16sen.

m ’ :
b) Sei # > 0 und y > m™+B, Ist das Ungleichungssystem
_1+p
%=y, max |yp—6Ory) <y ™
k=1,2,...,m

in ganzen Zahlen y, 5 0, y,, . . ., y,, l6sbar, so laBt sich auch das
Ungleichungssystem

| o + @1371 4+ ...+ @mxm | é mx—(m+ﬂ'),

_ max (| 2|, | @y ls - - » | % |) < @
mit
i
* — ﬂ’ x = ym
in ganzen Zahlen #,, z,, . . ., Z,,, von denen die m letzten nicht alle

gleichzeitig verschwinden, losen.

Aus Satz 1 folgen also beide Halften des Khintchineschen

rtragungsprinzipes (Rend. Palermo 50 (1926), 170—195).

Es ist moglich, die bisherigen Ergebnisse zu verallgemeinern,
indem man @ durch allgemeinere Bilinearformen in den (), gu(y)
oder durch Multilinearformen in mehr als zwei Systemen von Li-
nearformen ersetzt. Weiter kann man die Beschrankung auf reelle
Formen fallen lassen und z. B. fiir jeden imaginir quadratischen
Zahlkorper ein Analogon zum Khintchineschen Satz ableiten. Ohne
hierauf einzugehen, wollen wir statt dessen lineare Formen mit
p-adischen Koeffizienten betrachten. Dabei sei p eine feste Primzahl
und der p-adische Wert | « |,, wie iiblich, so normiert, daB |plp=

% ist. Dann gilt:
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Satz 3: Sei » = 2 eine natiirliche Zahl; seien ferner
Ll n
@) = >amae, go(x) = Ybuar (h=12,...,n)
E=1 k=1

je n Linearformen mit ganzen p-adischen Koeffizienten, derart da
die aus ihnen gebildete Bilinearform

D(z, y) = ifn(x) gn(y) = ﬁ €ik T Yk
h=1

k=1
lauter ganze rationale Koeffizienten hat. Wir setzen

n
c=1+ 3% |eal

k=1
Sei X eine positive Zahl. Unter

81,82, -+, 8n, 8

-

seien » 4 1 nicht negative ganze rationale Zahlen verstanden mit

8 = max (8, Sy, - - -, 8n)-
Existieren n ganze rationale Zahlen z,, #,, . . ., z,, die nicht
alle zugleich verschwinden, und die den Ungleichungen
max (|2, |, [ 2], ..., | za]) £ X, (A)
h@) o =27 (@) b S0 .. [ fal@) [ S pn

geniigen, so gibt es noch n weitere ganze rationale Zahlen y,, y,,
. . ., Yn, die ebenfalls nicht alle zugleich Null sind, und fiir die

n

1+(n—1)8— z sh}n—ii
b

max (l%LlyzL,l?/nl)SY:{CXP "=

[919) | S 2% | 9a(%) s S P2 o 5 | Gnly) |p S P2

(B)

ist.

Beweis: Werden fiir die Zahlen z,, ,, ..., , ihre ganzen
rationalen Zahlwerte eingesetzt, so geht @ in eine Linearform in
Y1> Yo - - -» Yn Mit ganzen rationalen, also erst recht ganzen p-adi-
schen Koeffizienten iiber. Nach meinem p-adischen Analogon zum
Minkowskischen Linearformen-Satz (Jber. D. Math. Ver. 44 (1934),
250—255) existieren daher n ganze rationale Zahlen y,, 9, . . ., ¥n,
die nicht alle zugleich verschwinden, und die den Ungleichungen

max(l%‘,lyz[,---,H/nl)éY,
1
1P@ 9 b= gxy: |9 =P (h=23,...,7)
geniigen. Andererseits ist das hiermit gebildete @ ganz rational und
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| ®(z, ) | < OXY;
es mulB} also .
und demnach

h(z) g(y) = — th x) gu(y

sein, sodafl sich wegen (A) und des schon bewiesenen Teiles von (B)
die Behauptung ergibt.

Fiir die Anwendungen wird man die Indizes so wahlen, daBl
gerade s, moglichst klein ist.

Um ein Beispiel zu geben, leiten wir das p-adische Analogon
zum Khintchineschen Satz ab. Seien zu diesem Zwecke 6,, 0O,

., O, m ganze p-adische Zahlen; wir setzen in Satz 3 n=m + 1

und alsdann

fu(x) = @a

h=1,2, ,
gn(Y) = Y — OnYm+1 ( )
fm+1(x) = Oy 2y 4 ... + Op T + Tms1

gm+1(y) = Ym+1
so daB} also :
m+1

D(z, y) = thx)gh thyh

und C = m + 2 ist. Satz 3 laBt sich wieder auf zwei Arten an-
wenden, indem man das einemal die f mit den g vertauscht. Man
erhilt so folgende Ergebnisse:

a) Sei # = 0 und z > 1, ferner das Ungleichungssystem

| lel + .+ Op T+ Tmi1lp é g8+, (1')

max(|x1!>'--a lxmlslxm+ll)§x
in ganzen Zahlen z,, x,, . . ., y 4, erfiillt, die nicht alle verschwin-
den und sogar nicht alle durch p teilbar sind. Alsdann ist evidenter-
weise sogar eine der Zahlen z,, z,, . . ., Zn, etwa ohne Einschrankung
der Allgemeinheit die Zahl z;, zu p teilerfremd, also

|z lp=1|2pb Z1,...,|Zwlp Z 1.

Folglich existieren wegen (1) nach Satz 3 auch m + 1 ganze ratio-
nale Zahlen y,, ¥,, . . ., Ym+1, die nicht alle gleich Null sind, und die
den Ungleichungen

R
max (| ¥ — OYm+1lps - s | Ym — Om Yms11p) T ¥ ™y

1
max (| Yl o [Ymls [ Ymt1 ) S (m 4+ 2)™ py
mit ' ‘
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B m+(m—1)8
* = — m
= wim—np Y°°©
geniigen. Sei p® alsdann die grofte Potenz von p, die gleichzeitig
in den ¥, aufgeht, und werde
yp=pm (h=12,...,m+41)
gesetzt, so daB also mindestens eine der Zahlen 7, zu p teilerfremd
wird. Diese Zahlen geniigen offenbar den Ungleichungen

max (| 7, — Oy tmsilps o oos | Mm— Onm+1 |p) é
Y LBt _ 14p* Y.
<pry m=p ™9 m <y -, (1)
1
max ([ |, |92l - oo | Im41 ) S (m + 2)™ py, wo n = p—°y.

Kann den Ungleichungen (1) mit beliebig groBen z geniigt werden,
so folgt leicht, daB auch (1”) fiir beliebig groBe » Losungen hat.

b) Sei > 0 und y > 1, ferner das Ungleichungssystem

118
max (| y; — 6, ym+llp,---,|ym_@mym+1 |p)§y ™, (2)
max (l Y |’ l Y2 |7 L | Ym+1 l) é Yy
in ganzen Zahlen v, ¥s. . . ., Ym+1 erfiillt, die nicht alle verschwinden

und sogar nicht samtlich durch p teilbar sind; dann ist insbesondere

| Ym+1lp = 1.

Folglich existieren wegen (2) nach Satz 3 auch m + 1 ganze ratio-
nale Zahlen z,, %,, . . ., Tm+1, die nicht alle gleich Null sind, und die
den Ungleichungen

|G, + ...+ O Ty + Bty |p S =+ +D,
1
max (|2 |, | %2l | Zmar) S (m 4 2) p)™ @
2
ﬂ* = ﬂs xr = y"‘

geniigen. Sei p? die grofite Potenz von p, die gleichzeitig in allen z
aufgeht, und werde

$h=Pb5h (h= 132:7m+1)
gesetzt, so daB mindestens eine der Zahlen &, zu p teilerfremd ist.
Diese Zahlen geniigen offenbar den Ungleichungen
l 0151 + LR + @m Em + §m+l |P §_ pbx—(m+ﬂ‘+1) S
= p—mABN E—(m+ D) < E—mBTED(27)
max (| & |, | &1, ..o | Eme1]) £ ((m 4 2) p)im &, wo E=p—rta.

mit
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Haben insbesondere die Ungleichungen (2) fiir beliebig groBe y
Losungen, so lassen sich auch die Ungleichungen (2°) mit beliebig
grofem & losen. .

Der Khintchinesche Satz ist damit fast ohne Anderung aufs
p-adische iibertragen. Teil b wurde schon 1936 von Herrn Turkstra
(Diss. Vrije Univ. Amsterdam, III stelling 4* p. 52) und zwar

ebenso bewiesen.
*

Princip pfenosu pro lineérni nerovnosti.

(Obsah predeslého ¢lanku.)
Budte

f;.(a:) = Zau Xk, gh(x) = zbu Tk (h = 1555 n)
k=1 k=1

dva systémy linedrnich redlnych forem, pii éemZz budiz d ¥ 0
determinant &fsel by Bilinearni forma f,(x) g,(y) + - - - + fa(Z) gn(y)
necht ma celistvé koeficienty. Necht ¢, > 0, ..., ¢, > 0 a necht
existuje mifzovy bod z = (z,, .. ., x,) tak, Ze

| h(@) | =t, [ fo() | S by« - s | fal(@) | <t

vV

Potom existuje mifzovy bod y = 0 tak, Ze’

@) | S (n— ) 2, |gale) | < Mt (h=2,3,...,n),
kde 2> 0, A1 =|d!t,...1n
Nésleduji aplikace této véty, hlavné dukaz dvou vét Chindi-

novych. Druhd &ast prace obsahuje analogické Gvahy pro piipad,
Ze Qpg, by jsou celd Cisla p-adicka.
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Ein Ubertragungsprinzip fiir konvexe Korper.
Kurt Mahler, Manchester.
Herrn Prof. M. Dehn zum 60. Geburtstag gewidmet.
(Eingegangen am 8. August 1938.)

Der bekannte A. Khintchinesche Ubertragungssatz!) ver-
kniipft die LosungsmaBe der beiden Probleme, die Linearform

2,0, + ... 4+ 2.0, + 2,
bzw. die n simultanen linearen Formen
Yn — YoOn h=1,2,...,mn)

moglichst klein zu machen, mit einander, und besagt ungeféhr,
daB3 wenn eines dieser MafBle sehr klein sein kann, dasselbe auch
fiir das andere gilt. Der urspriingliche Beweis von Khintchine war
geometrisch und wurde dann von mir durch einen arithmetischen
Beweis mittels des Minkowskischen Linearformensatzes ersetzt.?)
Im vergangenen Jahr verallgemeinerte ich diese Methode und
gab ein Ubertragungsprinzip fiir zwei Systeme von je n reellen
Formen '

n n
E’l = zahkxk’ nh = ZAhkyk (h = 15 27 CIRNES) n),
k=1 k=1
fiir die identisch

n n
D & =D Tk
=1 K=1

ist.3)

Alle diese Resultate sind enthalten in dem Hauptsatz der vor-
liegenden Arbeit. Seien F(z) und G(z) die Distanzfunktionen
zweier in bezug auf die Einheitskugel polaren konvexen Korper K
und K’ mit Mittelpunkt im Ursprung; die Punkte der Oberfliche
jedes dieser Korper sind also die Polaren der Stiitzebenen des

1) Rendiconti Palermo 50 (1926), besonders S. 189—195.

) Matematitscheskij. Sbornik 48 (1937), 961—962. ;

3) K. Mahler, Ein Ubertragungsprinzip fiir lineare Ungleichungen,
Casopis 68 (1938/39), S. 85—92.
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anderen Korpers. Seien ferner ofV, . . ., 6™, bzw. @, ..., ™ die
n successiven Minkowskischen Minima dieser beiden Korper?);
d. h. also z. B. fiir den ersten Korper, daf es » linear unabhéngige
Gitterpunkte ), . . ., 2™ mit F(a®) = ¢® (h =1, 2, ..., n) gibt,
derart, daB o) das Minimum von F(z) in allen Gitterpunkten
z =0 und o fir r > 2 das Minimum von F(z) in allen von
20, . . ., D linear unabhéngigen Gitterpunkten ist. Mein Uber-
tragungsprinzip besagt alsdann, daB

(I): 1< oWgie—d) << (i) (h=1,2,...,%0)

ist; es beriicksichtigt also sdmtliche Minima und nicht nur o®
und 7, Dies ist vor allem niitzlich fiir Anwendungen auf in-
homogene Probleme.

Der Beweis beruht auf elementargeometrischen Uberlegungen
und auf den Minkowskischen Ungleichungen

2n 2n 2n

on
i (1 w L i (1) (n)
n!Jga ..ol gJ und n!J,gr ...r"gJ,,

wo J und J' die Volumen von K und K’ bedeuten.

§ 1. Polare konvexe Korper.

Die reellwertige Funktion F(z) = F(z,, ..., ,) der Punkte
des n-dimensionalen Euklidischen Raumes R habe folgende Eigen-
schaften®):

F(0) =0, F(z) > 0 fiir « =+ 0. (1)
F(tx) = |t | F(x) fir reelles ¢. (2)
F(z + y) < F(z) + F(y). (3)

Die Ungvleichung
Fx)<t (t>0)

definiert alsdann einen konvexen Korper K(f) mit Mittelpunkt
im Ursprung und zwar vom Volumen Jt*, wenn J das Volumen
des Eichkorpers K = K(1) ist.

Der Korper K bildet eine beschriankte abgeschlossene Punkt-
menge. Fiir jeden Punkt x = (z,, . . ., #,) in R existiert demnach
das Maximum

| 2y |
—_ .o == = ’ » 4
Q) =G, s ) = TOAE [ oy | = B S #

4) Siehe das letzte Kapitel der ,,Geometrie der Zahlen‘.

5) Die Punkte von R schreiben wir # = (@y, . . ., Zn), ¥ = (¥1> « - +» Yn)»
usw.; insbesondere bedeute 0 = (0, . .., 0) den Ursprung. Fiir reelles ¢ sei
tx = (t2y, ..., txn), ferner =+ y = (2 + Y-+ %n + yn). Mit zy =
= 29, + ... + Zayn und | 2y | bezeichnen wir das skalare Produkt von =
und y, bzw. dessen Absolutbetrag. Untere Indizes beziehen sich auf die
verschiedenen Koordinaten, obere auf verschiedene Punkte.
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(die zweite Darstellung folgt aus der ersten wegen (2)). Auf Grund
dieser Definition ist offenbar fiir zwei beliebige Punkte  und y

|2y | < F(=) G(y). (5)

Wie man leicht zeigt, hat G(x) analog zu F(x) folgende Eigen-
schaften:

G(0) = 0, &(x) > 0 fiir x =+ 0. (1)
G(tx) = | t | G(x) fiir reelles ¢. (2"
Gz + y) < G() + G(y). (3

Auch die Ungleichung
Gr)<t (t>0)

definiert somit einen konvexen Koérper K'(t) mit Mittelpunkt im
Ursprung und zwar vom Volumen J't*, wenn J' das Volumen des
Eichkorpers K’ = K’(1) bedeutet. )

Wihrend F(z) die Distanzfunktion von K ist, stellt G(z) die
Stiitzfunktion von K dar; d. h. die simtlichen Stiitzebenen von K
werden durch .

zy = G(y)

gegeben, wenn der Parameter y alle Punkte von R durchlauft.
Die beiden Kérper K und K’ stehen in der Beziehung zu einander,
daBl die Randpunkte (bzw. die Stiitzebenen) von K die Polaren
der Stiitzebenen (bzw. der Randpunkte) von K’ in bezug auf die
Einheitskugel sind. Wegen dieser Reziprozitdt mufl demnach auch

| 2y | '
F(x) =max |2y | = m 4
& G(y)gll A viomn G(y) =
sein. Die beiden Koérper K und K’ und ebenso die zugehorigen
Distanzfunktionen F(z) und G(z) heilen polar zueinander.®)
Falls K nur aus reguliren Punkten besteht, d. h. durch jeden

seiner Randpunkte nur eine einzige Stiitzebene geht, so sind
die partiellen Ableitungen

_ 0F(x) -
Fiu(z) = 52 (h=1,2,...,n)
stetige Funktionen von z; man erhalt alsdann G(y) durch Elimina-
tion von ..., x, aus den » 4+ 1 Gleichungen

‘ xy = Q(Y), y1 = Fy(2), . . ., yn = Fa(),
und entsprechenderweise ergibt sich F(z) aus G(y).
§ 2. Ungleichungen fiir das Produkt JJ'.

8) Wegen dieser Definitionen und Sétze verweise ich auf Bonnesen-
Fenchel, Konvexe Korper, Erg. d. Math. III/1, 1934.
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Seien
n

n
xh* == z ARiTr und yh* = z Ahkyk (h =12,.. *) n)
k=1 k=1

zwei zu einander kontragrediente lineare Transformationen, d. h.
zwei Transformationen, die das skalare Produkt zy invariant
lassen:

*¥y* = xy.

Sind dann F(z) und @(z) zwei polare Distanzfunktionen und gehen
diese durch die vorigen Transformationen iiber in

F*(x*) = F¥(x*y; . . 5 2%) = F2y, o+ 5 Tn)

G*y*) = G*(Y*s - - ¥*2) = G(%s, - - -, Yn),
so sind auch F*(x) und G*(x) wieder einander polare Distanz-
funktionen. Sei

d = |an |rr=12,..,» und D = | Ap [nx=12,...n

und

so daB
d=+0, D=0 dD=1

ist. Die transformierten Eichbereiche

F*(z) <1 und G*(z) < 1
haben alsdann die Inhalte

J* =dJ und J'* = DJ’,

so daB bei der betrachteten Transformation das Produkt der
Inhalte
4 =J**=JJ'

ungeéndert geblieben ist. Wir werden jetzt zeigen, daB A fiir jedes
konvexe Korperpaar zwischen zwei positiven, allein von der Dimen-
sion » abhiangigen Schranken bleibt.

Wabhrscheinlich lauten die exacten Ungleichungen
4n "
—=<JJ) S
n! = = n 2
(5 +)

wobei die linke Seite zutrifft fiir das polare Koérperpaar von Paral-
lelepiped und Oktaeder

n
Z AhkTr
k=1

n

z Az
k=1

F(z) = max ( < 1

h=1,2,...,n

)gl und G(x) = i
A=1
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mit
2rD 4n
JJ' = —

=2, J' = —
’ n!’ n!
und die rechte Seite fiir die polaren Ellipsoide

n n

F(z) = Z ( S ahkxk) < 1 und G(z) = Z (iAhkxlc) <1
- k=1

h=1 ‘k= h=1
mit
) z
J == _”E_d__, J = _7;41), JJ — _n—”n__z
e )

Fiir unsere Zwecke reicht es jedoch aus, die folgenden schwécheren
Ungleichungen zu beweisen:

4n 5 n
deren Beweis durch folgende einfache geometrische Betrachtung
gelingt:

Wir wihlen auf der Oberfliche F(z) = 1 von K der Reihe
nach n Paare von diametral gelegenen Punkten (z(, — a®), ..
..o (@™, — 2™) mit n zugehorigen Paaren paralleler Stiitzebenen,
die mit (&M, — ED) . (&M, — &™) bezeichnet seien, so daB
also &®, bzw. — &M eine Stiitzebene in a2®, bzw. in — z® ist.
Diese Auswahl geschieht nach folgendem Prinzip: Das Punkte-
paar (M), — a(M) ist beliebig. Das Punktepaar (z®,— a®) geniige
der Bedingung, daB die zugehorigen Stiitzebenen (&®, — &®2)
parallel zum Durchmesser von K durch z( und — 2O sind. Allge-
mein werde das Punktepaar (z, — a®) so ausgewéihlt, daB} die
zugehorigen Stiitzebenen (&M, — &M) parallel zu den sdmtlichen
Durchmessern von K durch 2® und —a2® (A =1,2,...,r—1)
sind.

Durch diese Konstruktion erhalten wir zwei konvexe Korper
K, und K,, so dal K in K, und K, in K enthalten ist: K, gej
namlich das von den 2n Stiitzebenen (&M, —&D) (&) — &m)
berandete Parallelepiped, und K, das Oktaeder, das die kleingte
konvexe Hiille der 2n Punkte (z™, — z®), ..., (2™, — 2™) {qgr-
stellt, d. h. K, besteht aus allen Punkten z der Form

x=1taxM 4 ...+ t2x™, ||+ ...+ |ta]| < L
Sei J,, bzw. J, das Volumen von K,, bzw. K,; dann ist also
' Ji=2J =2, (7

Casopis pro psstovénf{ matematiky a fysiky. 7 97



Hierneben besteht aber auch noch die Gleichung
gy = nld,, (8)

wie sich unmittelbar daraus ergibt, dafl nach Konstruktion der
Abstand des Punktes 2 von der durch F 2, ... F 2D ge-
legten linearen Mannigfaltigkeit ebenso groB} ist wie der der zuge-
horigen Stiitzebene &0,

Bei der Polarentransformation von K in K’ gehen nun die
2n Punkte a®, — x® auf K iiber in 2n paarweise parallele Stiitz-
ebenen 17("), —n® von K’', und die 2n Stiitzebenen &®, — £®
von K in 2n paarweise einander diametrale Punkte y®, — y®
auf K’. Die 2n Stiitzebenen 7®, — 1](’0 bilden die Berandung
eines Parallelepipeds K,’, das K’ in seinem Innern enthilt, und
die kleinste konvexe Hiille K," der 2n Punkte y®, — y® ist ein
ganz in K’ enthaltenes Oktaeder. Bedeuten JJ," und .J,’ die Volumen
von K, und K,', so ist also

S 2J =2y (7

Offenbar ist K,’ der zu K, und K,’ der zu K, polare konvexe
Korper. Weiter geniigen nach der Bemerkung zu Beginn dieses
Paragraphen die Volumen j; und j, eines Parallelepipeds und des
dazu polaren Oktaeders der Gleichung

" 4n
hle = nt
Somit ist insbesondere
’ / 4n
JlJz =J1 JZ:H (9)

Wegen (8) erhalten wir demnach die Gleichungen

_ . A po 40
do=ap = wld, & = nlJy
also wegen (7) und (7’) die Ungleichungen
A , 4n
Jngg;! und j—>—J -

und hieraus folgt (6) unmittelbar durch Multiplikation.

§ 3. Anwendung auf die Minkowskischen Minima.

Wir betrachten nunmehr die beiden polaren konvexen Korper
K und K’ und deren Distanzfunktionen F(z) und G(z) in bezug
auf das Gitter aller Punkte « in R mit ganzen rationdlen Koordi-
naten.

Zur Funktion F(z) kénnen wir n linegr unabhang1ge Gitter-
punkte x2, ... ™ bestimmen, derart dal} fiir
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oW = F(x®) (h=12 ... n)

o) das Minimum von F(z) in allen Gitterpunkten = == 0 und fer-
ner o fir r = 2,3,..., 7 das Minimum von F(z) in allen von
M, .. ., z—D unabhingigen Gitterpunkten darstellt. Alsdann ist
nach Minkowski4):

2n 2n
D < gD < .. < g < oD . gm < 2
0< o< o® 0%, — 5ol a gJ (10)

Entsprechenderweise gibt es zu G(x) ein System von = linear
unabhangigen Gitterpunkten y®, ..., y™, so dafl fir
™ = Gy® (h=1,2 ...,n)

7 das Minimum von G(z) in allen Gitterpunkten 2 = 0 und ferner

w0 fir r=2,3,...,n das Minimum von G(z) in allen von
yD, . .., yr—Dunabhingigen Gitterpunkten ist; analog zu (10) gilt
0< ... < olm, —%7 R ACE ACTE A0 < i (10")
= = = T =
Aus (10) und (10’) folgt insbesondere
4n
(Bygn—h+1) < .
mEJT = ﬂo ’ Surd JJ’

also wegen (6):

- [T owetn—ts < (nl)2, (11)

n) h=1

Es ist nun wichtig, daB nicht nur das Produkt n o g(n—h+1)

nach oben und unten durch nur von » abhéngige pos1t1ve Schran-
ken begrenzt wird, sondern dafB solche Schranken auch noch fiir
die einzelnen Faktoren o®t—h+D bestehen. Man erhalt diese
folgendermafBen:

Fiir jeden Index h = 1 2,...,m betrachten wir das System
der n 4+ 1 Punkte

D, 2@, ... x®, y(l), y(z), S y(’*—’H-l),

Die h ersten sowohl als die n — & + 1 letzten dieser Punkte sind
nach Voraussetzung linear unabhéngig. Daraus folgt aber sogleich,
daB die h (n — h + 1) skalaren Produkte

(t=1,2,...h)
i=12..,n—h+1)
nicht alle gleichzeitig verschwinden konnen. Denn sonst wiirde

jedes dieser «® auf jedem der y senkrecht stehen, also auch die
durch 0, 20, ..., &® gelegte lineare h-dimensionale Mannigfaltig-

x® y»
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keit L® auf der durch 0, »,... y»—%+D gelegten linearen
(mn — b + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M®—4+1 Das ist
aber unmoglich, da L® und M@—*+1) ijm Raum R von der Dimen-
sion n liegen, und n < h + (n — b + 1) ist.
Sei also etwa
x(iu)y(jo) :*: O
Hier steht links das skalare Produkt zweier Gitterpunkte, somit
eine ganze rationale Zahl. Daher folgt, da3

. | oyl | > 1
ist. Aus der Ungleichung (5) ergibt sich also
1 é I x(io)y(ia) , é F(x(’io)) G(y(jo)) = g(t)g(do)
und wegen "
o® g g(io)’ T(n—h+1) g PAtD)]
schlieBlich die Ungleichung
oMT—htD > 1 (h=1,2,... n). (A)
Wir wenden diese Ungleichung auf alle Faktoren ¢®z(»—k+1 mit
k=1,2,...,n und k£ = h in der rechten Halfte von (11) an;
dann ergibt sich auch noch eine obere Schranke
oWn—r+D < (ul)2 (b= 1,2, ... n). (B)

Diese beiden Ungleichungen (A) und (B) bllden das allgemeine
Ubertragungsprinzip fiir die Minkowskischen Minima polarer
konvexer Korper.

Das Ubertragungsprinzip nimmt eine von den speziellen Kor-
pern unabhéngige und daher besonders einfache Form an, wenn

wir zwei Systeme von je m positiven Zahlen s, .., sm und
..., t™ durch
(R) 21(k)
o’(h)—zs ! 1<h):—t— h=1,2,...,n) (12)
n

7 24
definieren.. Wir nennen diese Zahlen die reduzierten Minima von
F(x), bzw. G(z); sie stimmen mit den Minkowskischen Minima
iiberein, falls J = 27 oder J' = 27 ist. Die Formeln (10), (10’),
(A) und (B) ergeben fiir sie:

0<s s L., < s, g sMs@ ., gm < 1,

2 2~

0 <t <D<, < tm, S < L (13)

2
n

(n!) < sdpn=b+D < (ml)2 (h=1,2,...,m)
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Es ist hiernach insbesondere
2
SOEm > (1) 7, sn—lgm) < 1, gOn—1ym < 1,

und also ergeben sich hieraus folgende Ungleichungen fir die
ersten und letzten Minima:
2 1 2 1
(0 < (nl) 7D g T ynd @ > () w1 (14)

Indem man s und ¢ vertauscht, erhalt man noch zwei analoge
Abschétzungen nach der anderen Richtung. Die erste der beiden
Ungleichungen (14) enthalt das Khintchinesche Ubertragungs-
prinzip und auch meinen allgemeineren Satz aus dem vorigen
Jahr 1), 2) 3

Es ist wohl iiberfliissig zu bemerken, dafl die numerischen
Koeffizienten in den Ubertragungssitzen dieses Paragraphen ver-
scharft werden kénnen. Nimmt man z. B. fir K und K’ das durch
die Distanzfunktionen

F(x) =m d G(x Ani
(x) = = 12.ax ( Zahkxk ) un z hk Tk
bestimmte Paralleleplped und Oktaeder, so daB
Jr=
n!

ist, so erhalt man u. a. die Ungleichungen
1S Wb+ < pn! (h=1,2,...,n).
§ 4. Bemerkungen iiber das inhomogene Problem.

Im Beweis eines von mir kiirzlich veroffentlichten Satzes?) ist
implizit folgendes Resultat enthalten: Ist & = (&,,..., &) ein
willkiirlicher reeller Punkt in R, so gibt es einen Gitterpunkt & mit

Flz + &) < (n + )2 o™,
Wegen (B) ist also erst recht die Ungleichung

Fz + g < D (15)

losbar, so daf die Scharfe der Losbarkeit des inhomogenen
F-Problems von der des homogenen G-Problems abhingt. Dieses
Resultat ist bis auf den von n abhingigen Faktor im wesentlichen
das Bestmogliche. Denn aus Minkowskischen Uberlegungen im
letzten Kapitel der ,,Geometrie der Zahlen*“ geht hervor daf} die
Menge aller Punkte
§=1tie® + . .. + lya®,
) Proceedings Academy Amsterdam 41 (1938), 634—637.
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fiir die (4, ...,%,) im Einheitswiirfel 0 <¢, <1,...,, 0, < 1
liegt und
(n)
Fa+ <00 0<e<)

durch einen Gitterpunkt z losbar ist, in bezug auf den #-Raum
hochstens das MaB ¢ hat; wegen (A) gilt daher erst recht dieselbe
MaBabschétzung fiir die Ungleichung

!

Flz+ &< —2% (16)

Die Sitze iiber inhomogene Probleme in diesem Paragraphen
enthalten als sehr spezielle Fille insbesondere einige Resultate,
die V. Jarnik vor kurzem gefunden hat und so freundlich war,
mir schon vor der Veroffentlichung zur Verfiigung zu stellen.

Montana, Juli 1938.*)
*

Véta o pFenosu pro konvexni télesa.
(Obsah pfedeslého élanku.)

Budte K, K’ dvé konvexni n-rozmérnd télesa (symetrickd
vzhledem k podatku), jez jsou navzajem polérni vzhledem k jednot-
kové kouli; budiz dale J obsah télesa K a budte o®, .. ., o' po-
stupné minima, p¥islusna k télesu K; budte J', 7, .. ., © obdobnd
&isla pro téleso K’. Potom jest

4n i -
Ty S S

1< o gnhtd <l (h=1,2,...,n)

*) Anmerkung im Mai 1939. Herr Chabauty macht mich auf den Vortrag
von Herrn M. Riesz, C. R. Congress Oslo, II, 36—37, aufmerksam, den ich
ganz vergessen hatte. Herr Riesz gibt dort folgenden Satz, mit dem mein
Resultat [eng zusammenhingt: Zu den polaren konvexen Koérpern F(z)<1
und G(z) < 1in n Dimensionen gibt es je n Gitterpunkte der Determinante 1,

xM, .., X™ und YO, .., ¥™,
so daB
1< FEXM)eYP)<e (h=1,2...,n)
mit einer nur von n abhangigen Konstanten ¢ > 0 ist. Dariiber hinaus
gilt, daB man diese Gitterpunkte polar zu einander annehmen kann, dh.
(X®, Y®) = §,,, wo &, das Kroneckersche Zeichen ist. Die Beziehung
zu den Minkowskischen Minima wird dagegen nicht in der Rieszschen

Note gegeben. — Verf. mochte zum zweiten Teil des Rieszschen Satzes
bemerken, daB dieser kein Analogon fiir die » unabhingigen Gitter-
punkte 20, .. ., o™ und y, ..., y™ hat, die die Minkowskischen Minima

liefern; man kann leicht Beispiele konstruieren, fiir die einige der skalaren
Produkte (z®, y(")) beliebig groBe Werte annehmen.

102



Remarque a P’article précédent de M. Mahler.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Regu le 29 novembre 1938.)

Au juillet de cette année, j'ai résolu un probléme sur les
approximations diophantiques linéaires. Presque en méme temps,
M. Mabhler a trouvé indépendemment un théoréme général sur les
corps convexes!) qui contient comme une conséquence facile mon
résultat principal. C’est pourquoi, au lieu de publier ma démon-
stration originale, je vais seulement montrer comment mon résultat
peut étre déduit du théoréme de Mahler.

Pour commencer, je vais citer les résultats de Mahler. Soit

F(x) = F(#,, . . ., x») une fonction réelle?) du point z = (z,, . . ., Za),
définie dans I'espace euclidien & n dimensions et jouissante des
propriétés suivantes (ol ¢ signifie un nombre réel, o = (0, . . ., 0)):

F(o) =0, F(x) > 0 pour z = o,
F(to) = |t | F(z), F(z + y) < F(z) + F(y).

L’inégalité F(x) < ¢ (¢ > 0) définit alors un corps convexe sy-
métrique par rapport au point o; soit J le volume du corps F(z)< 1.

Définissons 7 points a2, 2, . . ., 2™ comme il suit: parmi tous
les points & coordonnées entiéres (= points a c. e.) différents de o,
choisissons un point 2™ avec la plus petite valeur possible de F(z).
En général, 2@, .. ., 2™ (r < n) étant définis, choisissons, parmi
tous les points & c. e. qui sont linéairement indépendents de z(
..., " (c’est-a-dire qui ne sont pas représentables sons la forme
a; x4 . .. + a,2", a; étant des nombres réels), un point z"+1
avec la plus petite valeur possible de F(x). Les nombres

oi=F2a®) 0<0, <0, ... Z ay),

931) E1121 Ubertragungsprinzip fiir konvexe Korper, Casopis 68 (1938—39),
p. 93—102.

?) Tous les nombres de cette note sont réels; = = (z,, .. ., x,), Y=
= (Y1 - - -» Y,) étant deux points et @, b deux nombres, on pose az + by =
= (az, + byy, . . ., az, + by,).
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appelés les ,,minima successifs de F(x)“. jouissent des propriétés
suivantes:

n n
I 2 R (1)
nlJd - J
(Minkowski, Geometrie der Zahlen, p. 192.)
II. A chaque point & = (&, . . ., &), on peut faire correspondre
un point y a c. e. tel que
F(y + &) < 3oy + ... + on) < $non. (2)
Démonstration (d’aprés Minkowski, Geometrie der Zahlen, p. 226):
Il existe » nombres v, ...,v, avec &= va® 4+ . + vnx(“)

soient y; (1 < 72 < n) des nombres entiers tels que |y -|- v | < 4
en posant y = ;M + ... + y,a™, on a

Fly+ & = F(z (¥: + v) mw) < z F((yi+ i) @) < 3 Z F(xW)

Remarque: Les inégalités (2) sont les meilleures inégalités de ce
genre; en effet, en posant F(z) = || + ...+ | 2a], £€=(4,

.»3%),onaog=...=0,=1 et pour chaque point y a c. e.
F(y+5)>v}n—7§( + .. + on) = Ino,.
Définissons mamtenant G(x) = G(xy, . . ., x,) par ’équation

G(x) =11‘1r(1?x1| 2y | (ou 2y = 239, + . . . + ZuYa).

Alors la fonction G(x) posséde aussi les propriétés
G(o) == 0, G(x) > 0 pour z =+ o,
G(tz) = |t | F(=), G(z + y) < G(x) + G(y).
Soit J” le volume du corps G(z) < 1 et soient 7y, . . ., 7, les minima,
successifs de G(x).

Alors, les résultats de M. Mahler peuvent s’énoncer comme il
suit:

( ') <4 1< ot S (1) (1< b < n). (3)
n

En particulier, soient.

n - n
X}, = Zahkxk, Y}, = ZAM-yk (h = 1. .. n)
k=1

k=1

deux substitution telles que X,Y;, + ...+ X, Yo =2y, + ... F
+ xpyn. Alors, en posant

F(z) = max
1=h=n

z A |, (4)
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on obtient
n n
G(.’I)) = Z ‘ ZAhkxkl .
h=1 k=1

Dans ce cas particulier, on peut remplacer les inégalités (3) par les
relations plus précises

JJ' = 4*/n!,
LS ontppr1 S0l (LS A< on). (3"

D’apres I1, (3'), on a, pour ce cas particulier, le résultat suivant:
a chaque point & = (&, .. .. &), il existe » nombres entiers x,,
..., Zn tels que

nln

- n
F(z 4 & = max | San (@ + &) | < dnou < 5~ (5)9)
1=h=n 31 7
Dans tout ce qui suit, on désigne par les lettres a, b, ¢, d (pour-
vus d’indices éventuellement) des nombres entiers. Soient r > 0,

s > 0 deux nombres entiers, 0; (1 <1 < 7, 1 < j < 8) s nombres

réels. &, ..., &, Pi, ..., Bs étant des nombres réels quelconques,
posons (pour ¢t > 1)
vi(t; 0, oo o)= min  (max|Oua, +...+ Ouas + @i 15+ o |);
0 <max | a; |t 1=isr
1=j=<s
Yit; 0. 00) = min  (max|Ona; + ...+ Ous + aivs + xil);
max | a; | =t 1=isr
1=5<s
Wo(t; Bre - - oy Bs) = min (max | Obsr1+ ... +Opbs+r—b;+6il);
0<max|b8+i]§t 1=j<s
1=isr
Wolt; By - o5 Be)= min (max [@1;bs 41+ ... +0,bs+r—bj+Bil).
max | bs+i I=t 1=iss
1=i=r

Soit 4 > 0, soit ¢(¢) une fonction continue pour ¢ > A et supposons
qu’il existe un nombre ¢ > 0 tel que la fonction ¢(¢) . t—* soit —
pour ¢ > A — une fonction croissante, ¢(t) . ¢ — oo pour { - co.
Soit o(¢) la fonction inverse de ¢(¢) (donc ¢(t) > 0. g(t) = ©
pour ¢t — oo). Alors, on a les théorémes suivants:

Théoréme 1. Soit
lim inf @(t) o(t; 0, . . .. 0) > 1; (6)

t—wo
3) Pour le cas général, on obtient — d’apreés II; (3) — un résultat ana-

logue, avec (n!)? au lieu de n! Pour tout ce qui précéde, on peut consulter
la note citée de M. Mahler.
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alors®)

e+1
lintrl sup o(t) .Oguglwl(t; Oy oo ) S ((r + 8)! (r+8) ¢
0=, <1
donc, a fortiori,
lim sup o(t) v'1(¢; g, - - o5 00) <
t—oo
e+1
< lim sup o(0) (i o1, - 5) < (I + )L+ ) ¢ (7)
pour chaque systéme («y, . . ., &).
Théoréme 2. Soit
lim inf @(t) p,(¢; 0, . . ., 0) < oo; (8)
t—o
alors

lim sup o(?) yy(t; &y, - - -, ¥r) =
t—-00
g hm sup Q(t) 'I”1(t§ oS P 0‘7) >0

t—

pour presque tous les systémes «,, . . ., oy

Remarque 1. Le théoréme 2 caractérise le degré de précision
du théoréme 1. Ce sont précisément les théorémes 1 et 2 dans deux
cas particuliers s = 1 ou r = 1, dont j’étais en possession avant de
‘connaitre la méthode de Mahler. Soit en particulier s = 1 et posons
6, = 0;; alors

wz(t; O, ey O) = min I Glbl + . o ® + @rbr "I‘ br+1 I,

O<max | §; |=t
1=i<r
Yt &g, - . .y o) = min (max | Gia + ¢; + &3 |).
lal=st 1=i=r
Supposons ‘que 1’équation @b, + ...+ O, + bypr1 = 0 en-
traine b, = ... = by41 = 0; on a alors y,({;0,...,0) > 0 et l'on
peut trouver une fonction ¢(¢) satisfaisant aux conditions énoncées
avant le théoréme 1 et & l'inégalité (6); on a donc pour chaque
systéme «,, ..., & d’apreés (7) v'y(¢; o, . . ., %) > 0, d’ot1 le théo-
réme bien connu de Kronecker: les potnts (0,0 + ¢y, . . ., Ora + ¢,)
sont partout denses (dans ’espace a r dimensions). Mais les théorémes
1, 2 donnent, de plus, un résultat quantitatif trés précis.
Remarque 2. Une fonction f(f) continue et croissante pour
t > 0 soit appelée ,,du type A, si f(t) - 0 pour t —.0, f(t) > oo
4) Sup f(ay. .« ., &r) = borne supérieure de f(xy, ..., ar) pour 0 Z

=a,<1



pour ¢t — co. Evidemment, il est permis de supposer que ¢(f) et
@(¢) t—° sont du type 4. Donc p(t), la fonction A(f) = ¢ ¢(?) et la
fonction inverse de A, désignons la par u(t), sont des fonctions du
type A. En définissant, pour & > 0, le nombre y > 0 par z = A(y)
(donc y = u(z)), on a
r _ Ay)

—_— = —— = ] X ;

M R ARA
donc la fonction z/u(z) et sa fonction inverse — désignons la par
{(x) — sont du type 4. Pour z > 0, définissons w > 0 et v > 0 par
les relations

m(é(@)) = e(w), w = ¢(v),

d’ol
&(x) = o(w) p(e(w)) = v p(v) = A(v),
_ My ve) _
p(A(v)) v ’
done

p(L(x)) = e(x) pour z > 0.
Remarque 3. Pour 0 < z < y, on a

Y 1/e
ew < (4)" et
En effet, en posant z = p(z), v = g(y), on a 0 < z < v, d’olt

2 e ew ¥
ec(x) 2 vt e*(y)
Démonstration du théoréme 1. Soit ¢ un nombre suffisamment
grand; définissons z > 0 par I’équation

e — ¢ 2 , done r+a)lr+a)ertt & (9)
(r+8)l(r+s) 2u(2"*?)

donec z — oo pour ¢ — oo.

Posons, dans (4), n =7 + s,
F(x) =
= max (I @llxl 4+ e + O15%5 + 541 ‘ 2 ...
1Ozt o O+ e 2 | =3[, =2,
| 2 2

on obtient alors

T
Yors

8
+ zz' | OYs+1+ -« . + OriYs+r— yil.
i=1
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Le volume J’ du corps G(y) < 1 (provenant du corps | z; | + ... +
+ | %r+s | < 1 par une transformation linéaire du déterminant 1)
est égal & 27+3/(r + s)!; done (voir (1))

T (7. )Y Z ((r + )Y (10)
D’autre part, il existe r + s nombres entiers b,, . . ., b4, non tous
nuls tels que G(b,, . . .. br+s) = 7,. done
Ilnax [ bs4i | £ 1,25 max] Oibs+1+ -+ Opibs 1 —b; | < f, (11)
=i=r &7<3
d’apres (6 ) la fonction wu,(t; 0, ..., 0) étant non croissante, on

a yy(t;0,...,0) > 0 pour ¢ > 1. Pour 2r > ((r 4+ s)!)1/» on a donc
max | bs+a| > 0, max | 91) el S ¢ s o BF @nbs+r—bi | > 0;

1=i=r 1=j=s
d’apreés (10), (11) on a donc pour z — o
o, 0, max | byys | > 00, 7,2° > o0;
k4 1=i=r
d’apres (6), (11), on a donc pour ¢ > ¢,
1 T

o) 5 T @(TE) > 2 12 > ).
1

Soient «,...., & de nombres quelconques, 0 < o<1l (1Z

<i<r), t >t, Dapres (5) (avec & = ... =& = 0, &4q = 0y,
.s €547 = «&,) 1l existe r + s nombres a,, . . ., a,4+; tels que
. S (r 4 8)2f
F(al, “ e oey ag, as.}.l + 0‘1- .. as+r ‘+" ar) < (—%_22‘(:‘_*_—1‘; ) ,

done, d’apres la définition de F(x) et d’apres (9),
(r+s)(r+s 2'+s

L O} = 3 urey
' (r+ 9t (r+s) _
2?;5' 0‘1’1“1 + ... 4 Opas + asi + o | < 2/‘(W
N N e [ e N

ou e 2t 9 2t
# (r+ )l (r + 9) e (r 4+ s)! (r 4 s) -
5
r+s)(@+s) \'te 1 .
= ( 2 ) o M =h

sit >t > {, (voir les remarques 2 et 3). S’il existe uns (1 <4 < 7)
tel que M < & < 1 — M, on voit que max | a;| > 0.

lsj=s
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Dans le cas contraire, posons y; = as pour 2 <1 <7, py =M
pour 0 < oy < M, yy=1—M pour 1 — M < &, < 1. 1l existe

donc 7 4 s nombres ¢y, . . ., ¢,+5 avec
max |¢j| <t max|Ouc, 4 ...+ Oucs + cori + yi| < M;
1=)=s 1=i=r

d’aprés ce que ’on a dit, on aura
max |¢;| >0, max|Ouc, + ...+ Oscs + Copi + s | < 2M.

1=j<s lsi=r
Donc: pour chaque ¢t >t et pour chaque systéme o ..., xr
0 ;<lpour 1<¢<7), ona
e+1

((r +8)! (r £ 8)) e
t)

!
of

Pilts ogs e ) < 2M <

 §

¢. q. £ d.

Démonstration du théoréme 2. D’aprés une remarque de
M. Mahler, on peut déduire la démonstration du théoréme 2 des
considérations de Minkowski.’) Je donne ici une démonstration
directe, basée sur une idée de M. Khintchine.®) Sans restreindre la

généralité, nous allons nous borner aux systémes o, ..., & du
seube 0 < oy <1 (1K< ¢ < r), en considérant chaque systéme
(o4 . . ., &) comme un point de l’espace euclidien & r dimensions.

D’apreés (8), il existe un £ > 0 et une suite de systémes

tms bl,ﬂh bz,m, c ey bs+r,m (m =12.. )
avec

lim ¢,, = oo, max | bsyim | = tm,
M—>00 1=i=r

k
max | Oybsyrim + ... + Orbsrrm—bjm | < ——. (12)
1=j=s ®(tm)
En effet, s’il existe un systéme (b, ..., br+s) &+ (0, ..., 0) avec

max | Oybsyy + ... + Opbsyr —b; | = 0, onaura max | bsyi| > 0
1=j=s 1=i<r

et il suffit de poser by, = mby.
Dans le cas contraire, il existe, d’aprés (8), une suite de syste-

mes Ty, bym, - - ., bsr,m telle que
Twm—> o0, max | byyim | < T,
1=i=r
‘ k
0 <max | Ouybsiym =+ ... 4 Oribsirm—bjm | < —5—
1=j=s ‘P(Tm)

5) Voir le § 4 de la note citée de M. Mahler.

%) Voir p. ex. A. Khintchine, Ein Satz iiber lineare diophantische
Approximationen, Math. Annalen 113 (1936), p. 398—415, en particulier
p. 399—401.
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et il suffit de poser ¢,, = max | bs4im |, car évidemment ¢, — oo,

1=i=r
P(tm) < ¢(T'm).

Soit M l'ensemble de tous les points (xy, . .., «r) avec
hm sup o) '1(t; &1, . .., &) = 0. Pour u,v=1,2,3,...80it My,

lensemble de tous les points («,..., &) tels que l'inégalité
o(t) ¥'1(t; &g, « .« . %) < 1/v soit vérifiée pour chaque ¢ > u, de sorte
que T'on a pour chaque v,

M = HEM"”_HM"’ ol Mv zMu,o

=7, u=1 V=", u=1

Si uA désigne la mesure de I’ensemble 4, on a (& cause de M, , C
c Mu +1,v)
uMy = lim uMyy, uM < uM,

U—>0

pour chaque v.

Evaluons uM,, Choisissons un m tel que v—°2 p(t,) > u et
posons

t = v p(tm), (13)
donc (voir la remarque 3)
m = o(v*/%) < vt o(f). (14)
(0¢q, - - ., &) étant un point de M, ,, il existe un systéme a,, . . ., Gr4s
avec max |a; | < ¢,
1=j=s
1
’U—Q(Z) < Onay+ ...+ Ouas + asi + i < -UQ( 1) 1< 7‘()15)

En multipliant la premiére inégalité (15) par bs+1m, la seconde
par bsiom etc. et en faisant la somme, on obtient, d’aprés (12),

Ttm skt
ve(t) T gltm)’

d étant un certain nombre entier. Il existe un 7 (1 < I < r) tel que
bstim = + tm Donc, (v =1, 11 7) et d étant donnés,
le nombre «; est restreint, par l'inégalité (16), & lintérieur d’un
intervalle de longueur

lzazbs+zm + d ' < (16)

2 2skt
v0(t)  tm@(tm)
En outre, s’il doit exister un point («,, . . .. &) avec (16), il faut que

(& cause de 0 < oy < 1)
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On a donec uM,, < L (2R + 1).
Mais (voir (13), (14))
2r 2sk 1
Ls Gt om, <o,
si A = min (4, ¢/3), v > v,. D’autre part
2R + 1 = 21ty + 1 + bl < 20ty + 1 + v—* < 31ty
pour v > v, > v;. On a donc pour v > v,

3r . 3r
#Mu,v < — uM, = lim uMy, é
: v U—> o
d’out uM = 0.

— wM = pM, = 3—:
v v

*

Pozniamka k predehézejicimu é&lanku p. Mahlera.
(Obsah predeslého &lanku.)

Utzivaje Mahlerovych vysledkii, odvozuji v tomto ¢lanku vztah
mezi fadem funkei y,(2; 0, . . ., 0) a y,(¢; &y, . . ., &) Pro t > oo, kde

wl(t; Kyye ooy “T) = min (max l @!'lal +- . + @isas + Ai+g +“i |)’

0<max|aj |I=t 1=i=sr

1=j=s
w(t; 0, ...,0) = min (max | Obs+1+ ... + Orbgr— b; |).
O<max |bg g[St 1=i=s
1=i=r
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Uber die Reduzibilitiit eines Polynoms mit ganzen

algebraischen Koeffizienten nach einem Primideal;

Anwendung auf die Faktorzerlegung der Polynome
in algebraischen Zahlkérpern.?)

Stefan Schwarz, Praha.

Herausgegeben mit Unterstiitzung des Masarykfondes bei dem National-
forschungsrat.

(Eingegangen am 10. Jéanner 1938.)

Unter einer ganzen algebraischen Zahl n-ten Grades ver-
stehen wir eine komplexe Zahl, die einer im Korper der rationalen
Zahlen irreduziblen Gleichung n-ten Grades mit ganzen rationalen
Koeffizienten und mit hochstem Koeffizienten 1 geniigt.

Der Korper der rationalen Zahlen sei K.
Wir betrachten Polynome der Gestalt

f(@) = oga™ + ™1 4 ...+ g, (1)
wo «; ganze algebraische Zahlen des Korpers K(9) sind (& primiti-
ves Element). Durch z bezeichnen wir die Primideale dieses Korpers.

Ein Polynom f(z) nennt man reduzibel (mod =) d. h.

f(x) = g(2) . h(z) (mod &), oder f(x) — g(x) . h(x) = 0 (mod =), (2)

wo g, h, wieder ganze algebraische Koeffizienten besitzen, wenn
jeder Koeffizient von (2) eine Zahl des Ideals = ist (oder auch
— was dasselbe bedeutet — durch das Primideal & teilbar ist).

Im Folgenden werden wir als Koeffizienten der Polynome
Elemente des Korpers der Restklassen nach dem Primideal =
(7 fest) K,(9) zulassen und werden deswegen oft direkt die Gleich-

1) Diese Arbeit ist ein neugefalter Teil meiner Disertation, die an der
Karlsuniversitdt im Sommer 1937 vorgelegt wurde.
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heit f(z) = g(x) . h(x) (mod x) schreiben. Wo kein MiBverstandnis
zu befiirchten ist — z. B. im ganzen ersten Teile — lassen wir
das Zeichen (mod x) weg.

-Erster Teil.
I.

Es sei f(z) = a® + «2"1 + ... + x,ein Polynom aus K,(9).
[Es geniigt sich auf Polynome mit dem héchsten Koeffizienten 1
(Einsklasse) zu beschrianken.]

Die ganzen alg. Zahlen «; (Reprasentanten der Klassen)
konnen soviele Werte annehmen wieviel die Anzahl der Rest-
klassen betragt, also N(z) (Norm von z). Die Anzahl aller Polyno-
me n-ten Grades aus K,(&#) ist also N(n)*. Einige unter ihnen
sind in K,(¢) reduzibel — andere irreduzibel.

Nun fiihren wir die verallgemeinerte Galoissche Imaginére ein.
Es soll ein ganz bestimmtes irreduzibles Polynom f(x) n-ten Grades
gewahlt werden. Durch das Symbol j bezeichnen wir die GrofSe,
die dieser Gleichung geniigt, d. h. » + a1+ ... + &, =0
(mod #) gilt. Wir adjungieren diese Gréfe j zum Korper K,(9);
dann gilt:

1. K,(9;4) ist ein endlicher Korper, dessen Elemente von der
Gestalt wg + 0] + ... + wp—1j"? sind [wo w; e K4(#)] und die
Anzah] der Elemente dieses Korpers betragt N (z).

2. Die samtlichen Korperelemente des Korpers K,(d;j) ge-
niigen der Gleichung

N g = 0. (3)
3. Das Polynom (3) ist durch jedes irreduzible Polynom =-ten

Grades aus K,(¢) teilbar. (Ist » =n'.n", so gilt dies auch fir
irreduzible Polynome ='-ten resp. n”-ten Grades.)

4. Ist j eine Nullstelle des in K,(#) irreduziblen Polynoms f(z)
vom Grad n, so sind die siamtlichen Nullstellen durch
7.3 jN(“)’ jN(n)" OO ] jN(")”—lﬂ (4)
gegeben.

1I.

In erster Reihe stellen wir ein Kriterium fiir die Reduzibilitat
eines gegebenen Polynoms (mod x) auf. Dies ist eine Verallgemeine-
rung eines dhnlichen Satzes, der von Herrn Prof. K. Petr stammt
und in dieser Zeitschrift 66 (1936—37), S. 85—94 veroffentlicht
wurde.
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Es sei f(x) = 2" + 2" + ... + &, das gegebene Polynom
aus K,(#), welches wir untersuchen wollen. Das Polynom moge
keine mehrfache Wurzeln besitzen [d. h. die Diskriminante ist
nicht durch die Nullklasse (mod x) gegeben]. Wir konstruieren
mittels der gegebenen Gleichung f(x) = 0 folgende Ausdriicke

20-Nm) — ],
xl N = 4 + Yu® + yie2® + .+ a2t
22N = oy + Ya® + v + ...+ you—2"h

DN =y 10 + Prn—1,1% + Ya—1,22% + . . . + Pu—1p—12™ L,

Die notwendige Bedingung dafiir, daB das Polynom f(z) in K,(d)
in ein Produkt von in K,(#) irreduziblen Polynomen der Grade
b, ly, . .., I, zerlegbar sei, ist, daBl man die charakteristische Glei-
chung dieser Substitution d. h.

1—4. 0. ... 0
Y0 » Yu— ..o Y1in—1 = 0

-
Yn—1,0- Yn—1,1; « + ©» VYn—1n—1 — A

in der Gestalt (Ah—1).(A—1)...(A% —1) =0 schreiben
kann. Diese Bedingung ist auch hinreichend, falls keine identische
Gleichheit (A —1) ... (A —1)= (¥ —1) ... (A" —1) be-
steht, in der die Menge der ganzen Zahlen (/,, ..., l) nicht mit
der Menge (I'y, .. .,["y) identisch ist. Dies gilt insbesondere, wenn
p > n, wo p diejenige rationale Primzahl bedeutet, deren Teiler
7 ist.

Den Beweis fithren wir nicht explicite durch, da er mit dem
Beweise des Satzes von Herrn Prof. Petr iibereinstimmt, mit der
einzigen Modifikation, da8 es hier notig ist sich des Satzes 4 zu be-
dienen, statt eines formal einfacheren Satzes, mit welchem wir in
dem dort betrachteten Spezialfalle bereits auskommen.

I1I.
a)

Das Produkt der Linearfaktoren f,(x) von f(z) ist der groB3te
gemeinsame Teiler von f(z) und z¥® — 2. Es gilt

f(x) = fi(x) . hy(2),
wo hy(x) nur irreduzible Faktoren mindestens 2-ten Grades enthélt.
Der g. g. Teiler von hy(x) und z¥#®" — x gibt das Produkt von
irreduziblen Bestandteilen zweiten Grades usw. So erhalt man
sukzessiv
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f(@) = fi(®) . o) . . . ful(),
wo fi(z) nur Polynome h-ten Grades als irreduzible Teiler besitzt.
[Bemerkung. Was die Berechnung des g. g. Teilers anbelangt,
verfahren wir folgendermaBen. Durch sukzessive Potenzierung
berechnen wir
a¥@? — §an—1 4 San—2 4 . .+ 4,

und suchen dann den groften gemeinsamen Teiler von f(z) und
o1 + ...+ (6p—1 — 1) x 4 J,. Siehe iibrigens Abschnitt IV
der genannten Arbeit.]

b)

Es bleibt uns also nur die Aufgabe iibrig, das Polynom f4(z)
(sein Grad sei m) in Polynome h-ten Grades zu zerlegen. Es ist
m = h .l, wo [ die Anzahl der irreduziblen Bestandteile bedeutet.

Die Wurzeln von fi(x) lassen sich in folgenden Reihen dar-
stellen

. . o Ml
9u; TV, GO, L o e

. Die Wurzeln in einzelnen Zeilen gehoren denselben irredu-
ziblen Faktoren an. :

Wir wahlen eine beliebige ganze symmetrische Funktion
D(ty, . .., ts) der GroBen ¢, ..., & Wenn wir ¢, ..., t; durch die
Wurzeln z. B. der ersten Reihe ersetzen, wird der Ausdruck
@Gy, . . ., 7W¥" 1) Funktion einer einzigen Veranderlichen 7j,,
die wir durch F(j;) bezeichnen wollen.

Offenbar gilt

u;, = F(j;) = F(5,¥™) = = F(j N1y
w = F(ji) = Fi"™) = ... = F@¥@"),
Die Groflen wy, u,, . .., w; sollen der Gleichung

geniigen. Den Wert der Koeffizienten ¢; konnen wir in KA(9)
berechnen, da fiir die A-ten Potenzsummen [x; sind die Wurzeln
von fu(z) = 0]

1 . .. -
ut Ut . wt = T{Fl(h) 4+ F Fl(hN(n)h 1)} S50
1 . ; =
+ o B + -+ PGFOT L =
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= (P + Pz + . P, (A=1,2,...0)  (6)

gilt und die Ausdriicke (6) kann man, als symmetrische Funktionen
der Wurzeln der Gleichung fi(z) aus Kx(&#), wirklich berechnen.

Dabei ist wesentlich, dafl alle Wurzeln der Gleichung (5)
Elemente aus K,(9) sind; fz(x) ist nadmlich nach der Voraus-
setzung in ein Produkt von irreduziblen Polynomen A-ten Grades
zerlegbar und %, = F(j,), ... usw. sind symmetrische Funktio-
nen der Wurzeln einzelner Faktoren, also aus Kx(J).

Wir kénnen also die u; als bekannt annehmen,

Durch geeignete Wahl der Funktion F ist es stets moglich zu
erreichen, daBl die  GroBen u,, ..., % voneinander verschieden
sind. Es geniigt z. B. bei unbestimmten ¢ die Funktion in der
Gestalt

Up = (t—7Jo) ... (£ — feN(ﬂ)h_l)

zu wihlen; denn die Gleichung u, = %, kann nur dann bestehen,
wenn alle j,, . .. mit g, ... identisch sind, was nur fir ¢ = v der
Fall ist.

Wir zeigen nun, dafl durch die Bestimmung der GroBen u;
(#=1,...,1) aus K,(#) das Problem der Faktorzerlegung schon
als geloBt angesehen werden kann.

Es ist zweierlei Verfahren maoglich.

«) Das Polynom F(x) — u; und das gegebene Polynom f4(z)
haben die Wurzeln j;, . . ., 7'.~N<’.'>"_'1 gemein, und falls %; eine ein-
fache Wurzel von ¢(z) ist, nur diese. Darum gibt der g. g. Teiler
von f(z) und F(z) — u; die gesuchten irreduziblen Faktoren.

B) Oft ist das folgende Verfahren bequemer.

Wir behaupten: Wird eine beliebige symmetrische Funktion
8Gor - - - 1M1 = @(j,) gewihlt, dann ist diese durch die GroBe
u, = F(j,) rational ausdriickbar und es ist also moglich ihren
Wert in K,(9) anzugeben.

Beweis: Wir konstruieren den Ausdruck

_ _ %G1 #(7a) ey _ 1

B =0 Fp ta—rG T Tu—FG) —k Zu—F@)
wo die Summe sich auf alle Wurzeln der gegebenen Gleichung
fa(x) = 0 bezieht. Die rechte Seite zeigt, dal dieser Ausdruck
eine gebrochene symmetrische Funktion der Wurzeln des gege-
benen Polynoms ist und er wird zu einer ganzen Funktion G()
mit bekannten Koeffizienten aus K,(¢#), wenn wir ihn mit dem
Polynome (5) multiplizieren; also

% @(x:i)

i=1
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— P(j1) @)
Gu) = g(u) . [T——_FW + ...+ m] (7
G (%)

g (ug)’
wo der Strich die Ableitung nach u bezeichnet. Damit ist doer
Satz bewiesen.

Wir wihlen nun, der Reihe nach, statt der Funktion S die

elementarsymmetrischen Funktionen der GroBen 7, . . ., j¥@*%;
so erhidlt man die Koeffizienten jenes der irreduziblen Faktoren,
der gerade diese Groflen als Wurzeln besitzt. Dies fithren wir
fiir jedes ¢ durch, erhalten so alle irreduziblen Faktoren und das
Polynom jx(x) ist in Polynome h-ten Grades zerlegt.

Zusatz. Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: Ein Polynom
nennen wir normiert, wenn der Koeffizient seiner hochsten
Potenz gleich 1 ist. Nach dem Vorhergehenden ist es evident, dal
die Faktorzerlegung von f(x) = a® + a1 + ... + &, in Kx(P)
in lauter normierte Polynome moglich ist.

Wir setzen u = u, = F(j,) ein und erhalten ¢(j,) =

Zweiter Teil.

Wir zeigen nun, wie die, Uberlegungen des ersten Teiles die
Zerlegung der Polynome im Korper der rationalen Zahlen K,
resp. in irgendeiner algebraischen Erweiterung desselben, - er-
moglichen. ‘

1

Wir brauchen zwei Hilfssitze.

Hilfssatz A. Hat das Polynom f(x) = ogx™ + x,a™1 4. ..
.o« 4 on (im Korper aller komplexen Zahlen) einen Falktor r-ten
Grades (1 < r < n), so sind die Koeffizienten desselben, dem abso-
luten Betrage nach, nicht grofler als die Zahl D, = Min (B,, C,),
wo

Bo=2 VTP -  FlomPZ 2o+ -+ | xalhs

1<r<n

Cr={|og| + ...+ |oal} fiir r=mn, n—1,

Cr={og|+...+|nl}.n.(n—1)...(r+2),
fir 1< r<n—2.

Beweis. 1. Die Koeffizienten der Faktoren von flz) =
=&y (x—2y)...(x—x,) sind dem absoluten Betrage nach
hochstens gleich denjenigen von f(z) = |ag|. (x + |2 1) ..«
... (% + | s |). Also der Faktor r-ten Grades, dessen Nullpunkte
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Zy, ..., &y, sind, hat die Koeffizienten hochstens gleich |« ] .
14 |a,])...( +|a,]|). Dieses Produkt kann nun nach einer

Methode von J. Schur (siche Pélya-Szego: Aufgaben II. S. 265)
abgeschéatzt werden, und wir erhalten gerade die genannte Zahl B,.

2. Die Zahl C, (die fiir hohere r giinstiger ist) erhalten wir
folgendermaBen. Ist « ein Nullpunkt von f(z), so ist f(z) =
= (z — «) . g(x) und die Koeffizienten von g(z), also des Quotien-

(=)

r—«
4+ xx + &g ... Ist | | < 1, so sind sie hochstens gleich X'| «; |.

Ist |a|> 1, so folgt aus f(i = i—oc .g—l- nach  Um-
Yy Y Yy

formung — da nun % < 1 — dasselbe Resultat. Spalten wir

ten sind der Reihe nach gleich «,, ogx + o, ogx? +

nun von ¢g(z) nacheinander die einzelnen Linearfaktoren ab, so
erhalten wir als obere Abschéitzung fiir den absoluten Betrag der
Koeffizienten des gebliebenen Polynoms die Zahl C,.

Bemerkung. Zerfallt also f(x) beliebig, so sind die Koeffi-
zienten der einzelnen Faktoren dem absoluten Betrage nach nicht
grofler als die Zahl D =Max D, (r =1,..., n).

Hilfssatz B. Es sei f(x) ein normiertes Polynom in K(&).
#s sei (n) Hauptideal, wo n eine unzerlegbare Zahl ist, die das
Ideal erzeugt. m set kein Tezler der Diskriminante von f(x). Ist
die Zerlegung des Polynoms f(x) (mod n) in normierte irreduzible
Faktoren bekannt, so st es zmmer moglich durch rationale Opera-
tionen seine eindeutige mormierte Zerlegung (mod n?) anzugeben.

Der Beweis gibt gleich das Konstruktionsverfahren.

Die Zerlegung von f(z) = a® + xa™1! 4 ...+ ap in nor-
mierte irreduzible Faktoren sei
f(x) = f1(2) ... f(x)  (mod x)
d. h. e —ﬁm (@) + 7. g(a).

[@(x) bedeutet ein Polynom aus K(#), dessen Grad kleiner als der
Grad von f(x) ist.] Bekanntlich gibt es £ Polynome ¢;(x), @u(), . . .

.., pi(z) [der Grad von @) ist kleiner als der Grad von f,(x)],
die folgender Relation geniigen:

P(x) P2 Pk ‘ d
e R SRR g medm
[Partialbruchzerlegung von G in K,(9); die ¢, sind
: e hefaeo-fa -
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(mod ) eindeutig bestimmt; dabei ist notig, daB alle f; voneinander
verschieden seien; durch Voraussetzung iiber 7 und der Diskrimi-
nante ist dies gesichert.]

Dann gilt aber
f(@) = (h+ 2g) . (f: + age) . . . (fe + 7ge). (mod #?)  (*)

Denn, um diese Identitat zu beweisen, geniigt es an der linken
Seite f =1f,...fr + 7@ zu schreiben und an der rechten Seite
ausmultiplizieren. Da sich die Ausdriicke f, . f, ... f; wegheben,
kann man durch z teilen, womit man zu der identisch geltenden
Partialbruchzerlegung gelangt.

Aus der Gestalt von (*) sieht man, dal die Faktoren normiert
bleiben. i

Ahnlich — da wir die Zerlegung (mod z2) schon kennen —
kann man die Zerlegung von f(x) (mod n%) usw. bestimmen.?)

1I.
Wir betrachten in K(&#) das Polynom f(z) = 2" + xa"! 4
+ opa™2 + ... 4 «, (mit ganzen algebraischen Koeffizienten),

das eine von Null verschiedene Diskriminante besitzt.

Wir wahlen ein beliebiges Primideal (n) aus K(?), welches ein
Hauptideal ist — also = ganz algebraisch — fiir praktische Zwecke
am bequemsten eine rationale Primzahl, die in dem betrachteten
Korper unzerlegbar ist. 7z soll nicht die Diskriminante teilen.

Die Zerlegung von f(x) in normierte irreduzible Faktoren

(mod 7) sei
f(2) = fi(@) . fo(2) . . . fm(z) (mod 7). (8)

Wir konstruieren mun, von (8) ausgehend, die Zerlegung mod =2,
73, ..., 7f so weit, bis [a*| > 2D (n ist eine ganze alg. Zahl,

|7|>1)
f(@) = f*(2) . f*y(x) . . . [*m(x) (mod =F).

Ich behaupte: ist das Polynom f(z) in K(#) in m Faktoren
zerlegbar, so miissen die Polynome f*4(z) (b =1, ..., m) [wo wir

%) Die Zerlegung (*) ist eindeutig; denn wire f=/f;.f,...f%
(mod 7?) eine andere Zerlegung, so wire auch f =f;...f% (mod n) und
nun hat man aus der Eindeutigkeit der Zerlegung f =, . f, .. . fx (mod z):
k=Fk; i=fn..oft =fr (modax) d. h. f; = f, + np, usw., und die
Zahlen ¢,, ... usw. sind eindeutig bestimmt.

Es sei bemerkt, dal die Zerlegung eines Polynoms nach einem Prim-

zahlpotenzmodul (also auch n*, » > 1) in irreduzible Faktoren im allge-
meinen nicht eindeutig sein muB. Wohl aber in unserem Falle, wo wir die
Polynome normiert denken und wo keine mehrfachen Faktoren existieren
ist die Eindeutigkeit erfiillt. Den allgemeinen Fall siche bei Oynstein Ore
im III. B. der ,,Algebra‘‘ von Fricke.
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uns die Koeffizienten an die ,,absolut kleinsten Reste* (mod =*)
reduziert denken], mit den normierten Faktoren der Zerlegung
des gegebenen Polynoms in K(#) iibereinstimmen. Denn die Grade
der Faktoren sind dann notwendig gleich und was die Koeffizienten
anbelangt, unterscheiden sich die Koeffizienten von f*j(z) von
den Koeffizienten der eventuellen Faktoren von f(z) nur um ein
Vielfaches y . 7%, wo y eine ganze Zahl ist; da aber | ya* | > 2|y |. D,
mufl y = 0, da sonst der Faktor einen Koeffizienten hatte, der
dem absoluten Betrage nach grofler als D wire, was aber nach
Satz A als unmoglich gefunden- wurde. Dabei wird der Begriff
des ,,absolut kleinsten Restes im Sinne des absoluten Betrages
einer komplexen Zahl gemeint.

Es ist wohl moglich, daf3 das Polynom in K (&) weniger als m
Faktoren besitzt. Auch in diesem Falle kommen in erster Reihe
die Polynome f*, f*, ... f*, in Betracht. Irgend eines von
ihnen konnte Teiler von f(x) sein. Nun konstruieren wir weiter
die Polynome f*;. f*;, reduzieren sie (mod n¥) an absolut kleinsten
Reste, dann sind dies wieder mogliche Faktoren. Denn das so
gebaute Polynom kann in K(&) irreduzibel sein, aber zufillig
(mod z) zerfillt es und wird darum in der Zerlegung (mod =*)
durch zwei Polynome vertreten. So fahren wir fort. Es ist also
notig, folgende Polynome zu konstruieren und zu untersuchen [die
stets an absolut kleinsten Reste (mod'n*) reduziert gemeint sind}:

Polynome f*; der Anzahl (T)
) f*.';f*,, der Anzahl (7;) ()

39 f*i . f* . f* der Anzahl (g@)
usw.

Wir haben also 2™ — 2 Polynome, die als einzige mogliche
Faktoren in Betracht kommen, wodurch die Aufgabe an wenig
Proben reduziert wird (es geniigt schon 2m—!—2) die in der
Praxis vielfach unnétig sind, da wir aus den Graden, Absolut-
gliedern usw. die Antwort nach der Frage iiber die Reduzibilitat
gleich bekommen.

Zusatz. Wir betrachteten bis jetzt nur Polynome mit dem
hochsten Koeffizienten 1. Sei nun dieser gleich der Zahl .
Wir multiplizieren das gegebene Polynom mit der Zahl *, wo
&g =1 (mod ). Wie im Vorgehenden zerlegen wir «.f(x)
mod z, 2. .. Die Untersuchung éndert sich nur in dem Sinne,
daB nun auBler den Polynomen (9) auch diejenigen Polynome zu
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untersuchen sind, die aus ihnen durch- Multiplizieren mit jedem
Teiler der Zahl x, entstehen. Solcher Zahlen gibt es im Sinne
der Teilbarkeit nur endlich viele, so daB3 die Anzahl der Polynome
endlich bleibt.

Beispiele.

Einige Beispiele sollen zur Erléutérung dienen.

1. Es soll im Korper der Restklassen (mod 5) Ky das folgende
Polynom zerlegt werden, von welchem bekannt ist (wie man nach IT
oder IIIa erkennt), daB es in K; in drei Polynome zweiten Grades
zerlegbar ist.

fl(x)=x3+x5+x4+x3+3x2+4x+2. (10)

Hier ist # = p = 5 und da wir im Ringe der ganzen rationalen
Zahlen uns befinden N(x) = p = 5. '

Wir wahlen in IIIb die Funktion D(,t,) =t .8, F(j) =
= j.j% = j8 Die GroBen u; = F(j;) (es ist klar, daB sie die Absolut-
glieder der gesuchten Fakforen darstellen), geniigen wegen

Ut + Ut 4 ug = Jsex (A =1,2,3)
der Gleichung g(u) = u® + 2u?® + 4u + 3, also %, =1, u, = 3,
u; = 4. [Die Potenzsummen sind aus (10) durch sukzessive Poten-
zierung leicht zu finden.] Der grofite g. Teiler von (10) und z® — 1,
28 — 3, 28 — 4 gibt der Reihe nach die gesuchten Faktoren.

Hier ist es aber vorteilhaft, nach der zweiten Methode zu
verfahren.

Um den negativ genommenen Koeffizienten v; bei x zu finden,
schreiben wir ¢(z) = = + °

1 a2 1 &+ b xd |
H(x)=—22m=7z " {1+7+u2+}

i=1\ i=1

Den periodischen Charakter der Potenzsummen s; betrachtend
(auf die ausfiihrliche Untersuchung dieser Periodizitat gehen wir
nicht ein), erhalten wir vier geometrische Reihen und durch Sum-
mieren

Hu) = 8,U® + 8;u? + 85U + 849 '

ut—1
Weiter
3 2
Glu) = (uf + 2u? + 4u + 3) . ¥ +3;‘4jf‘“+3 :
schlieBlich
_ Gu) —ur4u+1

v= g'(u) ~  3utdu 4
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Wenn man nun %, = 1 einsetzt, bekommt man v, = — 4; fiir u, = 3,
v, = 0; fiir uy; = 4 ist v, = — 2.

Es ist also

f(@) = (&% + 42 4 1). (22 + 3) . (2* + 22 + 4).

Bemerkung. Abnlich findet man allgemein, bei der Wahl
p—1
=T
fiir den Ausdruck, der zu dem negativ genommenen Koeffizienten

bei 2*—1 gehort
SUP—2 4 81 uP3 - L S14p—2)
Glu) = glu) . R L R

Jedenfalls muf} bei dieser Wahl von @ die Gleichung g(u) nicht
alle Wurzeln verschieden haben und dann bekommen wir so nur
einen Teil der Faktoren.

2. Es ist im Bereiche der ganzen Gausschen Zahlen das
Polynom

fo() = 2® + (1 —d) 22 + (5 —12) o — (1 - &) (11)
zu zerlegen.

Als Modul wahlen wie die rationale Primzahl n = 3. Diese ist
bekanntlich auch im Ringe der ganzen Gausschen Zahlen unzer-
legbar. N(3) = 0. Die Klassen mod 3 sind @ + b3, @, b = 0, 4 1.
(Wir nekmen die absolut kleinsten Reste.) Um zu erfahren, wie (11)
(mod 3) zerfallt, berechnen wir aus (11) sukzessiv die Potenzen

22 =@r—Nl224(+ 1)+ (1—2)

¢(t],-..,th)=t1.t2...th7 F(?‘):jq, q=

2 =1—0)22+(—1—2)x—1
28 =x+ (1—1) (mod 3)
2 =2t (i —1)z

28 =(1—2)a2+ (1 —2)a
Die charakteristische Gleichung

I—24 0 S0
g i—1-—1} 1 = (1 — A) (A2— 1) (mod 3)
0 I—g 1—4—1

zeigt, dafl (11) (mod 3) in einen Faktor ersten und zweiten Grades
zerfallt.
Der Linearfaktor ist der grofite g. Teiler von (11) und 2° — & =
=22+ (1 + 1) z, also der Ausdruck 'z + ¢ + 1.
Den Faktor zweiten Grades erhdlt man durch Dividieren
fo=(x+ 1+ 1). (% + 1z + 7). (mod 3)
Um die Zerlegung in K () zu finden, geniigt es, die Zerlegung nach
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einem solchen mod 3* zu bestimmen, daf3
3> 25| a;| =2 (1 + )2 + |26 + |/65),
also k = 4. )

Wir versuchen die Ausdriicke «, fz + p so zu bestimmen,
damit

B+ (1—i)a24 (5—i)x— (1 + 8) =
=(x+1+ 14 3x).[22+tx + 17+ 3 (Bx -+ )] (mod3?)

sei.

Dies fithrt zu der Relation

—wtt (2—)r—3 o n Pty
(x4+2+1).(2+1x+12) x+2+1 x? 4 12 4 ¢
(mod 3)

und daraus « = —1, =0, y =1—4.
Also

fo = (x + 20 + 1) (2% + iz + 3 — 2i) (mod 32). (12)
(Wir reduzieren die Koeffizienten an absolut kleinste Reste a 4 b1,
a, b=0, +1,..., 4+ 4). Wenn wir nun die Zerlegung (mod 3?%)
bestimmen, so bekommen wir ebenfalls das Ergebnis von (12),
weil das Produkt der beiden Faktoren gerade (11) gibt.

Wir haben hier also die Zerlegung gleich bei erstem Schritte
gefunden und in (12) kann man direkt Gleichheit — die in K(z)
gilt — schreiben, womit unsere Aufgabe geloBt ist.

3. Es ist in K(J/— 3) das Polynom

=22+ GB)—8—1D a2+ (—1—)=B)z+ (—a+ 2J— 3(,)13)
zu zerlegen. '
Jede ganze Zahl des Korpers ist der Gestalt a + bw, w =

s 1_’t12/_ d a, b ganz rational. Wir fithren deswegen}/— 3 = 2w —1

ein. Die GroBe o erfilllt w?—w + 1 = 0. Das Polynom (13)
geht in
fs = 2[2% + (50 — 3) 2 — wz + (20 — 3)]

iiber. Als Modul wahlen wir # = 5. [Nach den bekannten Eigen-
schaften des quadratischen Korpers ist klar, daB (5) hier ein Prim-
ideal ist.] N(5) = 25.

Aus dem Polynome ,
=2 + (5w — 3) 22 — wz + (20 — 3) (13a)
erhilt man durch sukzessives Potenzieren (mod 5), mit Be-

riicksichtigung von w? =w — 1,
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2 =32 + wxr 4 (3 — 2w)
ot =(w—1)22+ (0 + 3) z + (4 + 4o)
28 = Bw +4)22+ (1 —w) 2z + (20— 3) (mod 5)
218 = (20 + 1) 22 + (0 — 1) 2 + (30 + 2)

x4 =1,
Daraus geht gleich hervor, daf3 f; (mod 5) in drei Linearfaktoren
zerfallt. Von den GroBen a + bw, a, b =0, 4 1, -+ 2 geniigen
die folgenden drei der Gleichung (13a)

20+ 2, —w, —w + 1.

Also

=@+ w).(x+w—1).(x— 2w —2) (mod 5).

Die Summe der Absolutbetrige der Koeffizienten von (13) ist
< 20, es geniigt also die Zerlegung (mod 52) und (mod 5%) zu be-
stimmen. Wir setzen

=@+ o+ 5x).(x+w—1+ 58). (£ — 20 —2 + 5y) (mod 52),

durch Einsetzen von (13a)

wr? + (w—1)x—1 o« 4 B +
E+ta)zto—1)(r—2—20) 2z2to  zt+to—I1
+—— o (mod3),

r— 2w — 2
a=2w, =0, y=4o,
fhi=(@+ o) (x+0—1) (x—Tw—2) (mod 25).
Es sei weiter
fo=(r+ o + 25x).(x + © — 1 + 258) . (x — 2 — Tw + 25y);

(mod 58),
setzt man wieder (13a) ein
(4o —3)x — 1 — 3w B
Etlo)(+o—1)(z—2—Tw)
%P . (mod 5),

SrFlle " zF0—1" z2—2—7w
_ xa=2w0-+2 =0, y=3w—2 )
fs = (@ + 6lw + 50) . (z + o — 1) . (x — 57w — 52) (mod 125).
Diese Zerlegung zeigt gleich, daBl der erste und dritte Faktor der
rechten Seite nicht in Betracht kommen konnen, da der Absolut-
betrag der Koeffizienten groBer als 20 ist. Dagegen teilt der zweite

Faktor, wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt, das gegebene
Polynom.
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Den Teiler zweiten ‘Grades bekommt man durch Dividieren,
oder bequemer aus dem Polynome

(& + 61w + 50) (x — 57w — 52) = @ + (40 — 2) & — 9499w + 877
nach Reduktion (mod 125) an absolut kleinsten Reste, d. h.
22 4+ (4o —2) z + (0w + 2).
Wir haben also schlieBlich
fs(@) =2 (@ + o—1).[2* + (4o —2) 2 + (o + 2)].

4. Es ist im kubischen Korper K(&#), wo ¢ der Gleichung
P+ 9 + 1 = 0 geniigt, das Polynom

fa=52* 4+ (1 —9 + #*) & + (39 —2) (14)
zu zerlegen.

Da die Diskriminante dieses Korpers d = — 31 ist, kann die
Basis der ganzen Zahlen in der Gestalt 1, ¢, 92 geschrieben werden.
Die Zahl 2 ist zu d prim und # + ¢ + 1 (mod 2) irreduzibel, also
ist 2 in K () nach dem bekannten Satze unzerlegbar. Als Modul
kann also 2 gewahlt werden.

fo=a4+ (Q1+9+92)x+ 9 (mod 2).

?=(1+9+9az+ 9
r=dr + 9 (mod (2)
=z + (1 + 39+ 9?).

Daraus, da z¥® = g8 nicht kongruent « ist, sieht man augen-
scheinlich, daB (14) — da es schon mod (2) irreduzibel ist —
auch in K(#) irreduzibel ist.

Bemerkung. Es ist selbstverstandlich nicht notwendig als
Modul eine rationale Primzahl zu wihlen, wie wir es in den Bei-
spielen getan haben. Es kann auch ein anderes Hauptideal gewahlt
werden; dies hat sogar den Vorteil, daB die Norm nicht zu hoch
ausfillt., Der Nachteil ist hier aber die Konstruktion der absolut
kleinsten Reste, die schlieBlich auch fiir eine rationale Primzahl,
beim Korper hoheren als zweiten Grades, genug miihsam sein
kann. Im spezielen Falle des Korpers der rationalen Zahlen fallen
natiirlich alle Schwierigkeiten weg.

Zum Schlufl mochte ich Herrn Prof. Dr. K. Petr fir Anregung
und Hilfe bei der Gestaltung dieser Arbeit meinen herzlichsten

Dank sagen.
*
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0 rozloZitelnosti mnohoélenov s celistvymi algebraickymi koefi-
cientami dla prvoidealu; uZitie k rozkladu mnohoé&lenov v réznych
alg. ¢is. telesach.

(Obsah predoslého élanku.)

V édlanku uvazujeme mnohoéleny, ktorych koeficienty sa celé
alg. &isla patriace do TubovoIného telesa K(#), ktoré vznikne
adjunkciou alg. elementu ¥ k telesu rac. ¢éisel K.

VyloZzena je metoda aplného rozkladu takého polynomu dla
zvoleného prvoidedlu v ireducibilné faktory a zaroven je podané
kriterium rozloZiteInosti, ktoré je zobecnenim jednej vety p. prof.
Petra (vid Casopis 66).

V druhej Sasti je vyloZené potom ako uzit ziskanych vysledkov
k rozkladu numericky daného polynomu v telese K(#) v iredu-
cibilné faktory.

Nakoniec podané je niekolko prikladov.
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= . z—a
Uber Reihen von der Form A, + ZA,H S "z-.
v=1 p=1 B

1. Abhandlunyg.
Ernst Lammel, Prag.
(Eingegangen am 29. Méarz 1938.)

In einer fritheren Arbeit wurden folgende Satze bewiesen:!)

Ist {au}, (v« =1, 2,...) eine Folge von Punkten aus [z | <1,
fiir die lim | @, | < 1 ist, so konvergiert eine Reihe von der Form

U—>o
z—a,
4, + ZA'HI_:‘% (1)
v= I_¢=

dann und nur dann fir jeden Wert von z aus |z | < 1, wenn die
Koeffizienten {4,}, (v =0, 1, 2,...) der Limesbedingung

Im )/ T4,1<1 (2)

gentigen.

Besitzt die Folge {a,}, (u=1,2,...) aus |2z| <1 keinen
Haufungspunkt auf |z | = 1 und erfiillen die Koeffizienten {4,},
(»=0,1,2,...) die Bedingung (2), so konvergiert eine Reihe von
der Form (1) gleichméBig auf jeder in |2 | < 1 abgeschlossenen
Punktmenge und stellt also eine im Einheitskreise | z | << 1 regulare
Funktion dar.

Umgekehrt: Hat die Folge {a,}, (¢ =1,2,...) aus |2z| <1
keinen Haufungspunkt auf |z | = 1, so 148t sich jede in |z | < 1
regulare Funktion in eine Reihe von der Form (1) entwickeln. Fiir

1) E. Lammel, Zum Interpolationsprobleme im Einheitskreise regu-
larer Funktionen. Casopis pro p&stovéni matematiky a fysiky, 66 (1936-37),
67—61.

127



die zu einer Funktion f(z) gehorigen Entwicklungskoeffizienten
{4,}, »=0,1,2,...) gilt die Limesbeziehung (2).

In dieser Abhandlung sollen die beiden folgenden Satze be-
wiesen werden:

Satz I. Analogon des Abelschen Stetigkeitssatzes iiber Po-
tenzreihen. Es sei {a,}, (¢ = 1, 2,...) eine Folge von Punkten
aus |z| <1, welche keinen Haufungspunkt auf |2| =1
besitzt und {4,}, (» =0,1,2,...) eine Folge, die der Limes-
bedingung (2) gentigt.

Besitzt dann die auf jeder abgeschlossenen Punkt-
menge aus |z| <1 gleichmaBig konvergente Reihe (1)
auch noch im Punkte z = e eine endliche Summe S(ei),
so ist bei Anndherung an die Stelle z=¢i% aus dem Innern
des Einheitskreises |z | < l1ldngseines Stolzschen Weges?)

lim f(z) = S(ei),

%
z_tGQ’o

wenn f(z) die durch (1) dargestellte in |z| <1 regulare
Funktion bedeutet.

Satz II. Analogon der Tauberschen Umkehrung des Abelschen
Stetigkeitssatzes iiber Potenzreihen. Es sei {a,}, (0 =1,2,...)
eine Folge von Punkten aus |[z| < 1, welche auf |z| =1
keinen Haufungspunkt besitzt und die Folge {4,}, (» =0,
1,2,...) geniige der Bedingung

lim »4, = 0. ®3)
Die Reihe (1) konvergiert dann also auf jeder in |z| < 1
abgeschlossenen Punktmenge gleichméaBig und stellt
also eine in |z | < 1 reguléare Funktion f(z) dar.

Ist dann fir z-— e bei radialer Anndherung aus
dem Innern von |2| <1

f(2) > F(o), (4)

o+2A e%—a” = F(p,).

1 — @6t

so gilt

Die Beweise bilden wir den gebrauchlichen Beweisen fiir die
analogen Sitze iiber Potenzreihen nach.

2) Unter einem Stolzschen Weg versteht. man nach Hardy und Little-
wood eine in |z | < 1 verlaufende und in z = €'? einmiindende Jordankurve,

welche zwischen zwei in z = ¢” endenden Sehnen des Kreises |z| < 1
verlauft.
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§ 1. Beweis des Satzes I.

Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn man
annimmt, daB S(eis) = 0 ist. Sonst betrachte man f(z) — S(eis).

Die durch (1) gegebene Funktion f(z) laBt sich in der Form

= 0+2A H T—a T Rari?)

(5)

schreiben, worin R,,H(z) eine in |z | <1 regulire Funktion be-
deutet, fiir welche auf jeder in |z | < 1 abgeschlossenen Punkt-

menge gleichmaBig
lim R,..H(z) =0
ist. "~
Zur Abkiirzung schreiben wir
z2—a €v —aqa

= = p(z, @) und demgemaf p—

Setzen wir
Ay = so(€)

m v
4, + szHp(ei¢°, a,) = Sp(e),
v=1 p=1

so hat man nach Voraussetzung
lim s,,(€i%0) = S(ei) = 0.

m—>0

und

Da fir v > 1
sv(ei%) — Sv—l(eiq"’)

np(ei%, au)
p=1

A,=

ist, so ergibt sich aus (5)

z) = (eim — 2) {so<ef%> Bl LW +st(e'%

(eie — a,) (1 — a,2)

X 1— |y | A } +
(€% — ay41) (1 — @yr12) o 1 (€, @)
{vs = Pz, a,‘)
4+ 8, (e"’)” 1p(eW» a,) + Rni1(2).

- p(eiipo’ a) -

(6)

(7)

(8)

(9)

Da die Folge {a,}, (u =1,2,...) aus |2| < 1 keinen Hiu-
fungspunkt auf |z | = 1 besitzt, so existiert ein ¢ (0 < ¢ < 1),

Casopis pro p&stovani matematiky a fysiky. 9
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so daB
ol S e n=12... )
ist. Weiter iiberzeugt man sich leicht, daB fiir
la|<pe<lund |2| <1
lzl+lal _ lzl+o
Tl4al|z|T1+e]z]
ist und | p(ei, a) | = 1 gilt.
Aus (9) erhalten wir so mit Riicksicht auf (6), (8) und (11)

12) = (¢ — 2) {so(ef%)

2—a
1—az

<1 (11)

l1—a |
(e"% — a’l) (1 _ dlz)
S i 1— I Ayt |? ol p(z, a“)
8,(e'%o ~ _ ; X
+'ZI ( ) (eWJ,, —_ a/,+1) (1 == a,+1z) ol p(el‘l’o, a”)

Daraus folgt die Abschatzung

_|_

I U
T—oF
{Z(,'S'(e (1+e|z| +£’",=;11+e|z1

worin &, = Max ls,(e’%)l bedeutet.
m+1<=y<

Also ergibt sxch schlieBlich
|f(z)|_‘(e——z—'{g|8,(ew.)|( sy, 1te _w )

/)| < | e —z|

0)? 14+ 0|2] l—=pl1—|z]

woraus die zu beweisende Behauptung genau wie im Falle der
Potenzreihen folgt.

§ 2. Beweis des Satzes II.

Wieder ist es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn
wir F(p,) = 0 voraussetzen.

Wird 8,,(eie) fiir m > 0 durch (7) erklart, so erhialt man, wenn
|z] <1 ist,

mle7) — (@) ZA H plem a1 ‘*H f’e(aa)
—_ Z A,l—:[ P(z, al‘)'

v=m+1 p=1

Da mit Riicksicht auf (10) und (11) fiir p < |z | < 1
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T opza) | 1—|a |2

L Lp@em a,)| = ‘ei‘”"”z){(ew«—an(l—dlz)

‘1—

l—lak I2 | | 2 a’l‘ i 4
Po ————
+Z € — az) (1 — az2) (et a,) S e 2| (1 —p)?

lz]+ o
Z ke '(1+e|z|)g

v=m+1

ist und

> 4[] izl

pu=m+1 u=1

tm X (12l F o) em 1
=4 (1+QIZI)§m(1—e)2(1—IzI)

v=m+1
gilt, wenn ¢, = Max {» |4, |} bedeutet, so erhalten wir schlieBlich
m+ly<ow
| $m(€i®) __f(z)l_(l o {]e%-lewlA,l—}- Izl)}

Wird z = (1 — -171%-) i gewahlt, so ergibt sich

Sm(ei) —f [(l —7;-) ei%] = —(-T_Le? {%;v |4, | + em}.

Hieraus folgt die Behauptuhg lim s,,(e#%) = 0, da nach (3)
Mm—> 0

m

1 .
b 2141 =0, fim en = 0
und wegen (4) 1
lim f{(l — _) e‘v’-} —0
m—cw m

ist.
Prag, im Marz 1938.

0 Fadach tvaru

we STl
_u

1. po;;edna,m.
(Obsah piedeslého &lanku.)

Pro fady tohoto tvaru odvozuje autor véty, analogické v&ts
Abelov® a Tauberovs z teorie mocninnych Fad.
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On integral relations in economical cinematics.
Otomar Pankraz, Praha.

(Received February 11, 1939.)

In addition to my two papers 1. Zum Problem der MafBen-
fabrikation (Aktuarské védy, Prague 1935.) and 2. Uber eine
Bedingung fiir den stationaren wirtschaftlichen Giiter-
kreislauf (Bull. intern. Acad. Tchéque des Sci. 1936.) I intend to
deal in this communication with two integral relations concerning
the cinematics of the economy of a territorial unit. We shall be
therefore interested in the temporal development of the relations
between the elements in a certain economic system. If we suppose
that the economy in question is a system of economic elements in
equilibrium, then it is possible to distinguish two sides: one con-
sisting of goods (and services) and the other of money. The definition
of an economic element depends on the object of the examination.
In our study we shall understand ,,an economic element‘‘ to mean
a place of production (i. e. factory etc.) and a consumption area
served by it. The circulation of goods can be represented either for
the whole system of economic elements or inside every element. We
propose to study the second case.

1.

In order to find the numerical conditions for the equilibrium
of the circulation of consumption goods in an economic element,
we shall distinguish two parts of it:

a) Consumption. . Every place of production has its own
consumption area. Let us therefore denote by

A(t) . dt
the number of units of consumption goods received from a certain

place of production and consumed during the interval (¢, ¢ + di),
thus A(#) is the rate of consumption.

b) Production. Let us denote by I(¢) the total production in the
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period (0, £), i. e. the number of all units of consumption goods from
the initial moment till the moment ¢.

For each of two moments ¢, < ¢, we have I(t,) < I(¢;). The
function I(t) need not be continuous, but if it has a derivation

d

then always 0 < I'(t). The function ['() is, by definition, the rate
of production.

The unit of consumption goods leaving the place of production
is either immediately consumed or added to stock. Therefore we
introduce the number k(t), called the coefficient of immediate
consumption, to denote that proportion of the quantity of com-
sumption goods under production in the interval (¢, ¢ 4 dt), which
is consumed in the same period. So 0 < %(¢) < 1 for every moment ¢
and

(1 — k(t)} . dit)

denotes the number of units of consumption goods put into stock
during (¢, ¢ 4 dt). Let us call this ,,the stock corresponding to
the interval (¢, ¢ + di)*.

If we put
1— k(1) = q(0).
then we can write this stock in the simple form
q(t) . di(?).
L

Now we introduce the number K(¢, 7) . d £ denoting the propor-
tion of stock corresponding to the interval (z, 7 + dtr) consumed
during (&, & 4 d&).*) For the moments 7 and £ the relation 0 <
< v < €is valid.

For the function K (&, 7) we can establish two conditions:

1.

0= K(§,7)
for every ¢ and 7.

2. From ¢(7) . di(z) units of stock corresponding to (r, 7 4 dr)
there are
q(r) . di(z) . K(&, 1) .dE&
units taken out during (&, £ + d&) and therefore
*) The definition of the kernel K(&, 7) is based on the supposition that
goods on stock are ear-marked. I agree with the criticism that this can be

actually done only in few cases. But this gives a suggestion to new researches,
in what manner can we bring the function K in touch with the capital theory.
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t
q(r) . di(r) . fK(f, 7).dé

units taken out during the interval (v,#) where 0 <7< £ < ¢
But this quantity cannot be greater than the stock mentioned
above, i. e.

t
q(r) . di(z) . f K(& 7). déE < qr) . di(z).

Therefore for every = and ¢ the condition

t

fK(s,r).dsg 1
holds true. '
In order to establish equilibrium between production on one
side and consumption on the other it is necessary that the condition

t
A(t).. dt = k() . di(t) + dt . f K(t. 7). di(r)
0
or

t
At) = k(t) . U(t) + f K(t, 7). U(z).de )
0

should hold true. We also assume that the beginning of production
and of consumption occur generally at the same moment, which is
without any restriction of our problem. The condition (I) is an
equation for the rate of production. The functions A(t) and k(¢) are
supposed to be known, but K(¢, v) we do not usually know, and
therefore our problem involves a further equation.

III.

Instead of the function K(¢, ) we know the function H(t, 7),
which we introduce with this definition: H(¢, 7) . df is the number
denoting the proportion of stock corresponding to the interval
(7, T + dr) and being left on hand during (z, t), which is consumed
during (¢, ¢ 4 dt).

By means of the function H(t, v) we can analyse the structure of
the stock on hand at the moment ¢. This stock is composed of the
units of consumption goods arriving from different stocks q(z) .
. di(z) corresponding to (z, v + dr). During (¢, 7) there are not
consumed
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{l—fK(é. 7). dE&} . g(v) . di(r)

units of goods, and therefore this quantity is a part of the stock
actually on hand at the moment ¢, from which in (¢, ¢ 4 dg)

t
Ht, 7). dt. {1 —fK(E, 7). d&} . g(x) . di(r)

units of goods are taken out. But by the definition of the function
K(t, 7) this quantity must be equal to
K, v).dt. q(r) . di(z).

Therefore the relation
t
Ht, 7). {1 —fK(&, 7).d& = K(t, 1) (IT)

should be true. This is the second equation which we need in our
problem.

Form the definition of the function H(¢, v) we can easily esta-
blish these two of its properties:

1. For every t and 7 is 0 < H(t, 7).

2. If T is the last moment of consumption (it can be 7' = o0),

then for every ¢
T

fH(a,t).dagl.

t
IV.

As a simple example let us put A = constant, ¥ = constant >
> 0, K = constant, (0) = 0.
Then from (I) we get the differential equation
A=Fk.U't+ K.,
which has the solution

It) = A(l —e_%‘ )

K
From the equation (II) it follows
K
Ht.D =1—g c—"

From this we can establish that for ¢ - oo there is
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l(t) - constant < o
_ H(t,7)— 0 for ¢t == 1;
this result has a very simple economic meaning.

*
0 integralnich vztazich hospodaiské kinematiky.
(Obsah ptedeslého ¢lanku.)

Doplitkem k uvedenym svym dvéma pojednanim podava
autor daldi integralni vztah pro obéh hospodarskych statki, éimz
po formalni strance teorii tohoto ob&hu uvadi v sobé uzavieny
logicky celek.
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Sur les points et les coniques sextactiques d’une
cubique plane.
B. BydZovsky, Praha.
(Regu le 24 février 1939.)
Dédié en hommage & M. K. Petr.

1. Etant donnés, sur une cubique, trois points dont
les points tangentiels sont situés sur une droite, les points donnés
ou sont situés de méme sur une droite, ou bien ce sont des points
de contact de la cubique avec une conique. Done, supposons que
les points A4, B, C de la cubique ne sont pas alignés, mais que
leurs points tangentiels A’, B’, ' sont situés sur une droite g.
Alors, il existe une conique qui touche la cubique aux points
A, B, C. Les trois tangentes en ces points forment un triangle
que j'appellerai tout court triangle de Brianchon et qui possede
la propriété bien connue que les droites joignant les points 4, B, C
aux sommets du triangle passent par un méme point ¢ (point
de Brianchon). Je me suis demandé s’il est possible que le point @
et la droite g soient pdle et polaire par rapport au triangle des
trois tangentes aux points A4, B, C.

2. Prenons pour triangle de référence un triangle de Brianchon,
formé par trois tangentes de la cubique, son point de Brianchon
pour point-unité. Alors, les points de contact de ces trois tangentes
sont, respectivement, (0,1, 1), (1,0, 1), (1,1, 0) et ’équation de
la cubique a la forme

(@1 — xp)* (az; + bxy) + () — 3)% (azy + c23) +
+ (g — x3)? (bxy + c3) — (ax® + bxy® + cx®) + 2kx xyx, = 0.

Les trois points tangentiels des tangentes choisies se trouvent
sur la droite
ax, + bx, + cx; = 0.

Pour que cette droite soit la polaire du point-unité par rapport
au triangle de référence, il faut et il suffit que

a=>b=c.
L’équation de la cubique prend, en ce cas, la forme
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a (2 + @ + 25° — 2,20, — 2,2 — 2, 2,° — 3205 — X057 —2,75%) +

+ 2kx xywy = 0 (1)
les trois points tangentiels ont, respectivement, les coordonnées
0,1,—1; 1,0,—1; 1,—1,0. La polaire quadratique du point
(0,1, — 1) est

(g — x3) [2a (25 + 25) — (K + a) ] = 0
ce qui veut dire que ce point est un point d’inflexion, la droite
T,— a3 =0
est sa polaire harmonique. On trouve, de méme, que les points
(1,0,— 1), (1, — 1, 0) sont des points d’inflexion avec, respecti-
vement, les polaires harmoniques
Z3—x, =0, x; —x, = 0.

Done, les points (0, 1, 1), (1,0,1), (1, 1,0) sont des points sex-
tactiques, puisque ce sont des points dont les points tangentiels
sont des points d’inflexion. On a le résultat:

,,La eondition, nécessaire et suffisante, pour que le point de
Brianchon d’un triangle de Brianchon formé par les tangentes en
trois points de la cubique dont les points tangentiels se trouvent
sur une droite, et cette droite soient pdle et polaire par rapport
a ce triangle, est celle que ces points soient des points sextactiques
de la cubique‘.

Nous verrons & l'instant que la cubique (1) est, en géneral,
une courbe de genre un. Exprimons les coordonnées de ses points,
de la maniére bien connue, par un paramétre elliptique de sorte
que la collinéarité de trois points aux parameétres u,v, w soit -
exprimée par la congruence

u -+ v+ w =0 (modd per).
Les points d’inflexion sont donnés par la congruence
, 3u = 0.
Les trois points d’inflexion aux paramétres
2w, 4w,
3’ 3’
2wy désignant les périodes des fonctions elliptiques, se trouvent

sur une droite. Les tangentes menées de ces pomts a la cubique
la touchent aux points sextactiques:

0,

wy, W, w3, point tangentiel 0,
o ey 2y : joll 22
3 3 + w,, 3 + w;, point tangentiel 3
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2 2 y .. 4
%, - % wz,—% + w3, point tangentiel %
On s’assure facilement de ce que les seuls triples de ces points,
aux points tangentiels différents, qui ne sont pas situés sur une
droite, sont les suivants:

2w w
wz,—Tl‘sz.-——éL—“wss (I
2w, W,y
Wy, — 5= + g, — 5= + @,

Dongc, les tangentes aux points de chaque triple forment un
triangle de Brianchon, la droite polaire du point de Brianchon
par rapport & ce triangle- étant la droite de jonction des trois
points d’inflexion.

Le point unité est commun aux polaires harmoniques des trois
points d’inflexion alignés; ce point est toujours le méme, n’importe
lequel des trois triples de points sextactiques on considére. Ainsi
on a le résultat suivant:

»,Les neuf points sextactiques dont les trois points (d’inflexion)
tangentiels sont situés sur une droite, peuvent étre disposés en
trois triples tels que les tangentes aux points de chaque triple -
forment un triangle de Brianchon. Ces trois triangles ont le méme
point de Brianchon, lequel est pole de la droite des trois points
d’inflexion par rapport & chacun de ces triangles.

La conique touchant la cubique aux trois points sextactiques
situés sur les axes de coordonnées posséde I’équation

%+ 2 + 2 — 227, — 22,25 — 22,75 = O. (la)

Le point-unité et la droite-unité sont pole et polaire par rapport
a cette conique. Le point-unité a pour droite polaire par rapport
a la cubique la droite unité, puisque ce point est I’intersection des
polaires quadratiques de trois des points de la droite. Donc:

,,Le point de Brianchon commun des triangles de Brianchon
dont il est question dans le théoréme précédent a pour droite
polaire par rapport & la cubique, par rapport aux coniques dont
chacune est inscrite dans un des trois triangles de Brianchon et
touche ses cotés aux points sextactiques, ainsi que par rapport
a ces trois triangles, la méme droite.*

3. L’équation (1) nous permet d’établir les équations des coni-
ques sextactiques, & savoir des coniques ayant, au points sextacti-
ques, un contact du cinquiéme ordre avec la cubique. Une conique

139



ayant, p. ex. au point (1, 1, 0), la tangente x; = 0, a une équation
de la forme
. (@, — 22)® + @3 (@12 + A2y + A325) = 0 (2)
et il s’agit de déterminer les constantes a; de telle sorte que cette
conique n’ait pas, en dehors du point (1, 1, 0), de point commun
avec la cubique. La cubique

(@ + @) [(2) — 2,)* + @5 (@) + A2y + a32;)] = 0 (3)
coupe la cubique (1) aux mémes points que la conique précédente
et la droite

r, + 2, = 0.
Multiplions (3) par a et soustrayons de 1’équation obtenue 1’équa-
tion (1); on obtient
Z3 [@ (22 + 2% — &3 + 225 + x3) — 2k2 2, + @ (2, + 2,) X
X (@ + 5%y + ay25)] = 0.
Les points communs se trouvent sur la droite a; = 0 et sur la
conique
a (2 + 22 — a3 + 225 + X25) — 2k 2, +
+ a (2, + %) (2, + ayz, + azz;) = 0. (4)

Dongc, il faut que les coniques (2) et (4) ne se coupent qu’au point
(1,1, 0), ce qui veut dire que I’équation (4) doit avoir la forme

ky [(2y — 20)? + @5 (0121 + Aoy + @375)] 4 ks = 0. (5)
En comparant les coefficients de (4) et (5), on obtient les relations:

200, = k—a, a, = a,, 2k, = k + a, 4a2a, = k? — 5a2,
kas + ky = — a.

L’équation (2) devient
da® (,— 2,)% 4 2a (k—a) (v, + ) %3 + (k2 —5a2) 2,2 =0 (2')
et ceci est la conique sextactique au point (1, 1, 0) de la cubique.
L’équation (4) se reduit a I’équation
2a (k + a) (v, — 2,)* + (K* — a?) (2, + x,) 23— da?x,? = 0. (4)
Cette conique coupe la cubique au point (1, 1,0), qui est point
de surosculation des deux courbes, et aux points ou la cubique
est coupée par la droite x; + z, = 0, excepté le point d’inflexion
(l) - 1: 0)'

Faisons remarquer que les coniques (2’), (4) sont deux coniques
ayant une surosculation avec la cubique au point sextactique et
que, par conséquent, le faisceau de toutes les coniques jouissant
de cette propriété est exprimé par 1’équation

2a (2, — 2,)* + (K —a) (2, + 2,) @3 + Az = 0,
A désignant un parameétre.
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4. L’équation (2') nous fournit des éléments géométriques
necéssaires pour la détermination géométrique de la conique
sextactique. Pour ce but, considérons la polalre quadratique du
point d’inflexion (1, — 1, 0):

(2, — @) [20 (2, + @) — (@ + k) 23] = 0.
Elle est composée de la polaire harmonique
r,— %, =0
du point d’inflexion considéré et de la tangente en ce point:
2a (2, + xp) — (@ + k) 23 = 0.

On trouve facilement que cette polaire harmonique est en
méme temps la droite polaire du point d’inflexion considéré par
rapport & la conique sextactique.

En deuxiéme lieu, considérons la polaire quadratique du point
sextactique (1, 1, 0):

a (T — @)% + (b — a) (&, + &) 23 — ax,® = 0. (6)
L’équation (4') peut étre mise sous la forme

4a [a () — 2,)* + (K —a) (2, + x,) 23 — axs?] —

_(k—a) [2a (2; + @) — (b + @) @3] 23 = 0
qui fait voir que la conique (6) et la conique sextactique qui se
touchent, bien entendu, au point sextactique, se coupent, de plus,
sur la tangente d’inflexion. On a donc le théoréme suivant:

,»-La conique ayant, en un point sextactique, avec la cubique
un contact du cinquiéme ordre coupe la polaire quadratique de
ce point sur la tangente au point d’inflexion, point tangentiel
du point sextactique considéré; la droite polaire de ce point
d’inflexion par rapport a la conique est identique avec la polaire
harmonique de ce point.*

Les deux données fournies par ce théoréme ne sont pas, ce-
pendant, indépendantes, puisque, comme on s’en rend facilement
compte, la méme droite est droite polaire du point d’inflexion
par rapport a la polaire quadratique du point sextactique. Pour
caractériser géométriquement la conique sextactique d’une maniere
suffisante, faisons usage de ce que cette conique et la conique (4')
sont en surosculation au point sextactique, la droite z; = 0 étant
la tangente commune. On sait que deux coniques dans ces condi-
tions ont, pour chaque point de la tangente commune, la méme
droite polalre Done, si 'on connait la conique (4') et que l'on
détermine la polaire d’un des points (différent, bien entendu, du
point d’inflexion) de la tangente commune par rapport a cette
conique, on connait un pole et sa polaire par rapport a la conique
sextactique; comme on connait un de ses points avec la tangente
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et, en vertu du théoréme énoncé ci-dessus, un couple de ses points
sur la tangente d’inflexion, la conique se trouve parfaitement
déterminée.

5. Ceci suppose, bien entendu, qu’on posséde des éléments
qui suffisent & caractériser géométriquement la conique (4’). Son
équation peut étre écrite sous la forme

2(k + a) [a () — 2,)* + (k — a) (2, + ) 23 — ax;?] —
— (k—a) [(k + a) (%, + ) — 2ax;] 23 = 0
qui fait voir que la conique (4') et la polaire quadratique du point
sextactique se coupent sur la droite

(k + a) (%, + ;) — 2025 = 0 (7)

(en outre, elles se touchent au point sextactique).
Or, cette équation peut étre écrite de la maniére suivante:

(k + 3a) (2, + 2, — x5) + (K —a) (2, + 2, + 23) = 0.

L’équation de la tangente au point d’inflexion respectif,

trouvée plus haut, peut étre mise sous la forme

(k + 3a) (2, + @ — 23) — (K —a) (¥, + 2, + 25) = 0

qui fait voir que les deux droites sont divisées harmoniquement
par la droite des trois inflexions et par la droite joignant le point
d’inflexion respectif aux points sextactiques (0,1, 1), (1,0, 1).
Donc, on connait la construction de la droite sur laquelle se trou-
vent deux points d’intersection de la conique en question avec la
polaire quadratique (6). Puisque nous connaissons dés 1’abord
un point de la conique avec sa tangente et deux de ses points
d’intersection avec la cubique, la conique se trouve parfaitement
déterminée.

6. Pour approfondir I’étude des coniques sextactiques, consi-
dérons les trois coniques sextactiques appartenant aux points
sextactiques de notre triangle de Brianchon. Le calcul pour les
points (0, 1, 1), (1,0, 1) est tout & fait analogue & celui exécuté
plus haut pour le point (1,1,0). On a ainsi les trois coniques:

4a? (r3 — 25)% + 2a (k — a) (2, + 25) , + (A2 — 5a2) 2,2 =0, (8)
4a? (2, — 2,)* + 2a (k —a) (¥, + @) @, + (k2 —5a2) 2,2 =0,  (9)
4a? (1, — 2,)* + 2a (k — a) (2, + ) 23 + (k* — 5a?) 2,2 = 0. (10)

En faisant la soustraction de ces équations deux & deux, on obtient,
apreés reduction et en supposant que & + 3a 4 0 (nous y revien-
drons) les résultats suivants:

(8) — (9) : (21— ) [(k — 3a) (z, + ;) + 2az;] = 0
(8) — (10) : (z) — 5) [(k — 3a) (=, + =3) + 2ax,] = 0,
(9) — (10) : (xg — 3) [(k — 3a) (zy + 23) + 2az,] = 0
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Les droites ; — 2, =0, ¢, — 23 = 0, 2, — 23 = 0 sont les
polaires harmoniques des trois points d’inflexion. On a donc le
théoréme suivant:

,,Les coniques sextactiques aux trois points sextactiques, dont
les tangentes forment un triangle de Brianchon, se coupent deux
a deux sur les polaires harmoniques des trois points d’inflexion
qui sont points tangentiels des points sextactiques considérés;
deux de ces coniques se coupent sur la polaire harmonique du point
d’inflexion qui n’est pas tangentiel pour les deux points sextacti-
ques, points de contact des deux coniques.

Considérons p. ex. la droite
(£ — 3a) (2, + ) + 202, = 0.
Sa conjuguée harmonique par rapport aux deux droites
2+ 23=0, 2, +2,—23=0
est
2a (%, + %) + (K —3a) 23 =0
dont la conjuguée harmonique par rapport aux droites
z -{—'xz—xa: 0, 23 =20
est
2a (2, + ) — (kK +a)xs =0

a savoir, la tangente au point d’inflexion (1, — 1, 0). Done, on
obtient la seconde droite, sur laquelle se coupent les coniques
(8), (9), en partant de cette tangente et en construisant deux
conjuguées harmoniques. Ainsi, on sait construire, pour chaque
paire des coniques sextactiques, deux droites, sur lesquelles se
trouvent leurs points d’intersection.

Cette circonstance peut aussi é&tre utilisée pour la détermi-
nation géométrique de ces coniques. En particulier, si une de
ces trois coniques est construite, on peut, en vertu du résultat
acquis, construire facilement les deux autres.

7. L’équation

@ (2 + @ + @ — 2,20 — 3,205 — X257 — X205 — X057 — Xy57) +

' + 2kx,xyx; = 0 (1)
de la cubique ayant les points (1,1,0), (1,0, 1), (0,1, 1) pour
points sextactiques avec les tangentes respectives

23 =0, 2, =0, z;, =0

contient deux parameétres homogénes, ce qui fait voir que les
cubiques satisfaisant aux conditions énoncées forment un faisceau.

Déterminons les cubiques de ce faisceau contenant des points
singuliers. Les conditions pour l'existence d’un point singulier
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sont exprimées par les équations
a (32,2 — X2 — @2 — 22,7, — 22,%3) + 2kx,xg = 0,
a (— 2, + 32,2 — a32 — 22,25 — 22,05) + 2kx,253 = 0,
@ (— 2,2 — @2 + 3x,% — 20,25 — 22,7;5) + 2kx;2, = 0.

On trouve, sans trop de peine, les solutions suivantes de ce
systéeme d’équations:

a) pour 2k = 3a la cubique posseéde le point singulier 1, 1, 1;

b) pour k = a la cubique posséde trois points singuliers,
& savoir: 0,.1,1; 1,0,1; 1,1,0;

¢) pour k = — 3a la cubique posséde deux points singuliers
qui sont les intersections de la droite

X+ T+ 23 =0
et de la conique

2,2 + 22 4 x5 — 22,y — 22,75 — 27,05 = 0;

d) pour @ = 0 la cubique posséde trois points singuliers,
a savoir (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1).
Le cas a) donne une cubique de genre 0 & I’équation .

3 2 2 2 2 2
2P+ xP X — @ — 2P — Xy — X’ — Xy X5 — Wag® +
+ 3,225 = 0.

Les tangentes au point double de cette cubique sont
r, + axy + a?ry =0, 2, + a?xy + xx; =0

ou « désigne une racine cubique imaginaire de 1’'unité. La cubique
posséde un noeud; puisque toutes les cubiques & un noeud sont
projectivement équivalentes, on a démontré le théoréme suivant:

,-La cubique de genre 0 possédant un noeud a trois points
sextactiques; les tangentes en ces points forment un triangle de
Brianchon. Le noeud et la droite joignant les trois points d’in-
flexion sont péle et polaire par rapport & ce triangle; ils sont aussi
pole et polaire par rapport a la conique touchant les cotés de ce
triangle aux points sextactiques.¢

Cette conique est une conique covariante de la cubique de
genre zéro caractérisée par la propriété d’étre l’enveloppe des
droites joignant les paires de points conjugués de la cubique;
points conjugués sont deux points de la cubique au méme point
tangentiel. Pour prouver cet énoncé, faisons remarquer d’abord
que parmi ces droites de jonction figurent les tangentes au point
double et les trois tangentes aux points sextactiques. Par ces
cing tangentes la conique covariante est déterminée d’une maniére
univoque. Or, la conique (la) touche les trois tangentes aux points
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sextactiques et un calcul élémentaire fait voir qu’elle touche aussi
les tangentes au noeud.*)

8. Pour toutes les cubiques du faisceau (1) le point unité et
la droite unité sont pdle et polaire. De plus, il est facile de montrer
que les sommets d’un triangle d’inflexion — triangle dont les
cotés contiennent les neuf points d’inflexion — situés sur un de
ses cOtés sont donnés par I’Hessienne de la forme binaire cubique
donnant les trois points d’inflexion situés sur ce coté. Si l'on se
rappelle la propriété polaire du triangle d’inflexion, on trouve
le Tésultat: ~

»,Toutes les cubiques du faisceau (1) ont un méme triangle
d’inflexion.

Done, toutes ces cubiques ont trois points d’inflexion com-
muns, le lieu des six autres points d’inflexion sont deux droites.

Une cubique du faisceau considéré est déterminée p. ex.,
par un point sextactique ultérieur. Il est facile de construire, en
ce cas, les neuf points sextactiques dont les points tangentiels
se trouvent sur la droite unité. Le tableau (I) fait voir que par
chaque point de ce tableau passent trois droites contenant, chacune,
trois des neuf points sextactiques. Ainsi, on a, p. e.:

0 + w, + w3 =0,

N 2w.
0 — =+ wg——

3

w 2

wl—_31"+w3_T + wg =

Alors, la construction suivante a lieu. Soient [, I,, I; les
trois points d’inflexion alignés, S, le point sextactique dont I,
est le point tangentiel; les trois polaires harmoniques des points I,
passent par un méme point I; IS, est la polaire harmonique du
point I, par rapport a toutes les cubiques du faisceau. Soit 8,
un deuxiéme point sextactique sur IS;. Soit 4 le point d’inter-
section de I,8"; et de IS;; alors I,4 est une deuxiéme tangente
sextactique, son point d’intersection avec IS, est 8’5, un deuxiéme
point sextactique dont I, est le point tangentiel. On construit
de la méme maniére le point S’;, un deuxiéme point sextactique
dont I; est le point tangentiel. Le point commun aux droites S,8’,,
8,8, est 8”3, le troisiéme point sextactique dont I; est le point
tangentiel; on construit, d'une maniére analogue, les points S”;, 8”,.

*

*) On retrouve ainsi le theoréme disant que la polaire du noeud par

rapport & la conique covariante définie ci-dessus est la droite des trois in-

flexions. J’ai énoncé ce théoréme dans Casopis pro p&st. mat. a fys. 85
(1906), p. 16 (,,Inflekéni pfimka kubické k¥ivky raciondlné«).
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0 sextaktickfch bodech a kuZelosetkich rovinné kubiky.
(Obsah predeslého élanku.)

Tedné ve tfech bodech kubiky nelezicich v piimce, jichz
tednové body vSak v piimce lezi, dotykaji se v téchto bodech
kuzeloset¢ky a tvoii tudiz trojahelnik, ktery nazyvam struéné
Brianchonovym; spojnice jeho vrcholii s dotyénymi body protéj-
ich stran prochazeji bodem Brianchonovym. Ukazuje se, Ze jen
v piipadé, kdy t¥i body lezici v piimce jsou body inflexni, t¥i
te¢né tvorici trojuhelnik Brianchoniv tedy teéné sextaktické, je
Brianchoniv bod zaroven pélem piimky t#{ teénovych bodu
vzhledem k Brianchonovu trojahelniku. Jsou odvozeny rovnice
sextaktickych kuzelosedek v uvedenych tfech sextaktickych bodech.
Kubiky majici spoleéné t¥i inflexni body v piimce a t¥i sextaktické
body lezici na straniach uvedeného Brianchonova trojahelniku
tvoli svazek; tento svazek obsahuje také jednu kiivku s bodem
uzlovym, mimo to kfivky slozené. Je-li dan dalsi sextakticky bod,
jehoz bodem teénovym je jeden z danych t¥i bodu inflexnich,
Ize snadno sestrojiti vSech devét sextaktickych bodu, jichz body
tednové jsou dané tii body inflexni lezici v piimece.
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Zwei Bemerkungen zum Bernsteinschen
Ultrakontinuum.,

J. Novak, Brno.
(Eingegangen am 20. Mérz 1939.)

In memoriam { Dr. M. Koneény.

Felix Bernstein hat einen geordneten Raum konstruiert, den er
Ultrakontinuum genannt hat. Dieser Raum hat einige bemer-
kenswerte Eigenschaften, die der Autor in den Math. Ann., 61, 1905
beschrieben hat.

In dieser Abhandlung werden uns hauptsichlich die Element-
und die Liickencharaktere interessieren.

In jedem geordneten Raum X ohne erstes und letztes Element
ist der Charakter!) der Zerlegung X =P + (2) + @, wo
P < x < @, definiert und der mit (w,, w,*) bezeichnet wird. Dieses
Symbol bedeutet nach Hausdorff, dal die Menge P mit der regu-
laren Ordnungszahl w, konfinal und die Menge @* (d. i. die invers
geordnete Menge @) mit der regularen Ordnungszahl w, konfinal ist.
Ist der Raum X dicht, so bezeichnet man nach Hausdorff (w,, w,*) =
= Cpus

Durch die Zerlegung X =P + Q, P < Q, P =+ 0 = @, wobei
die Menge P kein letztes und die Menge @ kein erstes Element
. besitzt, ist die Liicke definiert. Da dieselbe ein Element des ge-
ordneten Raumes ist, der aus der Menge X durch Ausfiillung der
Liicken entsteht, ist in der obigen Definition schon der Begriff des
Lickencharakters enthalten. Statt der Bezeichnung Charakter
der Zerlegung werden wir die Bezeichnung Typus verwenden.

Die Konfinalitait der Menge P laBt sich durch die minimal
wohlgeordnete Menge?) bestimmen, die wir als transfinite
Punktfolge oder einfacher Folge bezeichnen werden. Diese
Bezeichnung beniitzen wir auch bei der inversen Anordnung solcher

1) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914, S. 142.

?) d. i. die Menge, deren jeder Abschnitt eine kleinere Méachtigkeit als
die Machtigkeit der ganzen Menge hat. '
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Mengen. Die Punktfolge

ncrc...<af <.,
oder
1> at> ... > ab > L. (E< w,)

bezeichnen wir {z¢}¢ oder einfacher {«¢}. Wir sagen, daB fast alle

Punkte dieser Folge eine bestimmte Eigenschaft haben, wenn die
Punkte, die diese Eigenschaft nicht besitzen, eine Menge von der
Michtigkeit << ¥, bilden.

Das Bernsteinsche Ultrakontinuum X, ist ein Raum,
dessen Elemente die unendlichen einfachen Folgen

T = 00 Ky oes Ky + » 5 = [Oin) € Xy

sind, wo «, die Ordnungszahlen der ersten und der zweiten Zahlen-
klasse sind (0 < &, < o). In diesen Raum wird die Ordnung fol-
gendermafen eingefiihrt: Der Punkt # = [«,] ist vor dem Punkt
y = [Ba], wenn o = f; fir s =1,2,...,k—1, wogegen op < P
bei ungeradem k oder «; > B bei geradem £ ist.

Die Topologie des Bernsteinschen Ultrakontinuums ist durch
die Ordnung gegeben. Unter der Umgebung des Punktes e X,
verstehen wir ein solches Intervall (z,, z,), daBl z; < x < x, ist.

Ein ultrarationaler Punkt ist ein solcher Punkt des Ultra-
kontinuums, dessen fast alle Koordinaten «, = 0 sind. Bernstein hat
bewiesen, daB3 die' Menge der ultrarationalen Punkte im Ultra-
kontinuum dicht liegt und ihre Machtigkeit ¥, ist.

Satz. Das Bernsteinsche Ultrakontinuum erfiillt das
erste Abzahlbarkeitsaxiom.

Beweis. Es sei = [«,] ¢ Xy. Wir wihlen die Punkte
o™= [a®], (m=1,2,...),

wo o = o fiir 1 <4 < 2m — 1, aft, > xem, Wogegen die anderen
Koordinaten o beliebig sind. Die Punktfolge {z™}>_, konvergiert
zum Punkt z, da jede Umgebung dieses Punktes fast alle Punkte
der Punktfolge {#™} enthilt. Um das zu beweisen, bemerken wir
zunichst, daB die Punktfolge {2™} eine wachsende ist und daB jeder
ihr Punkt vor dem Punkt z ist. Es sei (z’, ") eine beliebige Um-
gebung des Punktes z. Bezeichnen wir z’ = [a/,]; weil 2’ <z,
8o existiert eine kleinste natiirliche Zahl p derart, dall «'p = ap; es
ist a’p < ap, wenn p eine ungerade Zahl ist, oder &', > «p, Wwenn p
eine gerade Zahl ist. In beiden Fillen haben die Punkte 2’ und 2?
folgende Koordinaten:

x’ == “1’ 0(2, .« ey fxp_-l, (x,p, o e i

2P = x,, océ, ey Xp—1, Ky - -

sodaB z' < a? ist. Damit ist bewiesen, daB die Punktfolge {2™}n-1
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von links zum Punkte x konvergiert. Auf dhnliche Weise beweist
man, daB die Punktfolge {y™}>_,, wo

=8y, m=12...),

von rechts zum Punkte x konvergiert. Dabei ist g7 = ; fiir alle
1< 1< 2m, B2, ., > &2m+1, Wogegen anders f™ beliebige Koor-
dinaten sind. Das System von Intervallen {z®, y*) ist ein vollstén-
diges System der Umgebungen des Punktes 2. Ist nimlich (¢, ">
eine beliebige Umgebung des Punktes z, so existiert eine natiirliche
Zahl n derart, daB y <a" <z <y <y", daher (at u™C
<y 9"

Satz. Jede monotone Punkfolge (d. i. eine steigende oder
fallende) hat héchstens 8, Punkte.

Beweis. Es sei 2l < 22 < ... < a2f < ..., 2fte X, eine stei-
gende Punktfolge. Jedem Punkte 2¢ ordnen wir irgendeinen ultra-
rationalen Punkt im Inneren des Intervalls (%, 26+1) zu. Da das
System dieser offenen Intervalle disjunkt ist, ist eine eineindeutige
Abbildung vorhanden und da die Menge der ultrarationalen Punkte
von der Méchtigkeit ¥, ist, hat die angegebene Folge hochstens %,
Punkte. :

Nach diesem Satze kann das Ultrakontinuum a priori Liicken
von viererlei Typus, und zwar ty,.Co,, €10, €13, €nthalten. Die Liicke
des Ultrakontinuums ist nimlich durch die Zerlegung X, = 4 + B,
A < B, A % 9 = B definiert, wobei die Menge A kein letztes und
die Menge B kein erstes Element hat. Da 4 = ¢, B = 0, so 1aBt
sich durch transfinite Induktion eine steigende Punktfolge

. <. <2<, 2ted
und eine fallende Punktfolge

Y>> ...>y>..., ymeB
konstruieren, wobei die erste mit der Menge A4 konfinal, die zweite
mit der Menge B koinitial ist. Die Behauptung folgt aus dem Satze,
daB jede unendliche monotone Punktfolge die Machtigkeit ,
oder ¥, hat.

Satz. Das Bernsteinsche Ultrakontinuum enthéalt
Liicken von dreierlei Typus: ¢y, ¢;, und ¢,;. Die Liicken-
menge jedes Typus ist im Ultrakontinuum dicht.

Der Beweis wird durchgefiihrt sein, wenn wir in jedem be-
liebigen Intervall einen Vertreter der angefiihrten drei Typen be-
kanntgeben und beweisen, daB eine Liicke vom Typus ¢, nicht
existiert. Es sei daher 2 < y, wo

X = Oy, Koy « « .+ 0‘#—1; Kny Kn41, -
y= Kyy Koy o o oy Kp—1, ﬂm ,Bn+1, ey
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wobei «, = f,. Bezeichnen wir

T™ = 06y, Ggy -« +y Omy - - 5 K2ny Kant1 + M, 0,0, . ..
Y& = 0py Ogy o o oy Oimy + + o, Oy Ay £0,...
fir m=1,2,... und £ <o, wo A =1im (xgy+1 + m) < ;. Es

bezeichne 4 C X, die Menge aller Punkte, die vor jedem Punkte y¢
sind, und B C X, die Menge aller Punkte, die nach jedem Punkte 2™

folgen. Ist nun z = oy, &y, . . ., &n, - - ., G2m, 4, B, . . . €in beliebiger
Punkt, der nach allen Punkten a™ folgt, so ist y#+1 < z. Ist aber
Z == (g, Oy« o) Oiggs « - s X2y Vs - - . €in Punkt, der vor allen Punk-

ten y¢ ist, so ist z < 2P, wobei die natiirliche Zahl p die Beziehung
y < agnt1 + p erfiillt. Da alle Punkte der Folge {2™}? vor allen
Punkten der transfiniten Folge {#¢},*: sind, ist X, = 4 + B, die
Menge A ist konfinal mit der Punktfolge {z™} und die Menge B ist
koinitial mit der Punktfolge {y¢}; A besitzt kein letztes und B kein
erstes Element. Es ist daher eine Liicke (4, B) vom Typus ¢y
definiert, die innerhalb des Intervalls {z, y) liegt.?)

Auf ahnliche Weise iiberzeugen wir uns leicht, daB3 durch eine
wachsende transfinite Punktfolge {x¢}#: und durch eine einfach

unendliche Punktfolge {y™}®, wo

ot = Ky, Koy o = e ﬁm OIS ﬁ2n—ls lim (ﬂZu + m), E) O’ R
?/m = Ky, K, . '-.-; ﬁm vy ﬂzn—l) ﬂZn + m, 0: 07 ..

im Inneren des Intervalls {(z, y) eine Liicke vom Typusc,, definiert
ist.
Durch transfinite Punktfolgen

xf = Kgs Koy ooy Bpy oo vy K2p—1, O, Kon+1 + 5, 0,
Y& = 0, Ogy o vs Oy o ooy Kon—1 + 1, &, 0, Q. 6

ist endlich im Inneren des Intervalls {z,y) eine Liicke vom Typus
¢,, definiert. Tatsachlich, es ist x < ¢ < y7 < y fiir jedes & und 7
und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt, der nach allen Punk-
ten zf und vor allen Punkten y7 ware.

Es bleibt zu beweisen, daB keine Liicke vom Charakter cg
existiert. Wir nehmen, per absurdum, an, daB eine Liicke vom
Typus ¢y existiert, die durch die Zerlegung des Ultrakontinuums

Xy,=A+B, A<B, A+0+B

definiert ist. Da die Menge A kein letztes Element besitzt, existiert
eine einfach unendliche wachsende Punktfolge 2' < 22 < ..., die

3) Bernstein fiihrt in der zit. Abhandlung folgenden Satz an: Jede
einfach unendliche Folge von stédndig wachsenden Elementen
hat einen Limes. Es widerspricht der Tatsache, denn die Punktfolge

{zm}® hat keinen Limes.
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mit der Menge A konfinal ist. Es konnen zwei Fille eintreten.
Entweder fiir jede natiirliche Zahl n haben fast alle Punkte die
gleiche n-te Koordinate — bezeichnen wir sie &, — oder es existiert
eine kleinste natiirliche Zahl p derart, dafl unendlich viele Punkte
die p-te Koordinate verschieden haben. Man sieht leicht ein, daB
die Zahl p ungerade ist. Im ersten Falle 1a8t sich beweisen, daf} die
Folge {2*} von links zum Punkte «,, «,, ... konvergiert; das ist
aber unmoglich. Im zweiten Falle konnen wir, ohne die Allgemein-
heit zu beschrinken, voraussetzen, dal alle Punkte der Folge mit
den ersten p — 1 Koordinaten gleich beginnen, und zwar

Kyy Ky o v oy Kp—i,

wogegen die p-te Koordinate fortwahrend wachst. Wir bezeichnen
ihren Limes A. Die transfinite Punktfolge ¥¢ = «, &5, .. ., 6p—1,
2, & ... hat dann diese Eigenschaft: Ist der Punkt z = &y, &y, . . .,
%p—1, 4, . . . nach allen Punkten a*, so existiert ein Punkt 3¢ < z.
Die Folge {y*} ist daher koinitial mit der Menge B, so daf} die ange-
nommene Liicke einen Charakter ¢, hat. Das ist ein Widerspruch.

Satz. Jede Liicke des Ultrakontinuums ist durch die
geordnete Gruppe einer endlichen Anzahl von Ordnungs-
zahlen der ersten und der zweiten Zahlenklasse charak-
terisiert. Die Liicke vom Typus ¢y ist durch die Gruppe
einer ungeraden Anzahl von Ordnungszahlen, die mit
einer Limeszahl enden, charakterisiert; die Liicke vom
Typus ¢, ist durch die Gruppe von einer geraden Anzahl
von Ordnungszahlen, die gleichfalls mit einer Limeszahl
enden, charakterisiert; die Liicke vom Typus ¢, ist durch
die endliche Gruppe von Ordnungszahlen, die mit 0
enden, charakterisiert — mit AusschlieBung der ein-
zigen Gruppe, die nur die Zahl 0 enthilt.

Beweis. Es sei (4, B) eine Liicke vom Typus c,,. Es sei
<<, < <., (< w)

eine transfinite Punktfolge, die konfinal mit der Menge A4 ist. Dann
gibt es eine kleinste natiirliche Zahl p + 1 (man sieht leicht ein,
daB die Zahl p gerade ist und daB p > 0), derart, daB die (p + 1)-ten
Koordinaten fast aller Punkte zf eine unabzdhlbare sténdig
wachsende Folge von Ordnungszahlen bilden, wogegen die i-te
Koordinate fast aller dieser Punkte ¢ gemeinsam ist. Bezeichnen
wir diese ¢-te Koordinate o; (+ = 1, 2, . . ., p), so beginnen fast alle
diese Punkte 2¢ mit den ersten p Koordinaten folgendermaflen:
%y, &g, « « ., &p. Die Ordnungszahl «, ist eine Limeszahl. Wenn
namlich «, eine isolierte Zahl wire und «, = 0, wire die fallende
transfinite Punktfolge

Ad>22> . .. >2¢> ... (& < wy),

151



wo
zezal’“b"-:(x})_l,oy E:O:O;'-',

koinitial mit der Menge B, was jedoch nicht moglich ist. Wenn
op = 0 ware, wiirde derselbe Umstand eintreten, wenn wir namlich

o =0, 0, ...,0p01+1,&0,0,..
definieren.

Ist nun
<y L <yi<... (&< )

eine andere unabzéhlbare Punktfolge, die konfinal mit der Menge 4
ist, so ist wiederum eine natiirliche Zahl ¢ 4 1 und die Gruppe der
Ordnungszahlen B, f,, .. ., f; von der schon angefiihrten Eigen-
schaft vorhanden. Wenn nun p > q oder p < ¢, wiren unabzahlbar
viele Punkte z¢ vor oder nach unabzihlbar vielen Punkten y¢.
Das ist jedoch unméglich, da beide Folgen konfinal mit der Menge 4
sind. Daher ist p =g¢. Aus demselben Grunde ist o; = g; fiir
1=1,2,...,p.

Damit ist bewiesen, daB jeder Liicke vom Typus ¢, eindeutig
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl von Ordnungszahlen
zugeordnet ist, von denen die letzte eine Limeszahl ist.

Es gilt auch das Umgekehrte. Jeder geordneten Gruppe
Gy Ogy v vy By O << 0y, (0 =1,2,...,p),

wo p eine gerade natiirliche Zahl ist und «, eine Limeszahl ist,
entspricht eine Liicke vom Typus c,,. Diese ist durch die Punkt-
folgen

<t <2<, (E<w)
PP P> By
definiert, wo :
=0y, K. .0 £,0,0,. ..
Y* = oy, &gy o v vy Op—1, By 0,0, . ..

und lim #, = «,. Tatsichlich, alle Punkte ¢ sind vor allen Punkten
y" und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt, der nach allen
Punkten 2¢ und vor allen Punkten y* wire. Leicht sieht man ein,
dafB zwei verschiedenen solchen Gruppen zwei verschiedene Liicken
vom Typus c,, entsprechen.

Eine vollig gleiche Uberlegung fiihrt uns zum Ergebnis, daB
der Liicke vom Typus ¢, eineindeutig eine Gruppe von ungerader
Anzahl von Ordnungszahlen entspricht, wobei die letzte Zahl eine
Limeszahl ist.

Beachten wir nun die Liicken vom Typus ¢,;. Es sel (4, B)
.eine solche Liicke. Die transfinite Punktfolge

<< <<, ((<w)
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sei mit der Menge A4 konfinal und die Punktfolge
P>9Pr>..29¥0>... E<wy)

moge mit der Menge B koinitial sein. Der ersten Folge entspricht
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl p > 1 von Ordnungs-
zahlen o, &y, . . ., &p, Wobei «, keine Limeszahl ist (sonst wére hier
eine Liicke vom Typus ¢,y definiert), wogegen der zweiten Folge
eine Gruppe von ungerader Anzahl ¢ > 0 von Ordnungszahlen
B> Bes - . ., Bg entspricht. Wir untersuchen diese zwei Falle: «, = 0
und «, # 0. Aus der Tatsache, daBl kein Punkt des Ultrakontl-
nuums existiert, der nach allen Punkten ¢ und vor allen Punkten y*
wire, folgern wir, dafl im ersten Falle fast alle Punkte %¢ in den
ersten p — 1 Koordinaten folgendermafien beginnen: oy, oy, . . .,
ap—1 + 1, wogegen hochstens abzdhlbar viele Punkte y¢ die p-te
Koordinate gleich haben und da im zweiten Falle fast alle Punkte y¢
in den ersten p 4 1 Koordinaten folgendermaflen beginnen: «,, s,
.« Op—1, 6p — 1, 0, wogegen hochstens abzéahlbar viele Punkte y¢
die (p + 2)-te Koordinate gleich haben.

Daraus folgt sogleich, daB8 jeder Liicke vom Typus ¢;; auf
zweifache Art eine geordnete Gruppe von Ordnungszahlen sich
zureihen 148t, von denen eine mit 0 endet, die andere jedoch nicht.
EntschlieBen wir uns fiir die erste Wahl, dann ist auch in diesem
Falle die Zuordnung eindeutig.

Auch umgekehrt: Der geordneten Gruppe von p (p>1)

Ordnungszahlen «,, a,, . . ., xp—1, 0 entspricht eindeutig eine Liicke
vom Typus ¢y, die durch die Punktfolgen
w<wr<...<ut<... (<aw)
> >. . >v>... (<o)
definiert ist, wobei
ut = Ky Koy « o oy Kp—1, Oa 5; .
¥ =0, &, .. g1+ 1, & ..,

wenn die Zahl p gerade ist, und

ut =0, &, ..., 01+ 1, & ...
v =0y, 0, .. 0p—1, 0,6 ...,

wenn die Zahl p ungerade ist.

Es ist notwendig noch den Ausnahmsfall p = 1 zu beachten,
d. h. den Fall, in dem die Gruppe nur die Zahl 0 enthalt. Jede
Punktfolge, deren erste Koordinate die Zahl 0 ist und deren zweite
Koordinate fortwiahrend wichst, ist koinitial mit dem Ulrakonti-
nuum. Daher entspricht der Gruppe, die nur die Zahl 0 enthalt
keine Liicke (nach unserer Definition der Liicke).

|
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Satz.t) Die Menge aller Liicken von jedem Typus hat
die Machtigkeit .

Beweis. Wir beachten die Liicken vom Typus ¢;. Es sind
ihrer soviele als es geordnete Gruppen von ungerader Anzahl von
Ordnungszahlen < w,, die mit einer Limeszahl enden, gibt. Alle
geordneten Gruppen von 2z + 1 Ordnungszahlen, die mit einer
Limeszahl enden (n» > 0), ist 827, so daB alle solche Gruppen

(-]

2 Nf"+1 == “0 . “1 == “1 Sind.

 Auf ahnliche Weise beweist man den Satz fiir die Liicken vom
Typus ¢,y und c;;.

Dre erste. Bemerkung zum Bernsteinschen Ultrakontinuum

beriihrt das Problem von Prof. E. Cech in den Annals of Mathe-
matics 38, 1937, S. 843 (On bicompact spaces). Im Wesentlichen
handelt es sich um die Konstruktion eines vollstindig regu-
laren®) Raumes, der in keinem seiner Punkte lokal normal®)
ist.

Bezeichnen wir P als geordneten Raum, der aus dem Bern-
steinschen Ultrakontinuum durch Ausfiillung seiner Liicken und P’
als geordneten Raum, der aus dem Ultrakontinuum durch Aus-
fiillung der Liicken vom Typus ¢, und ¢,, (jedoch nicht der Liicken
vom Typus c,,) entsteht, so hat diese Eigenschaft das Kartesische
Produkt P x P’, wie der folgende Satz beweist.

Satz. Der Raum P X P’ ist in keinem seinem Punkte
normal.

Beweis. Es sei ¢ = (a,b), ae P, be P'. Es sei 0(c)C P X P’
eine beliebige Umgebung des Punktes ¢ im Raum P X P’. Dann
gibt es Punkte a, € P, a, ¢ P, weiter Punkte b, € P, b, ¢ P derart,
daB a, < a < a,, b; < b < b, und daB

Ele=(2y); &, S 2= a4y, by < y < 6,] C 0(0)

Es seien (4, B) und (C, D) Liicken vom Typus ¢, der Eigenschaft,
daB

a4 < (4, B) < ay, by < (C, D) < b,
sodaB transfinite unabzahlbare standig wachsende Punktfolgen im
Bernsteinschen Ultrakontinuum — wir bezeichnen sie
<< B<..<B<..,bh<ypr<y<. <y <. ..
(5 < wl)’ |
¢) Dieser Satz gibt die Losung des Problems von Prof. Cech im topolo-
gischen Seminar vom Jahre 1938: Wieviele Liicken gibt es im Bern-

steinschen Ultrakontinuum?
%) Die entsprechenden Definitionen findet man in 1. ¢. S. 826 und 843.
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existieren, von denen die erste mit der Menge A4, die zweite mit der
Menge C konfinal ist (und beide Punktfolgen sind ahnlich mit der
Folge aller Ordnungszahlen < w,). Die Mengen

E [(2%. y*)] und E[(A B), y4)]

. (<w,
sind im Raum P X P’, daher auch in 0(c) abgeschlossen. In der Tat,
ist namlich z = (2, y) =+ (a4, y¢), dann ist entweder z == zf oder
z = 28 und y = y¢ fir £ < w,. Weil weiter die Liicke (C, D) kein
Element des Raumes P’ ist, existiert immer eine Umgebung des
Punktes z, die keinen Punkt (¢, y¢) enthilt, sodaf
P x P'— E (2, y*)]
f<w,

eine offene Menge ist. In dhnlicher Weise beweist man die Abge-
schlossenheit der zweiten Menge. Diese zwei Mengen sind jedoch

nicht in 0(c) durch offene Mengen trennbar. Tatsichlich, es sei
V C 0(c) eine Umgebung der Menge E [(A B), %)]. Wir wihlen den

Punkt ((4, B), y%) e V. Dann glbt es einen Punkt (a%, y&)e V
derart, daB &, < &,. Wenn wir schon in V die Punkte

(w8, ), (2, yP), . ., (2720, yf2))

von der Eigenschaft & < & < ... < &, definiert haben, kon-
struieren wir nach der Methode der vollstandigen Induktion einen
Punkt (2°2+2, y*2n+1 (folgendermaBen: wir wihlen zunichst
die Ordnungszahl &3,41 > &2, €2n+1 < @, und den Punkt

(4, B), y*2+1) ¢ V. Es ist dann ein Punkt (2'2+2, y*2n+1) ¢ ¥
derart vorhanden, daB &p,.1 < Eopt2.

Bezeichnen wir lim &, = 5. Dann konvergiert die Punktfolge
{a*2}7_; im Raum P zum Punkt 27 und die Punktfolge {y2*—1}7_,
im Raum P’ zum Punkt 7 (in der Tat, der Punkt y7 ist entweder
ein Punkt des Ultrakontinuums, oder eine Liicke vom Typus ¢y,
daher yne P’). Die Punktfolge {(z°2n »*2n—1)17 konvergiert in
0(0) zum Punkt (a7, y7) eO(c) 80 daB die angefithrten Mengen
wirklich nicht durch die offenen Mengen trennbar sind, w. z. b. w.

Aus diesem Satze folgt weiter, dafl die lokale Normalitat keine
.Eigenschaft des Kartesischen Produktes ist, d. h. die Kartesische
Operation muf3 die Eigenschaft nicht erhalten.

Die zweite Bemerkung zum Bernsteinschen Ultrakontinuum.

In jedem geordneten Raum X sind zwei Charaktere definiert.
Es ist dies zundchst der Charakter des Punktes x € X im topo-
logischen Sinne, d. i. die kleinste Machtigkeit des vollstandigen
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Umgebungssystems des Punktes  und dann der Charakter der
Zerlegung X =P 4 () + @, wo P < x < @, den wir als den
Typus des Punktes (der Liicke) bezeichnet haben.

Zwischen dem unendlichen Charakter X; des Punktes z e X
und dem Charakter (wg, w,*) der Zerlegung X = P 4 (z) + @
gilt diese Beziehung: 2 = max (g, ¢). Der Charakter des Punktes ist
daher eindeutig durch den Charakter der Zerlegung bestimmt.

P. Alexandroff und P. Urysohn haben bewiesen,®) daB durch
die Ausfiillung der Liicken aus dem geordneten Raum X ein bi-
kompakter Raum entsteht (da ist es notwendig auch die un-
eigentlichen Liicken (X, #) und (9, X) in Betracht zu ziehen).

Durch Ausfiillung der Liicken im geordneten Raum X #ndert
sich nicht der Charakter der Punkte. In der Tat, ist « ¢ X und sind
dann (4, B) und (C, D) zwei Liicken derart, dal (4, B) <z <
< (C, D), dann gibt es Punkte z, ¢ X, 2, ¢ X, die die Beziehung
(4,B) < #; < * < 2, < (C, D) befriedigen.

Wir haben schon bewiesen, dafl die Punktcharaktere im Bern-
steinschen Ultrakontinuum abzahlbar sind. Fiillen wir alle Liicken
im Ultrakontinuum aus, so hat jeder Punkt z ¢ X, in dem umfassen-
den Raum wieder einen abzahlbaren Charakter. Das ist im Wider-
spruch mit der Behauptung, die die Autoren P. Alexandroff und
P. Urysohn in zit. Arbeit in der Bemerkung unter dem Strich
anfiihren, daB man nimlich durch’ Ausfiillung aller Liicken im
Bernsteinschen Ultrakontinuum durch neue Punkte einen bi-
kompakten Raum mit unabzdhlbaren Charakteren bekommt.?)
Die Verfasser hatten vielleicht im Auge einen anderen Raum,
dessen Konstruktion éhnlich ist wie diejenige dés Ultrakontinuums.
Diese Konstruktion wollen wir hier anfiihren und zwar gleich allge-
mein fiir die Punktcharaktere von reguliren Alefs.

Wir bezeichnen mit 7' einen Raum, dessen Elemente die
transfiniten Folgen von Ordnungszahlen

T =0y, gy v vy gy oo = [og] €T, 00 < w,

sind, wobei w, die regulare Anfangszahl ist. In diesen Raum wird
die Ordnung folgendermaBen eingefiihrt: Der Punkt x = [x;] ist
vordem Punkt y = [f], wenn o, = B, fiir y < &, wogegen ae, < f,
bei ungeradem &, oder &g, > f;, bei geradem & ist.

Die Topologie dieses Raumes ist durch die Ordnung gegeben.
Dieser Raum hat dann die angefiihrte Eigenschaft. Den Beweis
dieser Behauptung teilen wir in drei Abschnitte.

1. Hilfsatz. Jede monotone Punktfolge im Raum 7 hat
hochstens die Machtigkeit X,.

¢) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques
compacts, Amsterodam 1929, S. 52. -
) P. Alexandroff et P. Urysohn, 1. c. S. 54.
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Zum indirekten Be weis setzen wir voraus, daB eine wachsende
Punktfolge existiert (fiir die fallende Punktfolge ist der Beweis
derselbe), die wir

<t << L. (< wet1),
WO
x"——-[oc'le]eT,

bezeichnen. Zu jeder Ordnungszahl ¥ < w, gibt es dann eine Gruppe
0‘1, “2, . ey X9

von Ordnungszahlen < w,, mit der fast alle Punkte 27 beginnen.
Diese Behauptung beweisen wir durch transfinite Induktion. Es
sei 7 << 9. Wir setzen voraus, daB die Aussage fiir alle Ordnungs-
zahlen { < & richtig ist und beweisen ihre Richtigkeit auch fiir z.
Nach der Voraussetzung beginnen fast alle Punkte folgendermaBen

Gpy Ogy o v oy 060 o+« (£ < 7).
Weil die Machtigkeit der Menge dieser fast aller Punkte ¥,4; ist,
wogegen die Koordinate a,” nur die Ordnungszahlen < w, (daher
die Menge der Machtigkeit ¥,) durchlaufen kann, ist eine Koordi-
nate vorhanden — bezeichnen wir sie «, — die ¥,+; Punkten der
Folge {7} gemeinsam ist. Eine solche Koordinate gibt es nur eine,
denn sonst wiren die ¥,4; Punkte 27 vor ¥,4; Punkten 27, was nicht
moglich ist. Damit ist bewiesen, daf fast alle Punkte der Folge mit
der Gruppe
Oy, Olgy o o vy Og

beginnen.

Alle Punkte 27 teilen wir in Klassen nach folgender Regel ein:
Den Punkt 27 reihen wir in die Klasse 7'(£), & < w,, dann und nur
dann ein, wenn £ die erste Ordnungszahl derart ist, daB ag” =+ o
ist. Leicht sieht man ein, dal jeder Punkt genau in einer Klasse
liegt. Da die Machtigkeit jeder Klasse < 8,41, daher < ®,, ist und
weil es solcher Klassen hochstens ¥, gibt, ist die Machtigkeit der
Punktfolge hochstens X, . X, = 8,, was ein Widerspruch ist.

II. Satz. Jeder Punkt z = [x;]eT ist vom Charakter
(e 0)-

Beweis. Wir setzen

@ = [af],

wobei die Koordinaten of durch die Bedingungen o} = g fiir
§< 20+ 1, ady42 > Xoy4 bestimmt sind, sonst sind jedoch die
Koordinaten «} beliebig. Weiter bezeichnen wir

y" = [BZl,

wo Bl = o fir & < 2y, B2,41 > xan+1, wogegen die Koordinaten
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B beliebig sind. Aus diesen Definitionen folgt
<<, <<
P>SyYeE>...>y> ...

und ist ¥ < w,, dann beginnen fast alle Punkte der ersten Folge in
den ersten 9 Koordinaten gleich. Dasselbe gilt auch von der zweiten
Punktfolge. Daraus ersicht man leicht, daB in jedem Intervall
', ) ein Punkt der ersten Folge und in jedem Intervall (z, "y
ein Punkt der zweiten Folge vorhanden ist. Die erste Punktfolge
ist daher konfinal mit der Menge aller Punkte, die < z und die
zweite Punktfolge ist koinitial mit der Menge aller Punkte, die > z
sind.

IIL. Satz. Jede Liicke des Raumes 7T ist vom Typus c,,
oder g, wobei w, eine reguliare Zahl < w, ist.8) Die Liicken-
menge dererstenundauchderzweiten Artliegtim Raum7
dicht.

Die Beweisart dieses Satzes wird ahnlich sein, wie es im Falle
des Bernsteinschen Ultrakontinuums war. Es sei z — [oe] <

<[Be]l =y, wo
T =0, &gy ooy Oy voey Y =g, Oy e vy Py (1),
Es sei w, eine regulire Zahl < w, und es sei ' eine ungerade Ord-
nungszahl, die nach der Zahl 7 ist. Wir definieren die transfiniten
Punktfolgen
<l << ..,
V>yi> . o>y L.
RS2 L <L L (<)
B> >...>0 > <o, < o)
w<ul<...<u<...
>0 > o> v > ..,
wobei
LT = 0y, Kgy + v oy Opy o o o Oy -1, 0,0, ...
Y& =0, Oy e vy By, LM (0 - 7p), £,0, L
=0, 09, 0 v oy Py o lim (Bepr + 1), &0, ...
= 0‘1:0‘2:---:ﬂm'~-,,3n’+1+77:030a o
U= 0y, Koy o o oy Oy v v oy O, 0, &g + £,0,0, . ..
V8= g, gy e ey Oy e O 1, £,0,0, ...
Der Leser iiberzeugt sich leicht, daB durch die ersten zwei
Folgen im Intervall (z, y) eine Liicke vom Typus c,, durch die

zwei anderen Folgen eine Liicke vom Typus ¢,, und endlich durch
die letzten zwei Folgen eine Liicke vom Typus c,, definiert ist.

#) Diese Eigenschaft war schon F. Hausdorff bekannt; vgl. F. Haus-
dorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914, S. 181.
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Es bleibt noch zu beweisen, dafl keine Liicke vom Typus
Cuw = (w,, w,*) existiert, wo w, und w, reguliare Zahlen kleiner als w,
sind. Zum indirekten Beweis setzen wir voraus, daB3 eine solche
Liicke existiere. Diese ist durch die Zerlegung

T=A4+4+B, A<B A+9+B
definiert. Die Menge 4 ist konfinal mit der Folge

<. <n< L., (<o)
21 = [ai]eT
und die Menge B ist koinitial mit der Folge
Pr>y>. >8>, (<o)

Beachten wir die erste Punktfolge. Ihre Punkte teilen wir in
Klassen, die wir durch die transfinite Konstruktion definieren.
Es sei # < w,. Es wéren schon die Klassen T'(1), 7'(2), . . ., T'(), .
und die Gruppe der Ordnungszahlen oy, &y, ..., 00 ..., ¢ <m,
definiert. Wir definieren die Klasse 7'(w) folgendermafen:

1. Entweder sind alle Punkte 27 der Folge in den schon defi-
nierten Klassen eingeteilt und es verbleiben keine weiteren Punkte
— dann definieren wir &, = 0 und 7'(x) bedeutet die leere Klasse.

2. Oder fast alle verbleibenden Punkte haben die z-te Koordi-
nate gleich — existiert sie, dann ist sie die einzige und wir bezeichnen
sie mit «,; in die Klasse 7'(x) reihen wir dann alle verbleibenden
Punkte 27 ein, fiir welche ] == «, ist.

3. Oder endlich existiert keine Menge von fast allen verbleiben-
den Punkten a7 derart, die die z-te Koordinate gleich hatten — und-
dann definieren wir «, = lim 2], wenn dieser Limes existiert,
anderenfalls &, = 0 und in die Klasse 7'(%) reihen wir alle verblei-
benden Punkte ein.

Leicht sieht man ein, daB jeder Punkt a7 — bis vielleicht auf
einen einzigen Punkt [«;] e 7' — in irgendeine Klasse eingereiht ist
und daB diese Klassen disjunkt sind. Tatsachlich, existiert namlich
eine Klasse, die ad 3. definiert ist, dann ist dies selbstverstindlich.
Existiert sie nicht, dann ist a7 = [z}] € T'(n), wo = die kleinste
derartige Ordnungszahl ist, daB z 4 «,. Wir unterscheiden zwei
Fille:

Erster Fall. Es gibt eine Klasse von der Machtigkeit %,. Es
sei 9 die kleinste Ordnungszahl derart, daB3 die Klasse 7'(#) diese
Eigenschaft hat. Dann ist die Zahl ¢ ungerade und jede Klasse
T(L), ¢ < ¥ ist die, welche ad 2. definiert ist. Der Punkt a7 e 7'(#)
beginnt daher in den ersten ¥ Koordinaten folgendermafen:

Oiys Oigs « » 55 O3 » s o Zg (L < B)-
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Da die Machtigkeit der Klasse 7'(&#) gleich ¥, ist, 1aBt sich aus ihr
eine standig wachsende Folge von Ordnungszahlen der Machtig-
keit ¥, herausgreifen. Ohne die Allgemeinheit zu beschranken,
konnen wir voraussetzen, dafl alle Punkte der Folge {27} in der
Klasse 7'(9) liegen. Beachten wir nun die Punktfolge

2>22> . . >8> .., (€& < wyp)
WO '
28 = g, Ggy o vy Oy .y B9y £,0,0, ...

ist. Es ist a7 < 2¢ fiir jedes # < w, und jedes & < w,. Leicht sieht
man jedoch, dafl nach jedem Punkte z e 7', der vor allen 2¢ liegt,
ein Punkt a7 > z existiert. Daher ist die Menge B koinitial mit der
Punktfolge {2¢}, was ein Widerspruch ist.

Zweiter Fall. Es existiert keine Klasse von der Machtig-
keit %,. Da die Punktfolge {27} ¥, (¥, < ¥8,) Punkte enthilt, wo-
gegen ¥, die Machtigkeit aller Klassen 7'({) ist, existiert eine kleinste
Ordnungszahl 4 < w, derart, daB in den Klassen 7'(1), 7(2), .. .,
T), ..., . <9, 8 Punkte der Punktfolge {27} eingereiht sind.
Leicht erkennt man, daB die' Zahl 9 eine Limeszahl ist und dafB
jede Klasse 7T'({), ¢ < @ die ad 2. definierte Klagse ist. Ohne die
Allgemeinheit zu beschrinken, konnen wir wieder voraussetzen,
daB alle Punkte der Folge {27} in den Klassen 7'({), { < ¢ einge-
teilt sind. Nun betrachten wir die Punktfolge

2>22> . .. .>x>.. ., (& < w,),
wo
2 == 0y, gy e Oy e §,0,0, .. (& < wp).
Ahnlicherweise wie im ersten Falle kommen wir zum SchluB, da
die Menge B koinitial mit der Punktfolge {2¢} ist, was einen Wider-
spruch ergibt. » :
Das topologische Seminar der Masaryk Universitit, Brno.

*
Dvé poznimky k Bernsteinové ultrakontinuu.
(Obsah prede8lého &lanku.)

F. Bernstein sestrojil usporadany prostor, jejz nazval ultra-
kontinuem (Math. Ann. 61, 1905, str. 152). Jeho prvky jsou oby-
dejné. nekoneéné posloupnosti

[06,.] == al, az, o o0y Kggy o
kde «y, jsou ordinaln{ éisla prvé a druhé &fselné t¥dy (0 < «, < o).
Uspotadani je definovano podle tohoto pravidla: bod [x,] je pfed
bodem [B,], kdyz o = Bs pro ¢t =1,2,...,k— 1, kdeZto o << fii
pro liché & nebo o3 > fi pro sudé k.
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V predeslém ¢lanku jsou studovdny predevsim charaktery
bodd a mezer v ultrakontinuu. Charakter rozkladu ultrakontinua

Xy=P+2)+Q P<z<@
Xy,=P+Q P<Q P+0+¢

oznadujeme podle obecné definice Hausdorffovy cyq; tento symbol
znamena, Ze mnozina P je konfinalni s regularnim ordinalnim éislem
w, & Ze mnozina @* (jez se lis{ od @ jen inversnim usporadanim) je
konfinalni s regularnim &islem w,.

V &élanku je dokézano, Ze body ultrakontinua maji charakter cg,
kdeZto mezery jsou trojiho typu, a to ¢y, ¢p @ ¢;;. MnoZina mezer
kazdého typu je v ultrakontinuu hustd a ma mohutnost ¥,. Mezery
daji se charakterisovati uréitymi koneénymi uspofadanymi skupi-
nami ordindlnich &isel prvé a druhé &iselné tiidy.

Necht prostor P’ vznikne z Bernsteinova ultrakontinua vypl-
nénim viech jeho mezer typu ¢y a ¢,y a prostor P vyplnénim vsech
mezer vibec. Topologie téchto prostord je definovana jejich uspo-
radanim. Kartézsky souéin P X P’ jest Gplné reguldrni prostor
avSak v zadném svém bodé neni lokalné normalni. Touto vlastnosti
je dana odpovéd (kladnd) na Cechitv problém v Ann. of Math. 38,
1937, str. 843 (On bicompact spaces).

Vyplnime-li viecky mezery Bernsteinova ultrakontinua no-
vymi body, dostaneme opét uspotddany prostor, v némz body
ultrakontinua maji zase charakter cy. Pridame-li pak k tomuto
roz$ifenému prostoru jesté dvé nevlastni mezery, t. j. mezery
(9, Xy) a (X, 9), dostaneme bikompaktni prostor, o némz se zminuji
P. Alexandroff a P. Urysohn ve své knize Mémoire sur les espaces
topologiques compacts, 1929, str. 54 pozn. 1 pod &arou, tvrdice, Ze
charaktery bodi jsou nespodetné. To je vSak ve sporu s tim, co
jsme diive uvedli. Autofi méli asi na mysli jiny prostor, jehoz kon-
strukce je podobnd jako u Bernsteinova ultrakontinua. V ¢lanku
je to provedeno obecné pro regularni mohutnost.

Tesp.

Casopis pro p#stovani matematiky a fysiky. 11 161



Poznamka o kvadratickych formach.
K. Petr, Praha.
(Do8lo dne 10. kvétna 1939.)
Budu uvaZovati k vili zjednoduseni kvadratické formy

o diskriminantu rtizném od nuly. Budiz dina takova forma
ve tvaru (@i = o)

f= Zaikxizk; L, k=12...,n (1)
ik
Diskriminant jeji jest determinant
Ia,-k]; Z,IC= 1,2,...,7&.
Hlavni subdeterminant jeho majici elementy o indexech fadkovych
(a sloupcovych) 4, 4, ..., %, oznadim (4. 4y, . . ., %). Jest tedy
na pf.

‘ %1 %2 | oznageno symbolem (1, 2).

Q1> Ao
Hlavni subdeterminant stupné s-tého obsahujici prvky o vsech
indexech od 1 aZ do s budu znaditi je$té struénéji znakem 4,.
Jest tedy 4, = (1) = ay, 4, = (1, 2), 4, = (1, 2, 3) atd. Pak, jak
znamo, je-li diskriminant (ktery znaé¢ime 4,) rizny od nuly a rovnéz

tak hlavni subdeterminanty A4,. 4,, . .., 4,—, 1ze pievésti danou
kvadratickou formu na tvar
4,X.2 + -AEX; 4+ ...+ A Xy, (2)
Al An—l
ve kterém jsou X,, X,, ..., X, linearni formy proménnych z,, z,,

.. Xy v télese K(ay). Predpokladejme déle, Ze souéinitelé
formy (1) jsou vesmés &¢isla redlna. Pak i soudinitelé formy (2)
jsou ¢isla realna (rizna od nuly). Podet zapornych soudinitela ve (2)
jest pak o¢ividné ddn poétem zmén znaménkovych v radé

1,4,,4, ....4,. - (3)
Pievedeme-li néjakym jinym zpisobem formu (1) na tvar
A, Y2+ A, Y 2+ ..+ A,.T,2 (4)

162



kde Y,, Y,, ..., Y, jsou linearni formy prom. z;, ,, . . ., , s redl-
nymi soudiniteli, jsou 4,, 4,, ..., A, &isla realnd, od nuly rizns
a zapornych jest pravé tolik, kolik jest zapornych &isel v soudini-
telich formy (2). To nam pravé pravi v8eobecné znama véta nazy-
vand zakonem setrvadnosti u kvadratickych forem s redlnymi
koeficienty.*) Formu (4) nazyvati tu budeme kanonicky tvar
formy (1). Poéet zipornych koeficienti kanonického tvaru lze
tedy ustanoviti vyéislenim poétu zmén znaménkovych v fadé (3),
jsou-li oviem vSechna ¢&isla fady (3) rizna od nuly. Rada (3) viak
poétem zmén znaménkovych dava zminéné ¢&islo i tenkrate, jsou-li
nékteré jeji ¢leny rovny nule, jsou-li jenom &leny, jeZz s nimi (se
¢leny rovnymi nule) sousedi v fadé (3) od nuly rizny (jakoz obecné
znamo). V nasledujicim pak chei ukazati nejprve, Ze i kdyz jsou
dva sousedni &leny rovny nule, lze vhodnym poéitanim zmén
znaménkovych dospéti k cili fadou (3). Pak totiz, je-li ve (3) tako-
vyto sled
a,0,0,b,

kde a, b jsou nuly razna &isla, pak éitati jest pii tomto sledu dvé
zmény znaménkové, jsou-li @, b stejného znaménka; jednu
pak zménu, jsou-li protivného znaménka. Ba lze i v piipads, Ze
1 vice po sobé& nasledujicich ¢lenii fady (3) jest rovno nule, nalézti
adelné prostiedky, jak na zdkladé (3) lze vydisliti podet zdpornych”
soudiniteli. Provedu v nésledujicim piislu§né avahy jesté pro
piipad, Ze 3, 4 a 5 po sobé nasledujicich éleni fady (3) jest rovno
nule.

I.

Formu (1) Ize, jak znamo, ortogonélni substituci prevésti na
tento kanonicky tvar

MZ2 A+ 22+ ...+ AnZy?,
kde 2; jsou kofeny rovnice
|aik—16ik|=0;i,k=1,2,..,n, (5)
0 =1, 0y = 0 pfi 7 =+ k.
Podet zapornych koeficientti ve (4) jest tudiz (podle zakona setr-
vadnosti) téz dan podtem zapornych kofend rovnice (5). Jelikoz
pak tyto kofeny (které jsou viecky reilné), jsou vesmés od nuly
rizné (ebot 4, = 0) a jelikoz kofeny jsou spojité funkce soudini-
teli, ma i na pi forma

f 22,:,(1'&%1:1;. k=12 ...,mn, (1)
%

*) Vyvody, jeZ v tomto &lénku jsou podavany, lze bez potiZi rozsifiti
na formy Hermitovy (v nichZ a; a a;; nejsou &isla stejné, nybrZ komplexn&
sdruZend).
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kde

@ik = @ix + ebix, bix = b (6)
stejny podet zapornych koeficienti ve svém kanonickém tvaru,
je-li oviem ¢ dosti malé; budeme struéné rikati, je-li ¢ neko-
neéné malé. Tak soudasné vyhovime i jinym p¥ipadnym podmin-
kam pozadujicim, aby & bylo dosti malé. Pfi nekone¢né malém e
znaménko mnohoélenu

Ciet + Cip18FT + cigo8 T2 4 ..., ¢ F0

souhlasi se znaménkem é&lenu c;¢f, ¢lenu nejnizstho stupné v ¢ od
nuly rtzného. Nahradime-li pak v Fadé (3) &isla ay &isly a'i
podle (6), dostaneme Fadu

LAY Ay, .. A (3)

jsou-li pak by voleny tak, aby Zadny z &lenu této fady nebyl rovny
nule, dostdvame spoéténim zmén znaménkovych v (3’) hledané
¢islo. Volbu &isel by 1ze viak vzdy tak provésti; stadi na pr. klasti
bi =1, by = 0 pfi ¢ = k. Za predpokladu takovéto volby a za
piedpokladu, Ze A4, &0 jest dale pocet zmén znaménkovych
v fadé :
1,4, 4%, ..., A%; sign A4’, = sign 4,

roven poétu zapornych koeficientii v kanonickém tvaru piislusném
k f,, kde f, jest kvadratickd forma plynouci z f, klademe-li v této
za proménné Z,y1, Trig, Lris, - . ., &y, vesmés nuly. Podet zapor-
nych koef. v kanonickém tvaru k f, oznaéime P,; pak jest
potet zapornych koeficientd v (4) oznaéen P,. Dale budiz
Ay4s 0. Potom bude podet zmén znaménkovych v fadé

Alr, A’r+1, Alf’_;_g, . oy A’r+87 Sign Al1+s == Sign Ar+g (7)
rovny P,;;— P, (jsou-li b’y voleny, jak svrchu piedpokladano).
Predpokladajice stile 4, 0, 4,,s + 0 provedme postupné
tyto zmény
a'x = Qix + &Ck, Cik = Cki, (8)
€ ,,nekone¢énd malé‘,
‘ a"s = @'y + &by, bix = b
. Pii tom é&isla ¢y volme tak, aby byla viechna rovna nule,
jichz oba indexy nejsou uvnitt intervalu (r, r - s), zbyvajici ci
%a,k tak, aby A'yi1, A'vi2, . . ., A'r1s—1 byly vesmés rizny od nuly.
e takova volba jest vidy mozna, to vyplyva z okolnosti, Ze obéma
podminkam hovi na pt. tato &isla ¢y = lpros =r + 1,r + 2, ...,
r + s— 1, ostatni cg = 0. Cisla by pak volime tak, aby zadné
z Cisel
1,4", 4%, ..., 4", (8)
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nebylo rovno nule (coz jak svrchu vytéeno, jest vidy mozné). Pii
tom jest _

sign A’y =sign A"y prok=r,r+ 1L r+ 2, ...,7r+s;

nebot A’y jsou polynomy v & stupné nejvys s — 1 a zavedenim a”y
misto a’y, éimz piejde A’y ve A":, se nemohou zméniti souéinitelé
pii &%, kde &k < s. Dava tedy fada (7) &islo Py, — Py, jsou-li a's
dany vztahy (8). Staéi tudiz, abychom dospéli na zdkladé Fady (3)
k stanoveni &isla P,, rozdéliti fadu tu na Gseky, v nichZ krajni
élenové jsou rizny od nuly, vnitini pak jsou vesmés rovny nule;
obecné pro takovy usek tedy plati

Ar. Ar+1: 0. A,-.,_g = 0, vt tey Ar+s—l = 0. Ar+3;
pfi tom
4; +0, 4y45 + 0.
Pak pro jednotlivé Gseky vypoéisti na zakladé substituce (8) éislo
Pr+s - Pr-

V naésledujicim odstavci zevrubné vylozim, jak lze v nejjedno-
dussich prlpadech (s = 2, 3, 4, 5) postupovati, abychom zjistili,
kolik zmén znaménkovych ‘sek takovy zastupuje pri vyéislovani Py
fadou (3).

11
1. s = 2. V tomto pipadsé mame
Ar :F Ov AT+1 == O,- AVT+2 :*: 0.

Nahradme a,.1,,+1 vyrazem a, 1,41 + ¢; ostatni a;; budteZ beze
zmeény.

Ny = Ay, Ayps1 = ey, Apsg = Arys + elss0)e

Znaménka &isel A',. A, 1, A’y o pFi nekonedné malém ¢ jsou tedy
dédna &isly

4., ed,, Ay yo.
Pocdet zmén znaménkovych v této fadé éisel od nuly riznych dava
P, s — P,; avSak prostiedni élen m4 znaménko z4vislé na znamén-
ku &isla &; abychom dostali pro P, — P, islo nezavislé na e,
jest nutno (a post.), aby 4,, 4,12 méla znaménka protivna. V p¥i-
padé s = 2 zastupu]e tedy Gsek jednu zménu znamén-
kovou, jak obecné znamo. Zaroveni jest tady prokdzéno, Ze je-li
v fadé po sobé& jdoucich hlavnich subdeterminantt symetrického
determinantu, jeden rovny nule a oba sousedni od nuly rizny, Ze
tyto sousedni maji protivnd znaménka.

2. s = 3. Tu mame

AT + 0: A1‘+1 = O: AT+2 = 05 Ar+3 :i= 0.
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V tomto p¥ipadé volime nejprve

’ - ’
Aril,r+2 = Qril,re2 + & Qri2,r41 = Gri2,7+1 T+ E.
Tu dostaneme

Ay =4, £ 0, Alr-i-l—Ar-}-l—O A7+2=_82Ar:
A'rys = Ari3 + &(...). (m)

Oznadéime-li totiz minory, které patii v 4,42 k aiy znakem Ay, jest
Ariori2dritrir— A% p1,r40 = Ary2d, = 0

a ]ellkOi A,-+2_7+2 = Ar+1 = 0, jeSt i .A'+1'f+2 = 0. Red‘ukuje se
tedy fada (m) na fadu
Ar# O,' - 6241,., AT+3

obsahujici jesté jednu nulu, jez bychom také mohli odstraniti
(na pf¥. zavedeném a’yy1,y+1 = Gri1,r+1 + €8). Av8ak od provadéni
této substituce, jez znaménka ¢lent od nuly riznych neméni
mozno upustiti, staéi, mame-li védomi, Ze i posledni nulu mtzeme
odstraniti, nebot na znaménku é&lenu zastupujictho nulu nezavisi
tu odividné hledany podet zmén zn. Zastupuji tedy éleny

4, = 0, Ar+l =0, Ar+2 =0, Ar+3 +0

dvé zmény znaménkové, jsou -li 4,, A, 43 stejného znamén-
ka, a jednu zménu znam., jsou-li A,., Ay 43 protivného zna-
ménka.

K vysledku tomuto muZzeme jesté jednodussi cestou, jiz uzi-
jeme i pFi s = 4, 5, 6, dospéti; cesta ta ma nad to vyhodu, Ze ne- -
pouziva vét o determinantech, jez byvaji dasto malo piehledné.
Volime

@'y 41,r+1 = Qri41,r+1 + & ostatni a’y rovny ag;.
Pro struénost oznadime ten hlavni subdeterminant diskriminantu

Ay, ktery obsahuje v hlavni diagonile vedle prvka hlavni diago-
naly v A4, jedté prvky ai;, ag, . . . znakem
[, &, ....]

Pak po ulinéné pravé volbé dostavame (je-li 4,11 = 4,42 = 0)
4’ = Ar, Al'r+1 = ¢ed,, A’r+2 == 3[7' + 2]a A'r+3 = Ar+3 + 8()
Neni mo#no, aby za uéinénych predpokladu (4, == 0, 4,45 == 0)
bylo [» + 2] = 0; nebot’ pak by &isla e4,, 4,3, od nuly rizna a sou-
sedici s ¢[r + 2], méla protivnd znaménka a znaménko é&isla 4,3
by bylo zéavislo na e. Jest tedy [r + 2] # 0 a Fada davajici zna-

ménka jest
Af: EA,-, 8[7 + 2]’ Ar+3-

Mé-li potet zmén znaménkovych v této Fadé &isel od nuly riznych
byti nezévisly od ¢, k tomu jest nutno a post., aby-sign [r 4 2] =
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= — sign 4, 5. Tak obdrizime, bereme-li ¢ kladng&, koneén& fadu
Ar, - Ar+3, Ar+3

aneb fadu déavajici tyz vysledek
Ay, — A, Ay 3;

coz se shoduje s vyrokem svrchu odvozenym.

3. s = 4. Nyni uvaZzujeme fadu
4, 0, 4,41 =10, 4,42 =0, 4,,3=0, dy14 F 0. (u)
Jako v piipadé s = 3 volime
@'y 1,741 = @ri1,741 + &, ostatni a’y jsou rovny ax.
Tu dostaneme

Ay = Ay, Apyy = g4y, Ay po=g[r+ 2], A'ry3 = &[r + 2,7 + 3],
: A g = Arya + &(...). ‘

Je-li [r + 2] =+ 0, jest i [ + 2, r + 3] rizno od nuly; nebot kdyby
bylo [r + 2, 7 4 3] rovno nule pfi [r + 2] = 0, bylo by znaménko
A, 44 podle posledni fady protivné znaménku &isla ¢,[r 4 2] a tedy
zéavislo na znaménku &isla ¢,. Déle jsou v posledni fadé nejvyse dva
dleny rovny nule, takze fada ta na zakladé vysledkt pro ¢ = 3, 2
ndm ddva snadno ihned hledany vysledek.

a) Bud nejprve [r + 2,7 4+ 3] & 0, pak sign [r 4 2,7 4 3] =
= — sign A, 14, nebot podet zmén znaménkovych jest nezavisly
na znaménku ¢,. Volime-li ¢, kladné, obdrzime fadu

Ah [/’- + 2]’ - A7+4’ Ar+4-
b) Budiz [r + 2,7 4+ 3] = 0, pak i [r + 2] = 0; dospivame
i oA Ay, 44, 0,0, Ay 14,
jiz podle vysledku pro s = 3 lze nahraditi fadou
Ah BA'; - EAT) Ar+4,

ze které nasleduje, jelikoZ podet zmén jest nezavisly na znaménku ¢,
ze v tomto pripadé sign A, = sign 4,4, éimz ziskdvame koneénd
fadu o 2 zménach znaménkovych.

Méame tak v kazdém piipadé: Usek Ay, Apiy, Apio, Aris, Aria
spliiujici podminky (u) zastupuje tolik zmén znaménko-
vych, kolik jich obsahuje fada

Ay, [r + 2], — Ay 44, dr 14

V této fadé, je-li [r + 2] = 0, maji &leny sousedni s &lenem [r + 2]
protivna znaménka (t. j. sign 4, = sign 4,44).

4. s = 5. Postupujeme uplné stejné jako v pifpadé s =4
a nahradime fadu
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A4y 0, 4p1y = Ao = Apys = Ar 14 =0, 4y 15 + 0 (v)
fadou
A’r == Ah A’7+1 = EIAT; A’T+2 — el[r + 2]7 AIT+3 == 81[7' + 27 r + 3]7
A'7+4 = 81[7‘ - 2, r + 3, r + 4], A’r+5 = A1+5 + 81(...).
Jenom tii ¢leny v této fadé mohou byti rovny nule a vystadime
tudiz pii vypoétu P,.5— P, s vétami ziskanymi pro s = 2, 3, 4.
a) [r+4 2,r + 3.7 4+ 4] = 0; paksign[r 4 2,7 + 3,7 4 4]=

= — sign 4,45*) a mame Fadu (volice ¢, kladné, nebot v dusledku
pravé vytéeného vztahu jest podet zmén zn. nezavisly na ¢,)

Ar, [T + 2] [7' + 2, r + 3] = A7+5, A7+5.

V této radé oba prostiedni ¢leny, je-li jeden z nich anebo oba rovny
nule, jest nahraditi (v dasledku pro s = 2, 3 ziskanych pravidel)
&islem — A, anebo 4,5 (oboji nahrada vede k témuz vysledku).

b)[r+2r+3,r4+4]=0,[r+ 2,7+ 3] =0; je-li [r + 2,
r + 3,7 4+ 4] = 0, nemize byti [ + 2,7 4 3] rizno od nuly (viz
svrchu piisl. Gvahu pro s = 4). Budiz déle [r + 2] 4 0. Pak mame
fadu

4,, €1An glr + 2], 0,0, Arys.

jiz podle vysledku pro s = 3 nahradime fadou &isel od nuly riznych
Ar, 81A1-, 81[7' + 2]. e 81[7' + 2], Ar+5.
Jelikoz podet zmén znaménkovych v této rfadé jest nezavisly na

znaménku ¢&isla ¢, jest sign [r + 2] = sign 4,45 a tak mame na
konec tuto fadu p#i g kladném

Ar, Ari5. — Aris. Arys (w)
davajici 2 resp. 3 zmény znaménkové.
e)[r+2,r+3,r+4]l=[r+2,r+3]=[r+ 2]=0.
Obdrzime fadu
A,, GIA,- = A’r.q. 1, 0, 0, 0, A,-+ 5.

V tomto pfipadé muzZeme s vyhodou pouZiti substituce

a,r+i,r+i = Qrii,r+i T & 1=1,2
ostatni @'y = aj. Tu dostaneme pro prvé t¥i éleny rady 4',4; tyto

vysledky
A’ r = Ar, A’ r+1 = EIA,-, A r42 = 81£2Ar.
Tyto t¥i éleny poskytuji pii vhodné volb& znamének u ¢, &, dvé
zmény a pii jiné volbé 2 sledy znaménkové. Zastupuje tedy rada
' *) Nebot [r+2,7r+3, r+4L [r+ Lr+ 2,7+ 3, r44), [r+1,
r+2,r+3,r+4+4,r+ 5] ]sou t¥i po sob& néasledujici hlavni subdetermi-
nanty a prostfedni jest rovny nule.
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A.4; aspoll 2 a nejvySe 3 zmény znaménkové a jest podet zmén
znaménkovych dan opét Fadou (w), jiZz ostatné muzeme nahraditi
sl Ay — Ay — Brss, Aps. (W)
Lze tedy uzavirati celkem: Rada (v) zastupuje tolik zmé&n
znaménkovych, kolik jich jest v fadé

Ay [r 4 2], [r + 2.7 + 3], — Apy5. Arss.
pfi ¢emz, je-li jeden nebo oba ze élent [r + 2], [r 4+ 2, 7 + 3]
rovny nule, jest oba ty éleny nahraditi éislem — 4, (anebo
éislem A4,.5).

Muzeme vysledek tento vysloviti téZ struéné takto: Rada (v)
zastupuje bud 2 anebo 3 zmény znaménkové, vyjma v piipa-
dé, kdy sign [r + 2] = -sign 4, = — sign [r + 2, r + 3] =
— sign 4,45, kdy pocet zmén znaménkovych jest 4, a v piipadé,
kdy sign 4, = sign [r + 2] = sign [r + 2,7 + 3] = —sign 4,45,
kdy podet zmén znaménkovych jest 1.

II1.

V tomto odstavei ponékud struénéji naznaéim vySetfeni pii-
padu s = 6, pii demZ jasné vysvitne, jak lze v pFipadech dalSich
postupovati, a zaroven objasnim nékteré dalsi obraty p¥ibliZujici
nas k definitivnimu vysledku. BudiZz tedy

Ay =0, Apyy = Ao = Apys =By = 4445 =0, Ady16 0.
Zavedeme
@'ri1,r41 = Qry1,r41 + &, ostatni a's = ai.

Pak dostaneme pro A4’,, 4’441, ..., A'+16 po Tadé tyto hodnoty
A, e d,, &lr + 2], g[r + 2,7 + 3], g[r + 2,7 + 3, r + 4],
El[r + 2.- r + 3,7' + 49 r + 5]7 A7+6 + El("')’

V této radé podet dlent, které mohou (g pokladame za nekoneéné
malé, od nuly rizné) byti rovny nule, jest 4. MaZeme tedy v di-
sledku toho, co jsme v piedch. odst. podah dospéti na zakladé

vét odvozenych ziskati é&islo P, g — P

Nejprve mozno opét tvrditi, Ze dlen predposledni jest riizny
od nuly, je-li élen tieti od konce razny od nuly; dale, Ze sign [r + 2,
r+3,r+4,r+ 5] = —sign 4,46 je-li predposledni élen == 0.
Budeme pak probirati postupné jednotlivé moznosti se vyskytujici.

a) [r 4+ 2,r 4+ 3,r + 4,7 + 5] 0. Pak v dusledku toho co
bylo feéeno mame dano &islo P, s — P, podétem zmén znamén-
kovych v fadé (sign ¢, budiz + 1)

An [7' + 2]’ [7' + 2: r + 3]7 [r + 2: r + 35 r + 4]; - AT+6> .A7‘+6-
V této fadé muze kazdy jednotlivy ¢len ze ¢lenti na misté druhém,
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tietim a étvrtém byti roven nule (sousedni maji p¥i tom znaménka
protivna, jsouce od nuly rizna). Avak i dva ¢leny po sobé nésle-
dujici z onéch ¢lentt mohou byti rovny nule. Nebot podle toho, co
bylo uvedeno pro s = 3, stadi, je-li na p¥.
[r+2l=[r+2r+3]=0[r+2,r+3,r+ 4] +0,
nahraditi ¢éleny na misté 2. a 3. vyrazem — 4,. Obdobné, je-li
[r+210[r+2r+3=[+27r+3r+4=0
nahraditi éleny na misté 3. a 4. vyrazem 4, .
Zbyva tedy jenom vySetriti piipad, Ze by vSechny tii &leny
na mistech 2., 3. a 4. byly rovny nule, coz provedeme pozdé&ji.
b)) r+2,r+3r+4r+51=0,[r+ 2 r+ 3,r+ 4]=0,
[r 4+ 2,r 4+ 3] == 0. Tu nejprve pfeménime pfirozeny porad indexu
u a; tim, Ze misto poradu
rr+1,r+2r+3,r+4r+57r-+6,
volime porad
r,r+2,r+3,r+1,r+4,r+ 5, r -+ 6,
¢imz se fada A4,;; zméni na fadu
A, [r + 2, [r + 2,7 + 3], drss, Aris, dris, sAr e

Usek této fady ohraniteny &leny [r + 2,7 + 3], 4,46 od nuly
riznymi mé podle pfedpokladu v8ecky vnit¥ni éleny (poétem 3)
rovny nule. UZijeme-li tedy vé&ty odvozené svrchu pro s = 4, mame
ihned déno P,.¢ — P, poétem zmén znaménkovych v fadé

Af: [1' + 2]> [7‘ + 23 r+ 3]’ [7’ + 27 r + 3’ r+ 4]: - Ar+6, Ar'+6§

avak [r+4 2,r+ 3,r+4]=0 a tedy sign(r+ 2, 4 3] =
= sign 4,1, ¢imZ se ta fada redukuje v fadu

Ay, [r + 2], Ar 16, — Arte, dr s,
ktera dava pottem zmén znaménkovych P,.¢— P,; [r + 2] neni
tu rovno nule, jsou-li 4,, 4,6 stejného znaménka.
)[r+2 r+3, r+4 r+5l=r+2, r+3, r+ 4] =
o =[r+2r+3]=0[r+2] 0.
Tu volime tento pofad indexii
r,v+2,r+1Lr+3,r44,r+85,¢r+4 6
a dostaneme misto fady 4,., fadu '
Ay, [# 2], Aria, Arys, Aris, Aeis, deve.
Pouzijeme-li pak véty pro s = 5 mame misto _
[r + 2], Art2, Ari3, Aria, Aris, Arse
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(ve kterémzto tseku 4 vnitini &leny jsou rovny nule) fadu

[r4+2L[r+ 2,743l [r+ 2,74 3,7 + 4], — Ar16, dr+e,
kterouz jest nahraditi (jelikoz druhy a tieti ¢len jsou rovny nule)
fadou

[r + 2], 4r+e6, — dr+6, drie
&imz dosp&jeme v uvazovaném pi¥ipadu k fadé
A, [r + 2], drt6. — Aris, drts
jez se shoduje s fadou ptipadu b).

d) [r+ 2,4+ 3]=0, [r + 1, + 3] = 0. Pripad tento uva-
Zovati jest Géelno, aby se zkratily ivahy nasledujici. Tu zavedeme

Copiyrii = Bryieri+ &, ¢=1,23;
ostatni @’y necht jsou rovny a.;. Prvni étyii éleny fady 4’4 ; budou
Ay, 814, &[1 + 2] + e84y, g165[r + 3] + &185[r + 2] + &165834,.

Necht jest nejprve [r + 2] == 0. Poslednimu ze &tyi vypsanych
¢lent muZeme vhodnou volbou znaménka &isla e; dati libovolné
znaménko (pii éemz znaménko piedch. élenii se nezméni). de-li
dale mgn [r 4+ 2] =sign 4,, lze vhodnou volbou znamének pii ¢,, &g
dociliti, Ze ve ctyrech ¢lenech vypsanych se vyskytuji 3 sledy a pii
jiné volbé 2 zmény znaménkové. V celé fadé A4, j =0,1,...,6
se tedy vyskytujf aspoii 2 zmény a nejvys 3 zmény; i mame, ]esthze
4, mé stejné znam. jako 4,46, 2 zmény; ma-li protivné, 3 zmeény
znaménkové. Stejné, je-li sign [r + 2] = — sign 4,; tu jsou v celé
fadé A’y ; bud 4 anebo 3 zmény znam.

Koneéng, je-li [r + 2] = 0 a [r + 3] = 0, ziskdme vysledky,
které vyplyvaji z predchazejicich, zaménime-li [r + 2] s [r + 3].
Je-li pak [r + 2] = [r 4+ 3] = 0, mame stejnym zplisobem pfi
vhodné volbé znamének u e, &, & bud tii sledy anebo 3 zmény
znam. a tedy v celé fadé jsou pfesné 3 zmény (a nutné sign 4, =
= — sign A,-H}).

Shrneme-li vysledky pravé odvozené, obdrizime vétu: Jestlize
v piipadé s = 6 jest [r + 2,7 + 3] =0a[r + 1,7 + 3] = 0, pak
fada 4,45, 7=0,1,..., 6 zastupuje pii [r + 2] = 0 podet zmén
znaménkovych dany poétem zmén v radé piipadu b), t. j. v Fad&

Af’ [T + 2]) A"+6’ - A'+6, A1‘+6;
je-li v8ak [r + 2] = 0, pak v této radé jest nahraditi [r + 2] éislem
[r + 3]. Jsou-li [r + 2] i [r + 3] rovny nule, jest sigh 4, = —
—sign 4,46 a &len [r 4 2] Ize v Fadé vypsané potladiti.
Véta praveé ziskand ma pro nas vyznam proto, Ze v nésl. pfipa-
dech dosud nevyreignych muZeme se omeziti pfi [r 4 2] = 0,
[r + 2,7 4+ 3] = 0 na predpoklad [r + 1,7 4 3] = 0.
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Lze jeSté poznamenati, Ze pii [r + 2] = 0 a pii sign 4, =
= — sign 4,4 zastupuje fada 4,,; v piipadé s = 6 vidy 3 zmény
znaménkové, nasledkem ¢ehoz muZzeme vedle [r + 1,7 + 3] 0
v nédsledujicim také predpokladati, Zze A4, 4,.6 maji stejni zna-
ménka.

e)[r4+2]=0,[r+2,r+3]=0,[r+ 2,7+ 3,r+ 4]=0,
[r 4+ 1,r+ 3] 0.

V tomto pripadé stadi pfeménit pofad indexd v nésledujici
rr+1Lr+3r+2r+41r+5r-+ 6.

Piislusna fada 4,;; se zméni v nasledujici

4,0, 4,41 =0, [r+1,r+ 3], Adpy3=0, A;p s =0, A5 =0,

7+6,
jez se rozpada ve dva useky: v prvém s = 2, v druhém s = 4.
Uzijeme-li na tyto tseky vét odvozenych, mame ihned (se zietelem
k tomu, Ze z napsané Fady vyplyvd, %e sign[r + 1,7 + 3] =
= —sign 4,) tento vysledek: V pripadé e) zastupuje fada 4,.;
potet zmén znaménkovych dany poétem zmén znam. v fadé

AT: - AT# [r + ]-5 r + 39 r + 4], - A?‘+6~ AT+G;

v piipadé, Ze sign 4, = sign 4,,¢, nemize [r + 1,7 + 3,7 + 4]
za udinénych predpokladi byti rovno nule.

Prenechavam ¢&tenafi, aby na zdkladé avah vyderpavajicich
viecky mozZnosti vzhledem k ¢&islam [r + 2], [r + 2,7 -+ 3],
[r+2,r+3,r+ 4], [r+2,r+ 3,7+ 4,r + 5] sestavil si pie-
hledné pravidlo pro s = 6; jenom podotykam, Ze, je-li jedno (anebo
vice) z uvedenych &isel rovno nule a zaroven sign 4, = — sign 4,6,
vidy jest P, ¢ — P, = 3.%)

*) Podnét k napséni tohoto éldnku dalo_mi pojednéni p. R. Kostéla
,»Podminky pro stabilisaci kmitt spfaZenim‘‘ Cas. 68, str. 50, ve kterém se
autor zabyvé signaturou kvadratické formy zgi +5—2h; Ay Autor vSak
nespravné. usuzuje, %e soudet &tverch

. AP+ AP+ .. 4 A2
jest &islo od nuly rizné, adkoliv A4,, 4, ... jsou ¢&isla komplexni (viz na

str. 51, dole). Odvozuje na zékladé toho v&tu, ¥e v ¥ad& hlavnich sub-
determinantti patficich k jeho kvadratické forms

1, 4,, 4, 4, ...
ve kterém na p¥. 4, jest rGzné od nuly, vSecky 4 » kde k < 7, jsou rovnéz

rizny od nuly. Ze tato v&ta jest nespravna a %e miiZe v autorov® pripadu
dokonce i n&kolik po sobs jdoucich hlavnich subdeterminantt byti rovno
nule, mohl se p. autor pfesvédéiti na zcela jednoduchych prikladech. Kdyby
na pf. si byl vzal za zaklad rovnici s

A4+1=0
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Remarque sur les formes quadratiques.
(Extrait de Particle précédent.)

L’auteur envisage une forme quadratique
_Ekzaikxixk, i, k= 1,8, .. (] (a,;k = ak.-)
&

a coefficients réels. 1l fait voir comment on peut employer la suite
des sousdéterminants principaux

1,4, 4, ... A4, (1)
du discriminant
Anz [aikl, 1:,]02 l,2,3,...,n,

au calcul de la signature de la-forme quadratique dans le cas,
ol le discriminant 4, est différent de zéro. Ici on a posé

Ay =lagl, j,1=1,2,3,...r.

Si la suite (1) n’a que des termes différents de zéro, le nombre des
variations de signes y contenu est égal au nombre des carrés
négatifs de la forme canonique

A X2 A+ A X AL+ AnXy?

dans laquelle la forme considérée peut étre transformée. Cette chose
reste valable méme dans le cas, ou des termes particuliers de (1)
disparaissent pourvu que les termes voisins d’un tel terme dispa-
raissant soient différents de zéro. Ce sont des choses bien connues.
L’auteur indique une méthode par laquelle on peut calculer au
moyen de la suite (1) le nombre des carrés négatifs dans la forme
canonique méme au cas, ou s termes consécutifs de la suite (1)
disparaissent et il traite en détail les cas s = 2, 3, 4, 5. Par exemple,
si deux termes consécutifs de (1) sont égaux a zéro, c’est-a-dire si
la suite (1) contient une tranche suivante

Ar + O, Ar+1 = 0: A1‘+2 = O; Af+3 + 0:
il suffit de remplacer cette tranche par la tranche
AT’ - Ar; Ar+8;
dont les termes sont différents de zéro.

o kofenech 1;, Ay, A5, Ay, A, A, dostal by (s, = AY¥ A 4., 4 A5
diskriminant

6, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, —6
0 0, 0, 0, — 6, 0
0, 0, 0, — 6, 0, 0
0, 0, — 6, 0, 0, 0
0, — 6, 0, 0, 0, 0

Radu hlavnich subdeterminanté zastupuje fada &isel
1, 6, 0, 0, 0, 0, — 6°.
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CAST FYSIKALNI.

Une méthode de la détermination du coefficient
batistique et de la portée.
Konstantin Hladky, Brno.
(Doslo 22. srpna 1938.)

La question d’existence d’une liaison simple entre les éléments
du tir est toujours actuelle. Les résultats des recherches expéri-
mentaux donnent une bonne image du changement de ces élé-
ments; ce sont les tables numériques ou grafiques (abaques).

Nous prendrons pour la fondation de nos considérations les
abaques numériques. Nous tacherons de les transformer et de
regevoir une liaison la plus simple. Nous pouvons prendre, par
exemple, pour la base la portée pour 'angle de tir &« = 40°, que
nous signerons z,. On peut représenter toutes les autres portees
par .

Pour cela nous nous borderons, au commencement, dans nos
considérations pour les coefficients balistiques 104 ¢ sur l'intervale
10% ¢ = 4 jusqu’au 10% ¢ = 8. On peut construire une table numéri-
que I en utilisant la formule

T "% 100 =N
T40
pour différentes valeurs de la vitesse initiale v.

Si nous aditionnous dans la table I les valeurs N et 10%c
pour la méme valeur de I’angle «, nous verrons que les sommes
restent presque constantes pour toutes les valeurs de c.

Par exemple, pour &« = 5°, v = 1000 m/sec, 10%¢c = 4, 6, 8
nous recevrons: 62,42; 62,37; 62,35; ou en général

T — %= 100 4 10%¢ — const. (1)

Zso
pour la méme vitesse initiale et I'angle «.

L’équation (1) donne une liaison trés remarquable et indique,
que le coefficient balistique est en liaison linéaire avec la portée.
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Table I.

N pour la vitesse v
o 10%¢ :
1000 m/sec | 800 m/sec | 600 m/sec | 400 m/sec
4 58,42 62,06 66,17 74,76
5° 6 56,37 60,11 64,09 72,70
8 54,35 58,16 62,51 71,30
4 42,70 45,30 50,08 56,45
10°| 6 40,41 43,43 48,00 54,03
8 38,07 41,54 46,11 51,85
4 35,59 33,14 36,32 40,26
15°| 6 29,46 31,30 34,15 38,48
8 26,87 29,33 32,34 36,47
4 22,39 23,22 25,16 28,58
20°| 6 20,26 21,04 22,65 26,78
8 18,17 19,16 21,43 24,36
4 15,07 15,29 16,24 17,80
25° 6 13,75 13,96 14,54 16,38
8 10,85 11,44 12,91 14,89
4 8,39 8,51 8,80 10,42
30°| 6 6,72 6,96 7,42 8,51
8 5,34 5,62 6,40 6,55
4 4,42 4,39 4,36 3,40
35° | 6 3,25 3,09 2,41 2,79
8 1,89 1,56 1,94 2,28
Table II.
N + 10%¢ pour la vitesse:
&
1000 m/sec | 800 m/sec 600 m/sec 400 m/sec
5° 62.5 66,3 71,7 78,8
10° 46,5 49,3 54,0 60,5
15° 35,5 37,1 40,3 45,3
20° 26,5 27,2 29,1 32,6
25° 19,0 19.3 20,2 21,8
30° 12,4 12,5 12,8 13,4
35° 7.5 7.4 7.4 7.4
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La méme équation (1) permet recevoir plus vite la valeur
de ¢ sur la base de z,, et x,. Pour ¢a on peut se servir d’une table
numérique II transformée ol se trouvent les valeurs de N +
-+ 104 ¢ = const. et de la table III, ol on trouve les valeurs de
la portée pour &« = 40° et pour une vitesse initiale v m/sec.

Table II1.
La portée pour « = 40°.

10%¢
v

1000 18 710 14 290 11 610
800 15 630 12 285 10 200
600 12 500 10 175 8 750
400 9185 7 875 7020

Sur la base de ces relations on peut aussi solutionner la con-
struction des appareils de pointages du canon quand la vitesse
initiale change beaucoup avec chaque coup. Pour cela il faut
prendre en considérations les lignes horizontales de la table II
et designer une courbe, sur laquelle marche ’appareil.

*

Zpisob stanoveni balistického koeficientu a dosttelu.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Autor na zakladé numerickych tabulek pro dostiel zjistil
vztah mezi dostfelem pii 40° a dostfelem pii ndméru mensim -
a odvodil vztah

Tyg— &
240 7% 100 4 10%¢ = const.,
49
coz umoziiuje -pii stfelbé v terénu rychlé zjisténi balistického
koeficientu, t¥ebas pii zasilce nového stieliva. Zaroveni poukazuje
na moznost pouziti tohoto vztahu ke konstrukeci zaméfovaéi.
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Sur une méthode approximative de compensation
des fonctions empiriques.
Zdenék Horak, Praha.
(Regu le 19 décembre 1938.)

La solution du probléme de la compensation des fonctions
empiriques par la méthode des moindres carrés présente 1’incon-
vénient d’un calcul numérique laborieux. C’est pour cela que I'on
a imaginé plusieurs méthodes approximatives plus faciles & utiliser.
Dans le présent mémoire, je me propose de traiter une nouvelle
méthode approximative du calcul des compensations des fonctions
paramétriques que j’ai déja appliquée aux résultats de mes mesures
relatives & la conductibilité thermique et & la viscosité en fonction
de la température. La méthode se révela commode et suffisamment
Pprécise.

1. Principe de la méthode. Considérons une quantité x fonction
de la variable ¢

z=ft,a,a,... a) (1)

dans laquelle ay, a,, . . ., a, sont des paramétres de valeurs incon-
nues. Pour les valeurs ¢, f,, . . ., t, de ¢ nous mesurons les valeurs
Zy, Xy, - . .. Tny de z. Le probléme consiste a déterminer les meilleures
valeurs & adopter pour les paramétres a,, . . ., ap, en tenant compte
de résultats de mesure fournissant un nombre surabondant de rela-
tions entre ces paramétres. Or," la méthode des moindres carrés
donne pour les parameétres a,, . . ., ap les équations

o m |
B_a‘z[xi—f(ti,%aw-a%)]z =0, 7'=1,2,---;P (2)
Ti=1 )

dont ’établissement et la résolution sont, en général, assez pénibles.
Cependant, lorsqu’un des paramétres, a, par exemple, intervient
dans la fonction f comme une constante additive, la premiére des
équations (2) — pour r = 1 — prend la forme relativement trés
simple
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ﬁ[zi—/(t,', ay, . .., Bp)] = 0. (3)
i=1

On peut profiter de ce fait, en procédant comme suit:
Divisons toutes les mesures en p groupes et remplagons les p
équations (2) par celles (3) appliquées aux p groupes de mesures:

Z(x—f)=0,@Z)(m—f)=0,---,2(x—f)=0 (4)

M ®)
ot1 la somme . concerne le r-iéme groupe. Si les mesures effectuées

)

satisfont approximativement & la relation (1), on peut s’attendre
a ce que les valeurs des parametres a,, . . ., a,, obtenues en résolvant
les équations (4), ne différent pas beaucoup de celles calculées
d’apres les équations (2). Néanmoins, il faut admettre que les
paramétres a,, . .., ap, définis par (4) dépendent du nombre de
mesures contenues dans chaque groupe (répartition quantitative) et
de la maniére dont on répartit les mesures individuelles dans les
groupes (répartition qualitative). Il importe donc de trouver les
répartitions quantitative et qualitative des mesures les plus avan-
tageuses, fournissant les valeurs des parametres les plus exactes,
ce dont je parlerai dans la suite.

2. Condition fondamentale pour le choix des groupes de me-
sures. Nous partirons de la supposition, adoptée ci-dessus, que le
paramétre @, intervient dans la fonction f comme une constante
additive c’est-a-dire que ’équation (1) est de la forme

x=a,+ ¢ a, . .., ap) (5)
ou g est une fonction continue et uniforme d’ailleurs quelconque.
Donc les équations (4) prennent la forme suivante

in = mqa) a4y + Z(p(t" Ay, « - o al’): )
1) (1)

in = M) & + Z(P(ti: Agy « -+ ap), 6
2 & (6)

Zx': = Myp) @, + z¢(ti7 Ay, -« oy a’?)’
(») (»)

Mm@y, Mgy, - - ., M(py désignant les nombres de mesures contenues
dans le premier, le second, . . . le r-iéme groupe, de sorte que
may + M) + ...+ M) = M. (7)

Si 'on porte les valeurs #;, z; dans I’équation hypothétique (5), on
arrive aux équations

=0, + o, a3, ...,0p), t=1,...,m (5")
auxquelles elles ne satisfont qu’approximativement. Cependant
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nous exigeons que les relations (6) qui en résultent par addition et
qui définissent, conformément & notre méthode, les valeurs des
parameétres inconnus, soient rigoureusement valables. En faisant
la somme de toutes les équa,tlons (6) et en divisant par m, on obtient
I’équation equlvalente a (3):

1 m
= Ty = @, + =g (p(tl'a Qgy o« oy a’l’)‘ (8)
L 121 m 121

Pour simplifier 1’écriture, je me servirai des notations sui-
vantes:

_ 1 m _ 1™
z = m Zm e=o g glte, @y, . . ., ap), (9)
Ty = %‘ qu Py = —— Z(P (t;, @z, . . -, ap). (9)
(r (r)
Or, les paramétres a,, . . ., a, Supposés connus, le paramétre restant

a, est donné, en vertu de (8), par la relation
w=zr—¢ (10)

qui montre que a, ne dépend du choix des groupes de mesures que
par l'intermédiaire des autres parameétres. Donc, pour obtenir
les groupes les plus avantageux, il suffit de considérer les relations

concernant les parameétres a,, ..., a, seuls que l'on obtient en
formant les différences, au nombre de p — 1, des équations (6)
divisées une & une par myy, m(g), ..., Mp). Alors, les équations (6)

deviennent, en raison de (9'),

) = a, + g, l
T@) = & + ¢,

..............

Zp) =t + P
ce qui donne p — 1 equatlons 1ndependantes du type

P — P = T — T (12)
qui découlent de la relation (12), en y posant par exemple: s = 1;
r=23,...0p.

La précision des valeurs des parametres ay, . . ., @y, Obtenues
par la résolution des équations (12), dépend évidemment de celle
des constantes intervenant dans (12). Le role essentiel est joué,
& cet égard, par les seconds membres de ces équations lesquels ne
contiennent pas de parameétres inconnus. A savoir, les constantes
intervenant dans les premiers membres des équations (12) sont
formées exclusivement des valeurs mesurées ¢; de la variable indé-
pendante d’une précision supérieure, en général, a celle des va-

(11)
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leurs «;. Par suite, il y a intérét & avoir les seconds membres possible-
ment précis sans s’inquiéter des erreurs de détermination de pre-
miers membres des relations (12). Je me propose donc de chercher
un tel choix de groupes de mesures qui donne la plus grande préci-
sion relative des seconds membres des équations (12) au moyen
desquelles nous calculons les paramétres inconnus a,, ..., a,.
Autrement dit, je vais considérer comme le plus avantageux le choix
des groupes de mesures pour lequel les erreurs relatives des seconds
membres des équations (12) sont minima.

Désignons par ) l'erreur quadratique moyenne des mesures
du r-itme groupe. Alors I’erreur quadratique moyenne o de la
moyenne arithmétique ) est donnée, comme nous le savons, par
I’expression

T = b
V’m(r)

et celle de la différence ) — ) a pour valeur

0 0
Va(r)z + 6(5) __V (7) (8) (13)

mr) m(s)

En divisant par la différence elle-méme, on obtient I’erreur relative.
On a donc la relation a satisfaire

1 S Oim2
r———l/—"’ + = — minimum (14)
L)y — ) | M) Mys)

remplagable par les deux conditions simultanées:
S | Sw’

= minimum, (14a)
Myr) M(s)

Tr) — T(s) = Maximum, (14b)

pouvant étre regardées comme indépendantes. En effet, on peut
évidemment supposer que toutes les mesures sont & peu preés de la
méme précision et les erreurs di,) ont donc — en premiére appro-
ximation — la méme valeur pour tous les groupes. Donc I’erreur ;)
de la moyenne arithmetique %) dépend trés peu du choix des
mesures contenues dans le 7-iéme groupe, mais elle est une fonction
du nombre m, de ces mesures. Alors, 'expression (14a), qui dépend
explicitement des nombres m,, m(,), est presque indépendante de
la répartition qualitative des mesures dans les deux groupes corres-
pondants. D’autre part, la valeur de la moyenne arithmétique ()
dépend essentiellement de cette répartition, c’est-a-dire du choix
des mesures individuelles contenues dans le r-iéme groupe, tandis
que le nombre m(,) peut- varier dans une large mesure sans avoir
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grande influence sur la valeur de ;). Cela permet de considérer
I’expression (14b) comme pratiquement indépendante des nombres
My, M. 11 en résulte en somme que les deux conditions (14a) et
(14b) sont équivalentes & la condition fondamentale (14) et peuvent
étre satisfaites, indépendamment 1'une de l’autre de la maniére
suivante: On détermine les nombres m,y, m(, de sorte que la condi-
tion (14a) soit remplie sans tenir compte de la condition (14b) et
réciproquement on détermine la répartition qualitative des mesures
dans les deux groupes qui satisfasse a la condition (14b), les nombres
M), My(s), SUPPosés constants.

3. Répartition quantitative des mesures. Nous commengons
par la condition (14a), exprimant que I’erreur quadratique moyenne,
donnée par (13), de la différence xy) — () doit étre minima. Cette
condition conduit & p — 1 équations indépendantes qui s’obtien-
nent pour les différentes valeurs des indices r, s entre 1 et p. Par
raison de symétrie et d’indépendance de ces équations, il suffit
évidemment d’en résoudre une seule en supposant que les nombres
de mesures obtenues dans les autres groupes, qui n’interviennent
pas dans ’équation en question, restent invariables. Si nous choisis-
sons I’équation (14a) elle-méme, les nombres mg) peuvent étre
regardés comme constants pour toutes les valeurs de k sauf r et s.
Donc, en vertu de (7),

M) + M) = C*e. (15)
En annulant la différentielle du premier membre de (14a), on aura

6(7)2 6 2
dmy + =2 dmyy =0
met O mE

et d’apres (15)
dmg) + dmg) = 0
ce qui donne
O S’ _ 0
M me?

Comme les m,) et my) sont essentiellement positifs, on trouve enfin
M) - M) = 6(,) . 6(3). (16)

Dans cette relation, les indices 7, s peuvent étre choisis arbitraire-
ment, ce qui entraine

my - Myg) ... L Myp) = 6(1) : 6(2) s e 6(1,). (16,)
Cette derniere relation et I’équation (7) déterminent complétement
les nombres mqy, . . ., M), 8i I’on connait les rapports des erreurs

quadratiques moyennes dg). Or, j’ai déja signalé que les erreurs dg,
sont & peu preés égales et c’est en le supposant que j’ai déduit la
relation (16"). Donc, les erreurs quadratiques moyennes des seconds
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membres des équations (12), définissant les paramétres a,, . . ., a,,
sont minima, lorsqu’on choisit tous les nombres mg, approximati-
vement égaux:
me) == M) =. .. m(,,)i%- (17)

Le nombre m des mesures n’est pas divisible, en général, par le
nombre p des paramétres, donc les nombres mg) ne peuvent étre
rigoureusement égaux si nous exigeons qu’ils soient entiers. Dans
le cas ol le nombre des mesures est assez grand par rapport au
nombre des parameétres, on peut satisfaire aux équations (17) avec
une approximation suffisante. Autrement il faut distinguer deux
cas particuliers:

1° Les mesures sont d’égale précision. Alors, on choisit tous les
nombres m) égaux au rapport m/p, somme d’un nombre entier e
et d’une fraction u/v, ¢’est-a-dire qu’on forme les p équations (6),
en faisant p sommes & e équations (5'), en ajoutant a chaque somme
une des équations (5’) superflues multipliée par u/v ou plusieurs
d’entre elles multipliées par des coefficients dont la somme est
égale a la fraction u/v.

Si par exemple m = 20 et p = 3, on a m/p = 6%/; et 'on peut
choisir les sommes suivantes:

1t groupe: K, + E, + ...+ Ey + 3E,,

2¢ groupe: K, + Ey + ...+ E; + }E,,,

3¢ groupe: 3B, + Ey5 + ... + Eig + Ey,
ou le symbole E; signifie la [-iéme équation du systéme (5').

2° Les mesures sont d’inégale précision. Dans ce cas-1a, il est
inutile d’introduire - des nombres fractionnaires, car il est plus
avantageux, comme d’ailleurs I’exige la proportion (16’), de choisir
les nombres m) plus grands pour les groupes contenant des mesures
moins précises. Supposons, pour fixer les idées, que la précision
g’abaisse avec l'indice croissant de la mesure. Soit, par exemple,
m =40, p = 3. Alors, en peut prendre: mg) = 12, mgg) = 13,
m3) = 15 et former les équations (6) d’aprés le schéma suivant:

1t groupe: K, + E, + ...+ E,,

2¢ groupe: E; + By + ... + Hy,

3¢ groupe: Hyg + Eyp + ... + Ey.

Les erreurs des mesures ne peuvent étre déterminées exacte-
ment que la compensation une fois faite. Il faut donc juger de la
précision des mesures d’aprés les conditions de mesure ou d’aprés
les positions relatives des points représentant graphiquement la

fonction cherchée. Si I’on connait les poids des mesures g, on peut
en tenir compte, lorsqu’on forme les équations (6) en formant les
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sommes des équations (5') multipliées par les poids des mesures
correspondantes. En méme temps, il faut, bien entendu, modifier
les nombres m et m) conformément aux poids adoptés.

4. Répartition qualitative des mesures. Il nous reste encore
a satisfaire a la seconde condition (14b). Comme nous ’avons déja
vu, les valeurs z,) sont pratiquement indépendantes des nombres
m). Ceci est vrai a fortiori pour leurs différences et il y a méme
des cas o1 I'on constate qu’elles sont rigoureusement indépendantes
des changements des nombres m.

Considérons, par exemple, le cas ol les valeurs des z; contenus
dans les deux premiérs groupes, forment une progression arithmé-
tique:

=z + (1—1)d.
Pour la répartition

ler groupe: ¥, Z,, .. , xm(l),

20 groupe: xM(1)+17 . oy xm(1)+m(2)»
on déduit aisément

_ d

za) = & + (mqy — 1)

_ d
x@) = & + muyd + (me—1)3

Donc la différence
= = d
Te) — T = (M) + m@) 5

ne dépend que de la somme des nombres de mesures. Pour la répar-
tition choisie, le changement des nombres mq), m), leur somme

supposée constante, laisse la différence ) — zq, invariable.

Pour remplir la condition (14b), il suffit donc de chercher,
- pour les nombres m donnés, une répartition qualitative des

mesures dans les groupes qui rende maxima les différences () — ).
11 est difficile de donner une méthode détaillée et tout-a-fait géné-
rale, pour ranger les mesures par groupes, qui nous garantisse auto-
mathuement — pour toutes les fonctions imaginables — que cha-

cune des différences xy)— () a vraiment la plus grande valeur
possible et qu’il n’existe pas, dans certains cas particuliers, d’autres
repartltlons également ou peut-étre méme plus avantageuses. Je
vais déduire cependant une régle trés générale, définissant une
répartition des mesures qui peut étre regardée comme la plus avan-
tageuse et cela pour un vaste champ d’applications

Considérons la différence () — x(;) dépendant uniquement
de la répartition des mesures dans les deux groupes correspondants
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{r<iéme et s-iéme) et supposons que la disposition des autres me-
sures par groupes restants soit fixée. Si I'on admet de plus que les
nombres my,), M) restent invariables, on s’assure aisément que
la valeur absolue de la différence 2,y — ;) est maxima, lorsqu’on
répartit les mesures de maniére que tous les a; du r-iéme groupe
soient supérieurs a ceux du s-iéme groupe (ou réciproquement). En
effet, si I’on substitue I'une & I'autre deux mesures, n’appartenant
pas au méme groupe, la moyenne ) (> () diminue, tandis que
Pautre z(,) augmente et donc leur différence subit une diminution.
Le méme raisonnement peut étre fait pour les autres différences et
done, pour un numérotage convenable des groupes, la répartition,
satisfaisant le mieux possible & la condition (14b), est caractérisée
par le fait que chaque valeur z; appartenant au k-iéme groupe est
plus grande que les valeurs de toutes les mesures appartenant au
(k — 1)-iéme groupe et ainsi de suite.

On peut d’aileurs remarquer que dans les cas concrets, il n’est
pas difficile (en se servant de la représentation graphique) de
modifier éventuellement la répartition indiquée pour augmenter,
si c’est possible, les différences ) — ().

b. Résultat général et application pratique. On voit, en somme,
que la répartition qualitative des mesures est déterminée par la
condition (14b), tandis que la répartition quantitative est donnée
par la relation (17), découlant de la condition (14a). Par suite, la
condition fondamentale (14), réunissant les deux conditions précé-
dentes et exprimant que la précision relative des seconds membres
des équations (12) doit étre maxima, détermine quantitativement
et qualitativement la répartition des mesures par groupes. Tenant
compte des résultats obtenus, on peut énoncer la régle générale
suivante:

On range toutes les m mesures selon la grandeur croissante des
valeurs x,, %, . . ., &m (correspondant aux valeurs t,, t,, . . ., t, de t)
et on en forme p groupes également nombreux de maniére que chacun
d’eux contienne m/p mesures consécutives. Lorsqu’on suppose I’équa-
tion, exprimant la quantité x en fonction de la variable indépendante t
sous la forme

T =a; + @, ay ..., ap), , (5)
les valeurs les plus avantageuses des paramélres a,, as, . . ., ap sont
déterminées par les p relations

E(k) =0 +T1’(k)(t: Agy - - -y a?)s k= 1% P, (11)

ot les xwy, pay désignent les moyennes arithmétiques formées pour le
k-iéme groupe.

Pour se rendre compte de la précision des résultats obtenus,
on procéde comme suit: On porte les valeurs des paramétres
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@y, . . ., Ay, tirées de (11) et les valeurs ¢, . . ., l,, dans I’équation (5)
ce qui donne les valeurs compensées z'y, . . ., 'y de z:

i =a, + @, ay . . ., ap). (17)
On calcule alors les résidus
g=ai— x;
qui satisfont aux relations
m
D=0, D& =0, ..., D& =0 D& =0, (18)
1) (2) (») i=1
car, en vertu de (17), (6), (8)

zx,i = My 0y + Z<P(ts; az, .., ap) = zxia r = l) R &)
(r) (r) (r)

m m m
Z 'y = ma, + 2<p(t,-, Gy, - « oy Op) = in.
i=1 i=1 =i

D’aprés les définitions connues, on obtient donc l’efreur quadra-
tique moyenne des mesures du r-iéme groupe

S -
Sy = \ _____% S VA CO (19)
(T) My — 1 M)y — 1

et celle commune & toutes les mesures

P =\/ iglef [ee] (20)

m—p Jm—p

Connaissant les erreurs d¢) nous pouvons vérifier la supposition
d¢) == d(s) et modifier, en cas de besoin, la répartition des mesures
par groupes. L’erreur commune ¢ sert a déterminer les erreurs
quadratiques moyennes relatives aux paramétres a; qu’on obtiendra
par les méthodes connues du calcul des compensations.

Quant & l’application de notre méthode, il faut avouer que
nous ’avons établie en supposant au no 1, que la fonction f, expri-
mant la dépendance de z de la variable indépendante ¢, est de la
forme (5), c’est-a-dire qu’un des parameétres inconnus intervient
dans f comme constante additive. Cela ne signifie pas nécessaire-
ment que le domaine d’application de notre méthode soit en réalité
restreint & des fonctions du type (5), il est plutdt plausible d’ad-
mettre que la dite supposition n’est pas essentielle pour notre
méthode et que les résultats obtenus demeurent valables encore
pour n’importe quelles fonctions. Or, cette question n’a gueére
d’importance pratique, car la supposition adoptée admet I’appli-
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cation de la méthode aux fonctions algébriques entiéres. Noire
méthode est donc directement applicable & toutes les fonctions que
Uon peut développer en série des puissances de la variable indépen-
dante. Cest le cas de l'interpolation parabolique, habituel
dans la pratique; en remplagant la fonction par un polynome entier,
on facilite le calcul des paramétres inconnus. C’est pourquoi on
préfére, dans le calcul des compensations, les fonctions qui sont
linéaires par rapport aux paramétres 4 déterminer et on se sert
souvent du développement en série.

Dans certains cas, on peut donner & la fonction f la forme (5)
au moyen d’une transformation convenable. Par exemple, si I’on
prend le logarithme d’une fonction exponentielle générale

f = ab“(t)’

on obtient une fonction du type (5), linéaire par rapport aux para-
meétres log a, log b.

6. Cas des fonctions algébriques entiéres. — Fonetion linéaire.
Au numéro précédent, nous avons constaté que le cas le plus général
est pratiquement celui des fonctions algébriques entiéres. En
applicant la régle générale que j’y ai établie on procédera donc
comme suit:

Dans le cas d’une fonction algébrique entiére du degré n-iéme

= Ag+ At + A2 + ... + Au», (21)

on range les mesures d’aprés la grandeur croissante des valeurs x;
et on en forme n + 1 groupes dont le premier contient les premiéres

mesures, le deuxiéme les —— mesures suivanies et ainsi
n + 1 n 4 1
de suite. Alors les -valeurs les plus avantageuses des paramétres
découlent des n + 1 équations
Ty = Ao+ Asly + A + ... + Agtey, r=1,...,0n+ 1 (22)

ol l'on a posé

= 1 1
ley? = 18 = —— [t4])
« myr) ‘(ST‘) ) m(r)[ ](r)

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnus et leur solu-
tion ne présente donc pas de difficultés. Il est recommandé d’éli-
miner A, en formant n différences du type

ey —tw) Ay + . + (to — b)) An = Ty — T (23)

Aprés en avoir tiré les » paramétres 4,, . . ., A,, on peut calculer 4,
de I'une quelconque des équations (22) ou bien de 1’équation
nt+l n+l n+l
(n+ 1) 4, = le T — 4, ’th(r) —..i— s 'Zl b (24)
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obtenue par I’addition de ces relations. Avec la notation habituelle
m

n+1
md, + [t]4, + [*]4y + . .. + [t"]da —[2] = 0 (25)
qui est la premiére des équations normales

mAy + 114, + ...+ ["]4s —[2] =0, |
(114, + [214; + ... + [*+1]4s — [t2] = O, (26)

[t*]4, + [t"+14, + . . . + [*]4p—[t*2] = 0,

données par la méthode ordinaire, désignée souvent, dans ce cas,
par le nom de méthode des moments.

La comparaison de ces équations avec les équations (22) fait
ressortir la simplification du probléme réalisée par notre méthode
approximative. D’une part, dans les équations (26) interviennent
toutes les puissances de la variable ¢ jusqu’a la 2n-iéme, tandis que
dans les équations (22), elles n’interviennent que jusqu’a la n-iéme;
d’autre part, pour avoir les coefficients des équations (26), il faut
additionner m membres, au contraire, les coefficients des équations

au calcul des compeénsations, (24) devient, au facteur

prés,

(22) sont des sommes a = =z i membres seulement. On voit que

les calculs, nécessaires & 1’établissement du systéme des équations
(22) tout entier, sont & peu prés les mémes qu’il faut effectuer pour
obtenir les coefficients de la seule équation (25), c’est-a-dire de la
premiére équation du systéme (26) dont 1’établissement complet
exige au surplus le calcul des coefficients nouveaux, au nombre
de 2n.

Pour n = 1, les résultats précédents donnent une méthode
approximative d’interpolation linéaire.l) Dans ce cas, la
méthode des moments est relativement facile & appliquer, mais
notre méthode est quand-méme plus simple et admet, en outre,
une interprétation géométrique qui conduit & une méthode graphi-
que simple dont je parlérai dans la suite. Pour simplifier I’écriture,
j’introduis la notation

= xay, Ty = T@); =ty I = ey,
A= Ao, B = Al; my = My, My = M2),
de sorte que les équations (22) deviennent

1) Voir mon article en tchéque sur la dépendance de la conductibilité
thermique de la température (Technicky Obzor, XLV, p. 68—71, 85—89,
Praha 1937) o j’ai exposé pour les fonctions linéaires la méthode, traitée
dans le présent travail. Les éléments d’une méthode analogue se trouvent,
comme m’s averti M. V. Hruska, dans le livre: J. Lipka, Graphical and
Mechanical Computation, John Willey & Sons, New York, 1918.
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-"1

A+ Bt,
A+ By, } (27)

Conformément & la regle generale, donnée au no 5, on effectue
Pinterpolation linéaire de la maniére suivante:

On range toutes les mesures par ordre de grandeurs croissantes
et U'on calcule les moyennes arithmétiques t; et x; des t; et des x; cor-
respondant & la premaére moitié des mesures. Aprés avoir fait de méme
pour la seconde moitié, on obtient les moyennes b7, x;;. Alors on a deux
couples de valeurs de t et de = qui déterminent les deux paraméires
de la fonction linéaire cherchée au moyen des équations (27).

En résolvant ces équations, on a

B=CSu—% 4 Tty phtiy (28)
t,,—t, 2 2
ou aussi
A=2z—Bi, (29)

et par suite les erreurs quadratiques moyennes des parameétres
s’écrivent:
1 0,2
0p = l/—' T (67)* + (t05)%, (30)
bp— ¥ my V
si ’on suppose, bien entendu, que les erreurs des valeurs ¢; de la

variable indépendante sont négligeables devant celles des valeurs ;.
Les erreurs 9;, 4;; sont données par I’expression (19)

0, =]/m[lsill' O = m‘&ib‘k 1 (31)
et -
|/ Teel
m (m — 2) £

Dans le cas, d’ailleurs trés fréquent, olt m; = m;; = %" , on trouve
60,2 O, 4 [ee
J ST/ S [ee]

m;  m;  m(m—2)
ce qui entrame en vertu de (30)

[e€] 26z
= ) 33
by — ]/m (m—2) ityp—1t (33)
- 04 = 0p V(ili—) + 2= Op v% 2 + t;). (34)

La méthode que je viens d’exposer peut étre facilement
transformée en une méthode purement graphique, si 'on repré-
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sente les mesures dans un systéme de coordonnées rectangulaires.
Cela fait, les points de coordonnées

I (ty, %), I1 (tyy, %)

sont les centres de gravité respectivement de la premiére et de la
seconde moitié des points représentant les mesures effectuées. Or,
le centre de gravité d’un groupe des points est facile & construire,
ce qui conduit & la méthode graphique suivante:

Représentons chaque mesure par un point de coordonnées rectan-
gulaires (t;, x;), divisons tous ces points en deux moitiés par une
droite orthogonale & U'axe des x et construisons les centres de gravité
des points de chaque moitié. Alors, la droite joignant les cenires de
gravité représente la relation compensée entre x et t.

La droite en question passe évidemment aussi par le centre de
gravité des deux moitiés, c’est-a-dire de l’ensemble de tous les
points, comme l’exige la méthode des moments (voir les équations
(29) et (25)). .

Il serait inutile d’insister sur la généralisation détaillée de la
construction au cas de mesures d’inégale précision, car cette géné-
ralisation est treés claire. On pourrait peut-étre seulement rappeler
qu’il faut modifier aussi les nombres m,, m;; conformément aux
poids adoptés pour les points.

7. Exemples numériques. Par la suite, je vais traiter en détail
deux exemples d’application effective de notre méthode qui nous
permettront de justifier les résultats théoriques, trouvés aux nos
3 et 4.

Interpolation linéaire.

Je commence par l’application de la méthode, exposée au
no 6, aux mesures que j’ai faites pour déterminer la dépendance
de la conductibilité thermique du ciment pulvérulent de la tempé-
rature.?) J’ai choisi ces mesures avec l'intention de donner un
exemple ol I'erreur quadratique moyenne change avec la valeur
de la variable indépendante: La précision de mes mesures diminue
un peu avec la température croissante, comme on peut le constater
simplement & la figure 1. J’y ai représenté les mesures effectuées
par 12 points: 1,2,...,12, en portant sur un graphique les ;
(conductibilité thermique en unités techniques) en ordonnées et
les températures (en 0° C) ¢; en abscisses. Les valeurs correspon-
dantes sont réunies dans la deuxiéme et la troisiéme colonnes
du tableau 1.

Je suppose que le phénomeéne étudié peut se représenter avec
assez de précision par une fonction linéaire

z=A + Bt
) Technicky Obzor, XLIV, p. 200—204, Praha 1936.
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et je vais d’abord donner les résultats obtenus par la méthode des
moments. Les valeurs les plus probables A, B, des paramétres
A, B avec les erreurs quadratiques moyennes, résultant des calculs
connus sur lesquels je n’insiste pas ici, sont les suivantes

Ay = 0,1087 -+ 0,0006, B, = 0,000482 - 0,000017.  (35)

Ot4,

X 130
n. /
rao

1K)

o2

/
oM

Qto
o} 10 20 30 40 50 # 60

Appliquons d’abord rigoureusement notre méthode d’aprés la
régle énoncée & la fin du numéro précédent, en choisissant les deux
groupes comme suit: :

190



1ef groupe: mesures: 1,2,..., 6,

2¢ groupe: mesures: 7,8, ..., 12.
Alors les moyennes

t; = 20,35, x; = 0,11866,

t;; = 46,83, x;;, = 0,13103

Tableau 1.

mI=mH=6 ml=5,mu=7m1=4,m”=8
) t; ;

x"l & x,i & z,i &
1 4,6° | 0,1112(( 0,1113 | +0,0001 || 0,1112 0,0000] 0,1109 |—0,0003
21 12,1 !0,1138| 0,1148 | +-0,0010( 0,1149 | 40,0011 0,1145 | 4-0,0007
3|l 16,4 | 0,1170| 0,1168 |—0,0002| 0,1168 |—0,0002 || 0,1166 |—0,0004
4| 25,8 |0,1212 0,1212 0,0000 | 0,1212 0,0000| 0,1211 |—0,0001
5| 29,9 |0,1239] 0,1231 |—0,0008 0,1232 |—0,0007 || 0,1231 |—0,0008
6l 33,4 |0,1250 0,1248 |—0,0002| 0,1248 |—0,0002 || 0,1248 |—0,0002
71 38,3 |0,1269 || 0,1270 | 40,0001 || 0,1271 | 40,0002 || 0,1271 | 40,0002
8! 40,4 | 0,1269 | 0,1279 | 40,0010 0,1280 | 40,0011 || 0,1281 | 40,0012
9 42,6 | 0,1279 0,1290 | 40,0011 || 0,1291 | 40,0012 | 0,1292 | 40,0013
10|l 50,1 | 0,1319} 0,1325 | 40,0006 | 0,1326 | 40,0007 || 0,1328 | 40,0009
11} 52,9 |0,1354 0,1339 |—0,0015 || 0,1340 —0,0014 || 0,1342 |—0,0012
12 56,7 | 0,1372| 0,1354 |—0,0016| 0,1358 |—0,0014 | 0,1360 |—0,0012

et les équations (27) donnent les valeurs approchées des para-
meétres:
A, = 0,1092, B, = 0,000466. (36)
En les portant dans les équations
2’y = 4, + Bl

on arrive aux valeurs résumées dans le tableau 1 ol 1’on trouve
aussi les résidus correspondants &. En tenant compte de (31)
et (32), on obtient

b, = 4,47.10—4, 6, = 12,2.10—4, &7 = 7,6.. 10—*
et en vertu de (33), (34)

84, =1,5.10—4, 85 = 2,1.10-5. (37)
On voit que les différences
Ay — A, = — 0,0005, B,— B, = -+ 0,000016 (38)

sont plus petites que les erreurs quadratiques moyennes, indiquées
dans (35), et donc les valeurs (36) sont suffisamment précises.

-~
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Cependant, les nombres m,, m;; ne satisfont pas & la relation théo-
rique (16’), car le rapport
e

my Op
n’est pas égal & l'unité. On peut en conclure que la répartition
choisie n’est pas la plus avantageuse. C’était évident a priori, puis
que nous avons déja constaté, sur la figure 1, la diminution de la
précision des mesures avec la température croissante. Done, en
conséquence de cette constatation, on a du choisir, dés le début,
my inférieur & m,; ce qui imposerait & prendre par exemple

My = B, Mgy =T, (40)

4,47
‘155 = 2,73 (39)

Nous aurons ainsi
t, = 17,74, 2, = 0,11742,
t;; = 44,91, x,, — 0,13017

et des équations (27) découlent les valeurs

A, = 0,1091, B, = 0,000471 (41)
plus voisines de 4,, B, que 4,, B, de sorte que les écarts
Ay — A, = — 0,0004, B,— B, = -+ 0,000011

sont plus faibles que les écarts antérieurs (38). Les valeurs 2’y et les
résidus ¢;, correspondant & (40), se trouvent dans le tableau 1.
On en déduit

8, = 6,60 .10—%, 6, = 10,9 . 10—*
et en raison des relations (32) et (30)

04, = 6,8.10—4, 8p, = 1,9. 10—, (42)

Il s’en suit

m, & 5 660

e L e ] 4

my By 7 10,8 18 (43)
et 'on voit que ce rapport est plus voisin de 1 que la valeur
(39) et que simultanément les erreurs des paramétres sont plus
petites, ce & quoi il fallait s’attendre.

Cependant, méme pour le deuxiéme choix des nombres m;, m,;,
le rapport m; : m;; est un peu troép fort. Il est done plausible d’es-
sayer d’obtenir, en le diminuant, un résultat encore plus précis.
Nous poserons donc
my =4, my; =8 (44)
ce qui entraine :

t, = 14,70, &, = 0,11578,
t,; = 43,04, x,, = 0,12944,
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et donne les valeurs
A, = 0,1087, B, = 0,000482

qui coincident, par hasard, avec les valeurs les plus probables
données par la méthode des moments. En portant les valeurs a’
et g;, empruntées au tableau 1, dans les expressions (30) & (32),
nous aurons
8, = 5,0.10—4, §,; = 10,4 . 10—,
84, =5,9.10—% 85 = 1,6.105, (45)
mt 8, 4 50

= —— = 1,04. 46
my, Oy 8 10,4 ’ (46)

En effet, le choix (44) est le plus avantageux, parce qu’il conduit
aux valeurs identiques & A4,, By. En méme temps, les erreurs (45)
sont plus petites que les erreurs (37) et (42) et le rapport (46) est,
au surplus, pratiquement égal & 1'unité.

En somme, on peut dire que 'exemple, que je viens de traiter,
correspond bien aux résultats théoriques déduits au no 3. Surtout
il vérifie, dans le cas considéré, la condition générale (16) et montre
que la méthode donne des résultats d’autant plus précis qu’on
satisfait plus rigoureusement & cette condition. Il faut cependant
souligner que toutes les répartitions adoptées offrent des résultats
tout-a-fait satisfaisants puis que leurs écarts a partir des valeurs
les plus probables sont inférieurs aux erreurs quadratiques mo-
yennes.

Interpolation quadratique.

Comme deuxiéme exemple, je choisis le probléme consistant,
4 compenser les mesures des vitesses z; de I’eau & diverses profon-
deurs t;, traité par la méthode des moments par M. Cuifk.?) Comme
nous le verrons, les mesures sont, dans ce cas-la, d’égale précision
et je vais profiter de la simplicité du probléme pour mettre en évi-
dence, la maniére dont la répartition qualitative des mesures
par groupes influence l’exactitude des résultats obtenus par notre
méthode.

Les valeurs données par les mesures sont réunies dans le
tableau 2 ou j’ai déja rangé ces mesures selon la grandeur croissante
des valeurs z;. Si ’on suppose que la dépendance de la vitesse x
de la profondeur ¢ est de la forme

x= A + Bt + O,

Papplication de la méthode des moments donne les valeurs des
parameétres A, B, C les plus probables 4,, B, C:

3) Potet vyrovnavaci, Praha 1936, p. 234—236.
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A, =  0,2807 -+ 0,0023,
B, =  0,1511 -+ 0,0064, (47)
C, = — 0,3125 + 0,0069

ol 'on a ajouté les erreurs quadratiques moyennes, calculées
d’apreés les formules connues en partant de ’erreur commune aux

observations directes
_l/ [88] = 0,00170. (48)

Nous appliquons notre méthode approximative, conformément & la
régle énoncée au n° 6, en choisissant les groupes suivants:

1er groupe: mesures 1, 2,
2¢ groupe: mesures 3, 4, (49)
3¢ groupe: mesures 5, 6
Tableau 2.
i t z; 2 |t | | o z'; &
1 1,0 0,12 || 1,00 0,11875 —0,00125
0,9 | 0,82 0,16
21 0,8 0,20 || 0,64 0,20125 +0,00125
3 0,6 0,26 || 0,36 0,25875 —0,00125
0,3 | 0,18 | 0,27
4 0,0 0,28 || 0,00 0,28125 +0,00125
b 0,4 | 0,29 || 0,16 0,29125 | --0,00125
- 0,3 | 0,10 | 0,295
6 0,2 0,30 || 0,04 0,29875 —0,00125

selon le numérotage indiqué dans le tableau 2. D’aprés le méme
tableau, les équations (22) pour les paramétres inconnus deviennent

0,160 = A + 0,9B + 0,82C,
0,270 = A + 0,3B + 0,180,
0,295 = A + 0,3B + 0,100

(50)

d’olt 'on tire
A = 0,28125, B = 0,1500, C = — 0,3125. (51)

On voit que tous les résidus ¢;, indiqués au tableau 2, sont — en
valeur absolue — exactement égaux. Il en est de méme des erreurs
d(r) et toutes les mesures sont donc d’égale précision. Il vient

s s s/ Tl _
dq) = O(z) = 03 = ¢ —Vm___ i 0,00176
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ce qui montre, par rapport a (48), que les résultats obtenus par
notre méthode sont & peu pres aussi précis que ceux qu’on obtient
par la méthode des moments. Les écarts

A,— A = —0,0005;5, B,— B = + 0,0011, C, — C = 0,0000

sont, en effet, environ cing fois plus petits que les erreurs & craindre,
indiquées dans les équations (47). Le probleme se trouve ainsi
complétement résolu; je le reprendrai néanmoins pour étudier la
dépendance de la précision des résultats obtenus du choix des
groupes, sans changer les nombres m) = m) = mg, = 2. Outre
le choix (49), fait en accord avec la régle générale, je vais considérer,
dans ce but, encore cing répartitions qualitativement différentes,

Tableau 3.
Groupes )
'ler ¢ e 4 B c

I 12 3 4 56 0,2807 0,1500 —0,3125
11 4 6 35 12 0,2807 0,1500 —0,3125
II1 45 2 6 13 0,2791 0,1543 —0,3125
v 14 3 6 25 0,2875 0,1375 —0,3125

A% 16 25 3 4 0,2833 0,1310 —0,2924
VI 2 4 36 15 0,2777 0,1723 —0,3333

: A B, C,
Méthode des moments 0,2§07 0,1311 __0,3"125
Tableau 3.

Ay—- A B,—B c,—C T oy — T(yy | Tz — T(yy'
—0,0005 40,0011 0,0000 0,110 0,135
—0,0005; +0,0011 0,0000 0,115 0,130
+0,0016 —0,0032 0,0000 0,060 0,095
—0,0068 +0,0136 0,0000 0,045 0,080
—0,0026 +0,0201 —0,0201 0,035 0,060
+0,0030 —0,0212 +0,0208 0,035 0,075 _

erreurs quadratiques moyennes:

0,0023 0,0064 0,0069

indiquées dans le tableau 3. On y trouve les numéros des mesures
contenues dans le premier, le second et le troisiéme groupe, les’
valeurs des parameétres obtenues par notre méthode appliquée a la
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répartition choisie, leurs écarts des valeurs les plus probables et
enfin les différences des moyennes x(y), x(2), %3 calculées pour le
premier, le second et le troisiéme groupe. La derniére ligne réproduit
les résultats (47) donnés par la méthode des moments. J’ai rangé
les répartitions considérées selon ’exactitude des résultats, ce qui
rend possible de constater que les écarts entre les valeurs obtenues
par notre méthode et les valeurs A, B, C, sont grosso modo
d’autant plus grands que la répartition différe de la répartition I,
choisie conformément & la régle générale. La répartition 11, que
j’ai obtenue en appliquant cette régle aux mesures rangées d’apres
la grandeur croissante de ¢ (au lieu de 2, comme je I’avais fait dans
le cas I), offre, il est vrai, les résultats identiques & ceux donnés
par I. Mais il faut remarquer que la répartition /I se confond avec
la répartition I, lorsqu’on échange simplement les deux mesures
5 et 6.4)

Le tableau 3, montre au surplus que les différences 2 — ),

“T(g) — %), grossiérement parlant, diminuent avec les écarts 4, — A4,

o— B, Cy— C croissants conformément & la relation (14b),

exprimant que les différences ) — ) doivent étre maxima pour
que la précision des résultats le soit aussi.

*
PFiblizn4 metoda vyrovnani pozorovanych zavislosti.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Obvykly zplsob aplikace metody nejmensich &tverci na
vyrovnani pozorovanych zavislosti vyZaduje zdlouhavych vy-
pottl. Proto se v praktické fysice a zvlasté pfi mefenich technic-
kych mélo uziva metody nejmensich étverci a konstanty empiric-
kych funkef uréuji se mnohdy postupem, pii némz se nebere nalezity
zfetel ke viem vykonanym méfenim. Z téchto duvoda byly vypra-
covany pfiblizné metody a to jak podetnf tak i grafické, které lze
oviem aplikovati jen ve specialnich p¥ipadech. Velmi jednoduchou
Ppribliznou metodu vyrovnani lineéarni zavislosti uvedl jsem v ¢lanku
»Teplotni koeficienty tepelné vodivosti praskovych hmot‘‘.*)

V této prici zobeciiuji pravé zminénou metodu do té miry,
fe lze ji uziti ve viech pifpadech piichazejicich obvykle v praksi,
zvlasté také pro aproximaci racionalni funkef celistvou libovolného
stupné. Predpokladam, Ze pozorovanou zavislost velidiny z na
proménné ¢ lze vyjadiiti vztahem

z=ay+ @ as ay, ..., ap)

¢) Evidemment le numérotage des groupes n’est pas essentiel.
*) Technicky obzor, XLV, str. 68—71; 85—89, Praha 1937.



obsahu]iclm p konstant a,, g, . . .; p, Z nichZ jedna (oznadil jsem
ji @) je aditivni, pfi éemZ ¢ je libovolnd funkce zbyvajicich kon-
stant a proménne t. Bylo-li méfenim ziskano m (> p) hodnot
Zy, &g, . . ., Ty velibiny x pro hodnoty ¢, i, ..., t, proménné ¢
a jsou-li v8echna méfeni p¥ibliZzné stejné presna, vede odvozena
metoda k tomuto postupu:

Sefadime mérent podle velikosts hodnot xl, Ly, . - .y Ty, TOZAElIME
je do p skupin stejné poletnych, takie kaidd skupina obsahuje m/p
mérent po sobé jdoucich, a k vypoltu konstant a,, .. ,a, uZijeme
rovnic: _
Tk = A + P (¢ as as, ..., ap), k=1,... P,

kde zay a pg) jsou aritmetické priméry tvoFend pro k-tow shupinu.
Nejsou-li méfeni stejné presné volime podetnéjsi ty skupiny,

které obsahuji mé&feni méné presnd a to tak, aby byly splnény
(asponi priblizné) vztahy

ma) - M) 2. .. 8 - Myp) = 6(1) 5(2) RN, - 5(,),

v nichZ mq, znaéi pobet méieni v k-té skupiné a ) jejich stredni
kvadratickou chybu.

Pro linearn{i zavislost plyne odtud jednoduché pravidlo:
Sefadime mérent podle velikosti a vypoiteme pro prvmi polovinw
méfent praméry hodnot t,,. ,tm @ X, ..., Tm. Ubinime-li stejné
pro druhou polovinu méfent, dostaneme dvé dvojice hodnot t a x, kieré
uréuji primkovou zdvislost x na t. Vyrovné,ni mozno proveésti také
graficky: KaZdé méreni zndzornime bodem v pravouhlé soustavé
soutadné (t, x). Body rozdélime na dvé steyné’ pocetné skupiny primkou
kolmou k ose t a sestrojime t€Zi8té proni 1 druhé skupiny bodw. Spoj-
nice obou &4t ddvd hledanow primkovou zdvislost.

V prve zminéném é&lanku odvodil jsem také vzorec pro stred.ni
kvadratické chyby konstant a uZil jsem popsané metody k vyrov-

nani méfeni zdvislosti tepelné vodivosti praskovych hmot na
teploté.
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Sur une nouvelle construction de microphotométre
de I’Observatoire National de Praha.
F. Link, Praha.
(Regu le 18 février 1939.)

Description d’un microphométre destiné aux besoins astronomiques.
L’appareil travaille avec deux cellules & couche d’arrét au selenium (Tung-
sram S 44) par compensation optique & ’aide d’un coin neutre. Il en résulte
Yindépendence de l'intensité de la source qui est une lampe de 100 W ali-
mentée sur le secteur. On donne la théorie de I'instrument ainsi que le résul-
tat des essaies pratiques.

1. Introduction. — Les problémes d’astrophysique necessitent
I'usage d’un microphotomeétre adapté aux besoins astronomiques.
La plupart des appareils existants manquent toujours de quelques
détails importants comme par ex. la possibilité de mesurer avec
¥récision les deux coordonées sur le cliché dont on mesure la densité.

1 m’a paru alors utile de construire un appareil simple et muni de
tout dont on pourrait avoir besoin dans la pratique astronomique.
Cette construction s’imposait d’autant plus que 1’Observatoire
National de Praha ne possedait aucun instrument de ce genre. J’ai
choisi le type d’appareil non-enregistreur, qui suffit dans.la majorité
des cas. Les recepteurs sont deux cellules a couche d’arrét au se-
lenium.

" Les caractéristiques de notre appareil sont les suivantes:

a) L’aire maxima du spot lumineux sur le cliché est de 0,5 mm?
ou 4mm? suivant 'optique employée. Dimensions plus faibles
a volonté. :

b) La densité maxima mesurable & 19, prés est de 4,6 ou 2,8
suivant les dimensions du spot ci-dessus dans le méme ordre.

¢) Surface de la plaque & mesurer est de 13 X 18 cm dont la
partie centrale de 11 X 16 cm est accessible aux mesures. Les
coordonées sont determinées & 0,01 mm pres?) et I'angle de posi-
tion & 1’ prés & Paide des deux vis micrométriques et du cercle
divisé.

1) Sans tenir compte des erreurs périodiques.
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d) L’appareil travaille par compensation optique & 'aide d’un
coin. L’indépendance de la constance de la source qui est allimentée
sur le secteur alternatif (lampe Osram 100 W/12 V).

Le seul microphotométre a cellule a couche d’arrét entré dans
la pratique astronomique est celui de Schilt modifié par Bennet?)
qui utilise une seule cellule sans compensation. Les mesures se font
par la déviation du galvanométre.

2. Description. — Le probléme principal dont la solution est le
but de chaque microphotomeétre est d’associer & chaque plage de
faibles dimensions sur le cliché & mesurer un nombre pas trop diffé-
rent de la densité. La valeur absolue de la densité importe peu en
général.

La lumiére venant de la lampe (voir la fig. 1) L & court filament
boudiné (12 V, 8 A) éclaire le condensateur C; et la fente F,. L’image
du filament est alors projeté par C, sur I'objectif de microscope O,
qui & son tour projete I'image de la fente sur la plaque P. L’'image de
la fente et celle de la plage & mesurer sont reprises par ’objectif
identique O, et projetées sur la seconde fente F,. Entre I’objectif O,
et la fente F, est intercalée une lentille de mise au foyer M et une
glace & 45° qui permet de regarder la plage dans 'oculaire V.
Derriére la seconde fente se trouve une autre glace qui permet de
controler ce qui se projete sur la seconde fente. Le flux aprés avoir
traversé la seconde fente tombe sur la premiére cellule & couche
d’arrét au selenium (Tungsram S 44) 7.

D’autre part une autre partie du flux de la lampe est dirigée
a l'aide d’un second condensateur C, a travers le coin circulaire &
et le diaphragme S sur la seconde cellule 7',. On peut interchanger
les deux cellules entre elles pour controler leur sensibilité relative.
Les deux cellules travaillant en opposition sont connectées suivant
le schéma de la figure 1. On reégle le coin de fagon que le galvano-
métre reste au zéro. Dans ce cas la densité de la plage & mesurer
est sensiblement une fonction linéaire de la lecture du coin.

3. Théorie de Pinstrument. Nous allons chercher maintenant
la condition de l’équilibrage optique du galvanométre. Pour les
faibles flux f la force électromotrice de la cellule peut étre écrite sous

la forme
e =a f(l1 + «f)
et de méme pour l'intensité du courant
i=b (1 + Bf)

d’oui la résistance, vu que les constantes &, § sont trés faibles,
i .
r=2+E—pf
%) Astrophys. Journal, 78 (1933), 305.
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Le premier flux rayoné par la lampe vers la plaque subit d’une
part des pertes p’; dues a 'optique intercalée sur son parcours et
d’autre part la perte p, due & la densité de la plaque d; d = log p,.
Ecrivons alors le flux éclairant la cellule

f1=hp?'s

Pour le second flux nous désignerons les pertes par l'optique p’,
et celle due au coin p, et D = log p,. Le flux tombant sur la seconde

R R.

Fig. 1. Schéma optique et électrique du microphotométre.

cellule sera alors -
f's = faP:p's
Les forces électromotrices engendrées dans les deux cellules seront

alors
& = a; f'3(1 + %f'1), €= ay f'3(1 + 0f's).
Le courant de la premiére cellule traversant le galvanométre
~ sera (voir la fig. 1)
" &
= -

(rl+R1)(72TQE + l)+ e




ou trés approximativement

=
! n+ R +oe
car le rapport © _ est faible en général (< 0,1). De méme pour
s + R,

la seconde cellule
... -
? o+ By + o’
L’égalité des courants donne

a
d, = loga —
b_: [1+ (xg—Ba) f's] + R+ 0
— log % + log p:Jz + D,.
P1h

Z—:[l +(—pB)fd+ R +oe \

Dans ce cas le plus général la lecture du coin & laquelle corres-
pond la densité D, n’est pas en relation linéaire avec la densité d,
de la plaque & mesurer puisque les deux premiers termes de notre
formule dépendent de la valeur absolue des flux f’; et f,. On peut
les éliminer par 'inversion des cellules

dy = log i —
b—;[l —(—PB)fd+ RB+oe

P'af2
P'1fi

42

Z—:[l-(“z—ﬂz)f'z] +R+o

— log + log + D,

et la densité du cliché sera

D, + D,
2

Pafe

d = ==,
P'1h

+ log

On admet a priori la constance du rapport P ,2f % ce qui est

11
toujours réalisé avec une précision suffisante. D’autre part les
constantes «, # étant faibles on obtient approximativement

rn+ R +o P'afs
— = = 1] ==,
o+ By + o +0g2’1f1

Il en résulte que la différence de la sensibilité des deux cellules

d1=D1+16g% + log
1
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peut étre compensée en ajustant convenablement les résistances
R, et R,.

En pratique I’appareil servira presque toujours & I’interpolation
optique des plages inconnues dans 1’échelle photométrique imprimée
sur Ja plaque. Dans ces conditions une seule mesure suffit. D’autre
part pour connaitre en valeur absolue les densités de plages, il
faudrait étalonner le coin. Mais dans le cas cité une telle précaution
n’est pas nécessaire puisque les lectures du coin sont une fonction
sensiblement linéaire de la densité et elles suffisent pour construire
la courbe de gradation.

4. Essaies pratiques de I’appareil.?) Une partie des essaies
a donné les résultats donnés dans ’'Introduction. D’autres essaies
sont les suivants:

a) Effet de fatigue. On a équilibré les deux cellules et ’on
a noté la position du coin. Puis pendant une minute la cellule en
position 7', fut exposée & 1’éclairement 1000 fois plus fort et ramen-
née ensuite & 1’éclairement primitif. On a constaté que la cellule
traitée de cette fagon demande ensuite un éclairement un peu plus
fort pour que le galvanomeétre reste au zéro. La différence s’élevait
d’abord & 4,59, pour tomber au bout de 4 minutes & une valeur
déja admissible de 1,09%,. L’autre cellule traitée de la méme fagon
a donné les résultats analogues. Dans la pratique un tel traitement
est d’ailleurs peu probable quant a I'intensité et surtout a la durée
de P’exposition.

Pour éliminer autant que possible cet effet on peut procéder
de la fagon suivante. On équilibre d’abord I’appareil avec la lampe
peu poussée. Puis en augmentant progressivement le régime de la
lampe on manipule en méme temps le coin pour que le galvano-
métre reste grossiérement au zéro. Dés que’lon juge la sensibilité
assez grande on parachéve 1’équilibrage fin soit directement soit
par linterpolation. En employant toujours ce procédé on fait
subir aux deux cellules le méme traitement et I'effet de fatigue ne
peut se manifester que par la différence, qui forcément est plus
faible que la valeur absolue de la fatigue.

b) Constance des lectures. Aprés avoir équilibré ’appareil
on éteint la lampe et on recommence au bout de certain temps et
ainsi de suite. Les écarts des lectures du coin donnent la constance
de 1'appareil. Plusieurs séries de mesures de ce genre ont donné les
variations oscillant de 0,5%, autour de la valeur moyenne.

Comme le filament de la lampe est projeté sur 'objectif O, il
faut que son image soit bien centrée sur le diaphragme de 1’objectif.
Dans le cas contraire 'allumage de la lampe donne toujours une

3) Effectués dans les laboratoires de 1’Observatoire en collaboration
~ de M. VI. Guth. :
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faible impulsion au galvanomeétre équilibré par l’expérience pré-
cédente. Au bout de certain temps le galvanométre revient au zéro.
Ce phénomeéne est di & ce que le filament brusquement allumé se
déforme un peu et son image change de position sur le diaphragme
de l'objectif O;. :

Fig. 2. L’aspect exterieur du microphométre. V, et V, sont les vis micro-
métriques pour les deux coordonées.

¢) Lumiére diffusée. L’introduction de la seconde fente
a pour le but d’éliminer autant que possible I'influence de la lumiére
diffusée sur 'optique précédente la plaque et de la lumiére parasite.
Pour fixer les idées supposons que I’on veut mesurer la densité d’une
raie noire sur le fond clair. Si ’on projeie 'image de la premiére
fente juste sur la raie et la largeur de la deuxiéme fente couvre
exactement les images superposées de la raie et de la premiére
fente, les mesures de la densité seront toujours faussées par la
lumiére parasite mais beaucoup moins qu’en absence de la deuxiéme
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fente. D’abord 'image de la premiére fente n’est pas parfaite. Elle
est bordée d’une frange due aux multiples défauts de l'optique
utilisée. Cette frange peneétre par la partie claire du cliché et, malgré
son intensité relativement faible, elle donne un éclairement appreé-
ciable dans le plan de la seconde fente. Comme le seconde objectif ne
forme pas I'image parfaite du cliché, une partie de la frange penétre
par la largeur de la seconde fente. D’autre part I’optique qui suit
la plaque et ’émulsion du cliché diffusent une partie de la lumiére
de la frange & I'intérieur de la seconde fente. Finalement ’optique

-~

% 1f &
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40 ) ) '::Lm
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Fig. 3. L’effet de la lumiére parasite sur une raie spectrale des densités 3 et 2
en fonction de 'ouverture de la deuxiéme fente.

qui precéde la plaque diffuse de la lumiére & travers les partie claires

du cliché vers la seconde fente. Toutes ces causes ont pour l'effet

de diminuer la densité de la raie.

Pour mesurer 'effet de la diffusion ou mieux de la lumiére
parasite nous avons procédé de la fagon suivante. A la place du
cliché on a tendu un fil métallique de 0,102 mm de diamétre. Sur ce
fil on a projeté 1'image de la premiére fente large de 0,092 mm soit
10%, de moins. A cette derniére largeur correspond la largeur de la
seconde fente égale & 1,49 mm. Dans ces conditions la déviation
du galvanomeétre serait de 630 cm sans fil et de 0,23 cm avec le fil. °
Si alors & la place du fil opaque se trouvait une raie spectrale dont:
la densité était de 3, la déviation du galvanométre serait de 0,63 cm
sans lumiére parasite et celle-ci fausserait les mesures de 369, soit de
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0,133 en densité. En fermant progressivement le seconde fente la
lumiére parasite diminue comme on le voit sur la fig. 3. Le cas choisi
est un cas extréme pour que l’effet étudié soit assez grand. Si un tel
cas arrivait dans la pratique l’effet de la lumiére parasite serait du
méme ordre avec les autres microphotométres car il dépend de
Poptique qui est sensiblement la méme dans les autres types de
microphotomeétres.

Depuis son installation dans les laboratoires de 1’Observatoire
le nouveau microphotométre sert journalement aux mesures des
clichés astronomiques. Les mesures se font trés vite. Une seule
suffit pour donner la densité &4 0,01 prés. La mise en place du point
a mesurer & ’aide des vis miecrométriques, 1’allumage progressif de la
lampe et 1’équilibrage du galvanomeétre & 1’aide d’un coin optique
durent une minute environ de fagon qu’un observateur un peu
entrainé peut mesurer une cinquantaine des points par heure. Aprés
chaque mesure on éteint la lampe pour déterminer le zéro optique
du galvanomeétre. Sa position est légérement variable au cours des
mesures. En mesurant & deux nous nous sommes arrivés derniére-
ment M. Guth et moi & une moyenne de trois mesures complétes par
minute.

En terminant qu’il me soit' permis de remercier le Conseil
National de Recherches ainsi que la Direction de I’Observatoire
National de Praha qui ont accordé les subventions nécessaires pour
la construction de 1’appareil.

0 nové konstrukei mikrofotometru Statni hvézdarny v Praze.
(Obsah piedeslého &lanku.)

Podle navrhu autorova byl sestrojen fotoelektricky mikro-
fotometr slouzici k méfeni astronomickych snimki. Jest uzito dvou
hradlovych é&élanké Tungsram S 44 zapojenych proti sobé. Jeden
¢lanek je osvétlovan svétlem prochizejicim méfenou deskou a druhy
¢lanek svétlem prochizejicim optickym klinem, kterym se vyrovna-
vé4 galvanometr do nulové polohy. JelikoZ svétlo pochazi ze spoleé-
ného zdroje, nemusi byti udrZovan tento na konstantni sviti-
vosti. Praktické zkouiky ukdzaly dobrou pouZitelnost i velkou
rychlost méfeni jak hustoty tak i pfesné polohy méfeného mista,
coz ma dileZitost pro vét&inu astronomickych snfmki. Pistroj byl
postaven z podpory udélené Narodni radou badatelskou a Statni
hvézdarnou v Praze.
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Né&které vysledky s novou fokusaéni metodou
uzivajici Seemannova bfitu.
M. Rozsival, Praha.
" (Doslo 14. bfezna 1939.)

Du Monduv a KirkpatrickGv spektrometr s fadou krystalt se Seeman-
novymi bfity jako modifikace fokusaéniho uspoféddéni Cauchoisové. UZiti
vertikdlni fokusace Gouyovy-Kunzlovy se Seemannovym b¥Fitem. Pokus
o borceni krystalu do kuZelové plochy. PouZiti valcové zak¥iveného krystalu
se Seemannovym bfitem a vysledky s krystaly NaCl, CaSO, . 2H,0 a SiO4
brouseného kolmo k elektrické ose. Ziskani krajni rozliSovaci mohutnosti
s krystalem SiO, a mosaikové struktury s krystaly NaCl a CaSO, . 2H,0
podle v"'kladu Bagkovského. Zhodnoceni svételnosti metody.

Utel préace: Vysledky ziskané riznymi autory Seemanno-
vou metodou s btitem (1) (,,Schneidemethode*) vedly k znadnym
rozporim v posuzovani vhodnosti této metody pro presnd méieni.
Nékteré vysledky vSak naznadovaly, Ze lze pii uZiti této metody
dociliti jak znaéné svételnosti tak i rozliSovaci mohutnosti. Pro
to mluvi zejména vysledky Du Monda a Kirkpatricka (2) ziskané
spektrometrem s Fadou krystali. Tento spektrometr je Fada
krystali se Seemannovymi bfity uspofadanych tak, Ze je to
vlastné modifikace fokusaéni metody typu Cauchoisové (3) (t. zv.
horizontaln{ fokusace). Du Mond a Kirkpatrick pouZili 50 krystali
kalcitu se Seemannovymi bfity a docilili takové svételnosti, Ze
mohli timto zpisobem fotograficky studovati zjev Comptontuv. To
ukazuje jisté na znaénou svételnost, i kdyZz nutno mit na zfeteli,
Ze exposiéni doby pfi studiu Comptonova zjevu byly az 800 hodi-
nove.

Jak jsem se jiz zminil, ma Du Mondovo a Kirkpatrickovo
uspofadani se Seemannovymi b¥ity nahrazovati deformaci krystalu
podle Cauchoisové za Glelem fokusace. V této prici jsem se po-
kusil vypracovat fokusaéni metodu se Seemannovym britem za
pouziti krystalu zakiiveného do rotaéni plochy s horizontalni
osou (4) [t. zv. vertikdlni fokusace Gouyova (5) a Kunzlova (6)],

_nebot prace Batkovského a Neprasové (7), Batkovského a Do-
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lejska (8) a Dolejska a Tayerleho (9) ukézaly, Ze elasticky i plas-
ticky deformovanymi krystaly lze pfi vertikalni fokusaci dociliti
veliké svételnosti i veliké rozliSovaci mohutnosti. Vypracovani
této fokusadni metody je také po mechanické strance jednodussi
nez je tomu u metody spektrometru s fadou krystald.

Princip Seemannovy metody s bfitem: Princip pu-
vodni Seemannovy metody s bfitem (10) je uddvan obydejné
takto: proti dobrému krystalu K se postavi rovny biit B z kovu
silné absorbujiciho paprsky X, kterym se z paprski dopadajicich
z antikatody 4 na krystal vymezi Gzky svazek, podobné jako
u jinych metod uzitim $térbiny. Paprsky se pak ,.reflektuji’ na
krystalu a dopadaji na fotografickou desku F (obr. 1).

Obr. 1.

Vzdalenost krystalu od antikatody se voli malé, aby paprsky
dopadaly na krystal v co nejvétsi intensité a kaseta se ddvi
daleko od krystalu, aby disperse byla dostateéns velika (t. zv.
nesymetrické usporadani).

Fokusace u metody se Seemannovym bFitem: P#
avahach o moZnosti pouziti vertikalni fokusace pro Seemannovu
metodu s biitem vyS3el jsem z pfedpokladu, Ze svételnost Seeman-
novy metody muZe spoéivati v tom, Ze lze krystal dati t&sné
k antikatodé. To znamend, chceme-li uZiti krystalu zakiiveného,
ze musime zvoliti takové zakfiveni krystalu, aby vedle této pod-
minky byla zachovana také podminka zobrazovaci.

Jak teoreticky ukdzal Gouy (5), je mozno voliti dvoji zpasob
zak¥iveni krystalu, abychom dostali realné zobrazeni fokusu: bud
lze krystal zakfiviti do rotaéni plochy vélcové vhodného poloméru,
nebo kuzelové o vhodném vrcholovém ahlu. Obé pozadované pod-
minky spliiuje plocha kuZelové, kdeZto u plochy valcové podminka
zobrazeni neni splnéna.

Proto jsem zaktivil krystal CaSO,.2H,0 zpasobem, ktery
udal Tayerle (11), do rotaéni plochy kuzelové. Proti tomuto
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krystalu K bylo postaveno kruhové ost¥{ B p¥fislusného poloméru.
Zdroj paprski X (antikatoda) 4 byl umistén na ose kuZele na
strané jeho vrcholu Vg tak, aby jeho zobrazeni nastalo opét na
ose kuzZele, kde byla umisténa kaseta F (obr. 2).

Obr. 2.

Pro kiivost bfitu g plyne:

o =asin (o + @),

oznadime-li @ vzdalenost antikatody A4 od krystalu, o poloviéni
vrcholovy thel kuZele a ¢ thel pifsludny podle Braggovy rovnice

2

Obr. 3.

pouzité vinové délce A. Pro vzdalenost kasety od krystalu b plyne
vztah:
_ e _gun(p +w
sin (p — w) sin (p — o)’

Z tohoto vztahu plyne, Ze vzdalenost kasety od krystaiu b je vidy
vétsi nez vzdalenost krystalu od antikatody a, pokud « neni 0
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nebo celistvy nasobek z, a déle, Ze vidy musi w < ¢, aby nastalo
zobrazeni na ose kuZele.

Vzhledem k potizim pii zak¥iveni krystalu do kuZele udinil
jsem pokus zakiivit krystal do plochy valcové. Pii tom bylo
nebezpedi, Ze se ztrati moznost dati krystal blizko k antikatodé.
Experimentalné se vSak ukézalo, Ze je mozné i pfi valcové plose
nesymetrické usporadani, jestlize zvolime zak¥iveni krystalu ta-
kové, aby paprsky na krystalu reflektované byly po reflexi rovno-
béziné, tedy aby obraz spektralnich éar mél velikost krystalu
(obr. 3).

Z obr. 3 plyne, Ze takovy piipad nastane, kdyZ polomer kii-
vosti ¢ spliiuje vztah:

. o=2asing,
kde ¢ a ¢ maji vyznam uvedeny shora.

Postaveni kasety vud¢i paprskim je moino voliti bud kolmo
k dopadajicim paprskum nebo $ikmo k nim. P¥i §ikmém postaveni
je jeji poloha zpravidla takova, aby paprsky dopadaly na film
pod tymz tGhlem, pod nimz se reflektovaly na krystalu (t. zv.
dispersni smér). Vysledky této prace ukazaly, Ze, je-li kaseta po-
stavena takto sikmo (tedy rovnobéiné s osou krystalu), zvétsi
se linearni disperse (v misté fotografické desky), avSak soucasné
se o néco zvétsf Sfika linif a exposiéni doba proti pripadu, kdy ka-
seta je postavena kolmo k paprsktm.

Usporadani a dosazené vysledky: Pouzil jsem krystald
sadrovee (CaSO;.2H,0), soli kamenné (NaCl) a kfemene (SiQ,)
brouseného kolmo k elektrické ose, které jsem zakfivil nejprve
do rotaéni plochy kuzelové (krystal CaSO, . 2H,0) a pak do plochy
valcové (CaSO,.2H,0, NaCl a SiO,). Proti krystalu, a to vidy
kolmo k ose rotadni plochy, do niz byl krystal zakfiven, postavil
jsem kruhobé ostii prislusného poloméru, otupené asi na 0,1 aZ
0,2 mm, 6éimz podle Dolej§ka a Kleina (12) se omezi vliv vnikani
zafeni X do krystalu, které u pivodni Seemannovy metody zpuso-
buje rozsiteni ¢ar na strané kratSich vinovych délek.

Pro méreni bylo pouzito ¢ar Cu Ku,, jichZz vlastni Sitky
podle méfeni Batkovského a Dolejska (8) maji hodnoty: Cu Ku,:
0,41 Xj a Cu Kay: 0,70 Xj. (Mé&Ffeno metodou Kunzlovou.)

Pri méteni bylo postupovano vidy tak, Ze bylo nalezeno
nejprve misto na krystalu, které davalo nejlepsi zobrazeni &ar
pii pomérné veliké vzdalenosti b¥itu od krystalu a pak byl po-
staven biit ke krystalu tak blizko, %e dal§im pfibliZovanim se
éary uz nezuzily, nybrz se pouze prodlouzila exposiéni doba.

Nejprve jsem pouzil krystalu CaSO, . 2H,0. Timto krystalem
zborcenym nejprve do rotaéni plochy kuZelové byly ziskany tyto
Sfiky dar: : :
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Krystal Ao, Ax,  Exposice Metoda

CaS0,.2H,0 13Xj 1,25Xj 15’ Seemannova - kuzel
TymZ krystalem CaSO,.2H,0 ohnutym do plochy valcové byly
ziskany 8itky dar:

Krystal Ax,y Ao,y Exposice Metoda
CaSO,.2H,0 0,89 Xj 0,89 Xj 10’ Seemannova - valec,
film | k ose krystalu

1,00 Xj 0,99 Xj 30 Seemannova - valec,
film || s osou krystalu

Z téch vysledku s krystalem sidrovce je ziejmo, srovname-li
ziskané &fiky dar s vlastni jejich §ifkou, Ze Sitka ¢ar touto metodou
méfend je podstatnd vétsi nez vlastni Siika. (Rozdil v &iikach
dar plynoucich z fokusaéni metody se Seemannovym britem za
pouziti téhoz krystalu jednou zakiiveného do kuZele a po druhé
do valce lze vysvétlit tim, Ze nebylo v piipadé kuzelového krystalu
nalezeno tak dobré misto krystalu a pak, Ze u snimku s kuzelovym
krystalem je mensi disperse, takZe mé&feni je méné piesné.)

Tento vysledek byl tehdy zklamdnim, nebot se sidrovcem
docilil Tayerle (9) v Kunzlové uspofddani vysledki mmnohem
lepsich. Vysvétleni tohoto faktu nebylo v8ak tehdy mozné.

Rovnéz, kdyz bylo pouzito krystalu NaCl ohnutého do valce,
s nim% Ba&kovsky a Dolejiek (8) v téze dob& dosahli veliké rozli-
Sovaci mohutnosti za pouziti metody Kunzlovy, obdrzel jsem sitky
Sar znadné vétsf nez je vlastni Sifka pouzitych éar. Naméfené
§itky &ar ziskané touto metodou jsou obsaZeny v tabulce:

Krystal Ao,y Axy,  Exposice Metoda

NaCl 1,36 Xj 1,32 Xj 10’  Seemannova - valec, film |
k ose krystalu

NaCl 1,60Xj 1,40 Xj 15~ Seemannova - valec, film ||
s osou krystalu

Z téchto vysledkt ve srovnani s vysledky ziskanymi s krysta-
lem siddrovce je patrno, Ze ziskané sitky éa¥ Cu K«,, jsou do-
konce vétsf nez Sifky ziskané s krystalem sadrovce.

Protoze bylo pouZito britu otupeného, nebylo lze vyloziti
roz&ffeni dar vnikanim zafeni do krystalu, nybrz nedokonalosti
krystalu, ktera se tedy u Seemannovy metody s bfitem silné pro-
jevi. Shodné s vysledky Bozortha a Hawortha (13), Feifera
a Jahody (14) plyne z téchto vysledkd, Ze krystal NaCl ma mosaiko-
vou strukturu méné dokonalou nez krystal sadrovce.

Podle vysledki Badkovského (15) publikovanych béhem této
price je ziejmo, Ze pii této fokusadni metodé stejné jako pii pi-
vodni metodé Seemannové se pii méfeni neprojevuje vlastni sitka.
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dar, nybrz mosaikovd nedokonalost krystalu, pokud mosaika je
téhoz fadu nebo vétsi nez vlastni &ifka &ar. Jak totiz ukazal
Badkovsky, paprsky reflektované na jednotlivych mosaikovych
krystalcich po reflexi postupuji konvergentné tak, Ze priblizné
v symetrické poloze se mosaikovd nedokonalost projevi mini-
malnim roz§ifenim &ar. Ve viech ostatnich uspofadanich (tedy
nesymetrickych) se vliv mosaiky projevi znaéné. Seemannova
metoda s biitem podobné jako ,,tubusovy spektrometr* a metoda
dirkové komory je metoda nesymetrickd a proto déary ziskané
témito metodami jsou tim 8irsi, éim vétsi je mosaikova nedokona-
lost pouzitych krystala.

Ze zndmé vlastni ifky pouzitych dar a za predpokladu
o kiivce derndni lze z naméfené §itky urdit mosaikovou nedokona-
lost pouZitého krystalu v misté, kde nastala reflexe.

Z toho, co bylo fedeno, je patrno, Ze touto metodou i pivodni
metodou Seemannovou mizeme obdrzeti vlastni ifku ¢ar a znaé-
nou rozliSovaci mohutnost pouze s dokonalymi krystaly, jichz
mosaikové struktura je nepatrna vidi vlastni Sifce é&ar.

K dosaZeni znadné rozliSovaci mohutnosti jsem pouzil krystalu
Si0, brouseného kolmo k elektrické ose, tloustky asi 0,2 mm, ktery
byl ohnut Tayerleovym zptisobem do véalcové plochy. Vysledky
timto krystalem obdriené obsahuje tabulka:

Krystal Ao, Axy,  Exposice Metoda
Si0, 0,54 Xj 0,75 Xj 15’ Seemannova - vilec, film |
k ose krystalu
SiO, 1,14 Xj 1,14 Xj 30" Seemannova - valec, film ||
s osou krystalu

Tyto vysledky znamenaji, Ze principielné lze dosahnouti foku-
saéni metodou se Seemannovym biitem veliké rozlisovaci mohut-
nosti, uZijeme-li krystali idedln& dokonalych. AvSak praktické
dosazeni veliké rozliSovaci mohutnosti je spojeno s piedpokladem
dostatedné svételnosti metody. Srovnani exposi¢nich dob pro ruzné
krystaly ukézalo shodné s vysledky jinych praci v tGstavé kona-
nych (16), Ze éim mé krystal dokonalejsf mosaikovou strukturu,
tim ma pro paprsky X mensi reflekéni mohutnost. Z toho tedy
plyne, Ze Seemannova metoda s bfitem je pro presnd méfeni mailo
vhodna, coz bylo dosud sporné.

Z vysledkii této price lze vysvétlit rozpory v nézorech na
Seemannovu metodu s bfitem. PouZijeme-li krystald s velikou
mosaikovou nedokonalosti, dostaneme malou rozliSovaci mohut-
nost a dobrou svételnost, jak tomu bylo u vétsiny autord, ktefi
pouzivali krystald NaCl, cukru a pod. Du Mond a Kirkpatrick
uzili viak ve své praci krystalu vapence, ktery mé mosaikovou
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nedokonalost velikosti mezi nedokonalosti kiemene a sidrovce,
a proto dostali dobrou rozlisovaci mohutnost i svételnost. Protoze
svételnost fokusadéni metody se Seemannovym biitem je asi pét-
krat vétd&i neZ svételnost puivodni Seemannovy metody, bylo by
lze pifi dostateéné svételnosti metody uziti i krystald s malou
mosaikovou nedokonalosti (a tedy s mensi reflekéni mohutnosti)
ve fokusaéni metodé, éimz by se ziskalo na rozliSovaci mohutnosti.
Otazka propracovani této fokusadéni metody je tedy otazkou na-
lezeni vhodnych krystalt s malou mosaikovou nedokonalosti,
které by bylo moino deformovat tak, jak je to zde Zadano.

Panu prof. dr. V. Dolejskovi, Fediteli spektroskopického
ustavu, jsem zavazan upfimnym dikem za staly zajem, s nimz mou
praci sledoval a cenné rady, jichZ jsem v praci pouzil.

Spektroskopicky vustav Karlovy wuniversity v Praze.
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Quelques résultats obtenus avec une nouvelle méthode de focali-
sation utilisante le couteau de Seemann.

(Extrait de ’article précedant.)

En se basant sur les résultats de Du Mond et Kirkpatrick,
de Batkovsky et de Dolejsek et Klein, I'auteur essaie d’élaborer
une méthode de focalisation avec le couteau de Seemann. Il
emploie différents cristaux tantot élastiquement, tantot plastique-
ment courbé sur la surface d’un céne ou d’un cylindre de révolu-
tion, en plagant contre le cristal, perpendiculairement & I’axe de
la surface rotatoire du cristal une lame circulaire.

Conformément aux résultats de Badkovsky, il montre qu’on
obtient avec ce montage, des largeurs de raies qui dépendent de
la structure mosaique du cristal. Employant le doublet Cu K, ,
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il mésure les largeurs des lignes obtenus avec les différents cristaux.
Pour les cristaux CaSO, . 2H,0, NaCl et SiO, taillé perpendiculai-
rement & l’axe électrique, 1’élargissement des lignes correspond
a l'imperfection mosaique du cristal. Cette méthode étant assy-
métrique, toute I'imperfection se manifeste, et les raies obtenues
sont d’autant plus larges que l'imperfection mosaique est plus
grande.

Conclusion:

1. En partant des largeurs des lignes obtenues par cette
méthode de focalisation et par la méthode de Seemann, on peut
reconnaitre l'imperfection mosaique du cristal employé.

2. On ne peut pas obtenir un grand pouvoir séparateur avec
cette méthode et avec la méthode de Seemann, qu’en employant
des cristaux & petite mosaique, par exemple, SiO, ou CaCOs;.
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Application d’un faisceau de rayons X lége¢rement
divergents a4 I’étude des matitres polycristallines.
A. Némejcova-Kochanovskd, Praha.

(Regu le 29 mars 1939.)

Nous montrons dans ce travail les analogies entre les cristaux mosaiques
et les polycristallites d’ou découle la possibilité d’appliquer aux matieres
polyecristallines la méme méthode que celle récemment indiquée par Backov-
sky pour I’étude des monocristaux mosaiques. Nous donnons les fcrmules
pour la largeur et la variation de l'intensité des raies de Debye réfléchies par
les polycristallites dans le cas d’un faisceau primaire divergent. Nous donnons
une vérification expérimentale de ces formules. Nous indiquons ’application
de cette méthode & la solution des principaux problémes, qui se présentent en
pratique dans I'étude des matiéres polycristallines.

Pour étudier les matiéres polycristallines on se sert en pratique
de la méthode de Debye-Sherrer, qui utilise un faisceau des ra-
yons X paralléles. Pour la définition du faisceau des rayons X
paralléles on utilise un systéme de plusieurs fentes, généralement
eirculaires, ce qui a pour conséquence d’importantes pertes d’inten-
sité. La matiére & étudier a la forme d’une petite tige.

Pour étudier les monocristaux on se sert au contraire d’un
faisceau légérement divergent défini par une fente unique. Les
monocristaux appelés mosaiques forment la transition entre les
monocristaux idéaux et les polycristallites. La pratique a prouvé
que justement les cristaux avec une forte structure mosaique (sel
gemme, blende) sont caractérisés par un grand pouvoir réflecteur.?)
En plus, comme I’a montré Ba&kovsky,?) on peut obtenir dans
Parrangement symétrique (les distances fente-cristal et cristal-film
photographique étant égales) le méme pouvoir séparateur c. a. d.
des raies de la méme finesse qu’avec les monocristaux, qui parti-
quement, sont parfaits (quarz, calcite). Donc il s’en suit facilement
qu’on peut utiliser un arrangement analogue aussi a I’étude des
< polycristallites.

1) V. Dolejsek, M. Jahoda, J. JeZiek, M. Rozsival, Nature, 142 (1938),
%) J. Bagkovsky, Nature, 141 (1934), 872.
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Chez les cristaux mosaiques la quantité des microcristaux qui
contribuent a la réflexion (quand on se sert d’un faisceau divergent)
est donnée par la grandeur de la structure mosaique, parce que
celle-ci est d’ordinaire plus petite que la divergence du faisceau
primaire. Au contraire chez les polycristallites (au moins tant qu’il
n’y a pas une certaine orientation sensiblement privilégiée) p. ex.
a cause d’un traitement mécanique), la quantité des microcristaux
réfléchissants est donnée uniquement par la divergence du faisceau
primaire. Une autre différence entre les monocristaux mosaiques
et les polycristallites consiste en ce que chez les monocristaux
mosaiques la dépendance de la quantité des microcristaux formant
le mosaique et déplacés d’'un certain angle de la face de clivage,
est donnée par la courbe de Gauss, tandis que chez les polycristalli-
tes les microcristaux sont, quant a leur orientation relativement
a la surface plane réfléchissante, distribués uniformément, indépen-
dement de la direction.

Un faisceau primaire divergent a été utilisé pour I’étude des
polycristallites par L. S. Palasnik3) (avec application pratique
a 'étude de la structure des dépots électrolytiques). Cet auteur
a envisagé dans son travail la question, quelle est la dépendance de
la focalisation des raies de Debye réfléchies par un polycristallite
plan, en supposant que le foyer de ’anticathode du tube des ra-
yons X a une largeur finie mais une hauteur infiniment petite. Il
a établi aussi les conditions pour que la diffusion totale des raies
soit minimum.

Dans le travail présent il est montré comment la largeur et le
parcours de la courbe d’intensité des raies de Debye, réfléchies par
un polycristallite plan, dépendent de I’angle d’incidence, quand la
position de la fente linéaire, qui délimite le faisceau primaire diver-
gent, et qui est fixée a la circonférence d’un spectrographe circu-
laire, est fixe. Le film photographique est appliqué le long de la
circonférence du spectrographe.

Par des considérations trigonométriques simples, il est facile
de déduire que, si la fente ponctuelle et le film photographique sont
situés le long de la circonférence d’un spectrographe circulaire de
rayon r, la surface plane réfléchissante du polyecristallite étant dé-
placée du centre du spectrographe de %, en plus la divergence du
faisceau primaire, dont le rayon central passe par le centre du spec-
trographe, étant 2y,, et « étant I’angle d’incidence du rayon central
du faisceau primaire, et en supposant en plus que le foyer de 1'anti-
cathode du tube ait une largeur finie mais une hauteur infiniment
petite, alors I’angle central y du rayon réfléchi, qui dans le faisceau
primaire était dévié de ¢ du rayon central, est donné par I’expression

8) L. 8. Palasnik, Zurnal techniteskoj fiziki, 7, 20—21 (1937), 1990 —
1996 et 7, 22 (1937), 2103—2110.
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suivante:

nsin2p  siny.sin (29 —x —vy)
r sin (x + )

ol ¢ est ’angle de Bragg de la raie en question. De cette relation il

suit pour les angles centraux v,, s, ;, correspondant aux réflexions
des deux rayons extrémes et du rayon central du faisceau primaire:

y=20—a—yp—ow, sinw=

. in 2
"=20—a—aw, sin w; = 7&1;1_(]_7,
. in 2 sin y, sin (29 — & —1vyy)
=20 — x — P, — — N ep Sy B —* %)
Ye=4e@ — & — Yo — W, SIN @, ¢ sin (x + vo)
(1)
. in 2 sin y, sin (29 — &+ )
=20 — — _ hanzp %o o
Vs=2¢ — & + yp — ws, SIn w, ; Sin (o — )

(voir aussi fig. 1).

Fig. 1.

Alors la largeur angulaire?) de la raie, dans le cas du faisceau
primaire légérement divergent, est donnée par la différence des
angles des deux rayons extrémes du faisceau réfléchi.)

4) Par l’expression ,largeur de la raie‘‘ nous ne comprenons pas la
largeur de la raie & la demi-hauteur de la courbe de noircissement, comme
d’ordinaire, mais la largeur totale de la raie entre les deux bases de la courbe
de noircissement. Ce changement de la terminologie habituelle est bien
justifié dans ce cas par le parcours assymétrique de la courbe de noircisse-
ment, l'intensité de la raie ne s’abaissant d’aucun coté continuellement
jusqu’a zéro.

5) Il faut bien remarquer, que les rayons extrémes du faisceau réfléchi
ne correspondent pas toujours forcément aux rayons extrémes du faisceau
primaire.

216



Dans ce qui suit nous allons envisager seulement le cas ol
n = 0, c. a. d. ou la surface réfléchissante de la matiére est située
justement au centre du spectrographe. Ce cas a aussi dans 1’appli-
cation pratique de cette méthode le plus d’importance.

Pour des y, assez petits en négligeant les grandeurs du troisiéme
et des ordres supérieurs en y, et pour = 0, on déduit facilement
que l'angle » du rayon réfléchi, qui dans le faisceau primaire était
dévié de p du rayon central, est donné par la relation suivante:

y = 20 — & + 29k, — p?k,; ky = cos ¢ (sin ¢ cotg « — cos @) (1')
- b — sin 2¢
27 sin?x”

La grandeur %, est toujours positive, supposé que I’angle
d’incidence « est choisi égal ou plus petit que 1’angle de Bragg de la
raie de Debye, qui est dans I’ensemble des raies réfléchies caracté-
risée par les plus petits indices.

Pour calculer la largeur de la raie de Debye correspondante
a 'angle ¢ de Bragg, il faut d’abord calculer les angles centraux y
des deux rayons extrémes du faisceau réfléchi. On trouve facile-
ment que ces deux angles sont donnés par les expressions suivantes:

kz

- - ot 3
Vmax = 29 — & + k, au cas ¥, g% (2a)
2
Ymin = 2¢ — & — 2pok; — o2k,
— ——— — 2
Vmax 20 — o + 2ygk, — o2k, au cas y, < % (2b)
Ymin = 29 — & — 2ok, — ok, &

La largeur angulaire /, de la raie de Debye correspondante
a l'angle ¢ de Bragg est:

2
la = I% + 2kyyo + yo'ke au cas y, = %"
2 2
5 (3)
le = 4yok, au cas Yy, < Ic_l
2

Pour la mesure précise des distances des raies il est nécessaire
de connaitre la position ,,du milieu* de la raie c. a. d. de I’endroit
de la raie correspondant au rayon central du faisceau primaire
(y = 0). Des formules déduites il suit que la distance angulaire du
milieu de la raie de sa frontiére du c6té des longueurs d’ondes
croissantes est donnée par les expressions suivantes:

2
'A,,=I;CL2 au cas Y, > .+
' (4)

Ay = 2yok, — ok au cas Y, < E‘-
. 2

217



De ce qui précede il est évident que la raie est la plus étroite si
I’angle d’incidence &« = ¢. Alors %, est égal a 0 et k, = 2 cotg ¢,
ce qui montre que l'influence de la divergence du faisceau primaire
ne se fait remarquer que par les grandeurs du deuxiéme et des plus
grands ordres, et est d’autant plus petite, que ’angle de Bragg de la
raie envisagée est plus grand.

) La variation de I'intensité de la raie réfléchie est déterminée
de la fagon suivante:

Supposons que dans le faisceau primaire incident l'intensité
est distribuée d’'une fagon uniforme, de sorte que le domaine angu-
laire dy, défini par les rayons ¢ et y 4 dy, contient une quantité
d’énergie lumineuse dI = a dy. Chez les polycristallites (a la diffé-
rence des monocristaux mosaiques) les microcristaux sont distri-
bués, quant & l’orientation du plan cristallographique en question,
d’une fagon uniforme dans toutes les directions. On peut poser done
P’énergie réfléchie correspondante dI, = b dy. Cette énergie réfléchie
agit sur le film photographique dans un domaine angulaire 2 (k, —
— wk,) dy (voir la relation 1’). Donc le rayon dévié de y du rayon
central tombe sur le film, apres réflexion, avec une densité d’énergie

i I=——7—.
lumineuse 5 (f— k)

Pour la détermination de I'intensité de la raie a une place quel-
conque 4 il suffit de s’assurer quels rayons de faisceau primaire
tombent aprés réflexion a cet endroit, 4 étant mesuré a partir du
rayon réfléchi, qui correspond au rayon central du faisceau incidens,
positivement dans le sens des A croissants et négativement dans
le sens das A décroissants.

11 faut distinguer deux cas:

a) Pour la raie en question est y, > ky A chaque endroit

1
== kz'

2
lck‘— = A 2> 2k, — kyy,® de la raie tombent aprés réflexion deux
2

. 2
rayons du faisceau primaire dont les y sont y;,, = %1 i-l/(%) —
2 2

—%, tandis qu’a chaque autre endroit de la raie c. a. d. a I'en-
droit — 2kypy — kayo® < 4 < 2kyp, — kay,* tombe aprés réflexion
seulement un rayon, dont le yest y= :—:— (I;—:)z— —2‘; On vé-
rifie facilement que I’énergie totale de la raie réfléchie est donnée
par l’expression suivante:
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%a %,
b b
I == ‘—"—':dA | ey dA = 2b
f Wi —ak, f — Ve — 4k, Yo
—2kyyo —kapo® 2k1p0 — Kayo® ,
ce qui est d’accord avec 1’énergie totale réfléchie supposée.
ky

b) Pour la raie en question est g, < -=. A chaque endroit

key
2k, — ka2 = A = — 2k, — koy,? de la raie tombe apres réfle-
xion un seul rayon du faisceau primaire dont le y est yp = k—l—
2

——
— V(%) —g— Donc l’énergie totale de la raie est donnée par
2 2

I’expression suivante:
2kypo — kayo®

b
oV — Ak, L
—2kwo—kapo*

Si ’angle d’incidence justement égale & 'angle ¢ de Bragg de la
raie correspondante, les formules ci dessus se simplifient. Pour
o=@, est k; =0 et k, = 2ctg ¢. A chaque endroit — 4 de la
raie arrivent deux rayons dont les y correspondants sont y,., =

= + V?cfgﬁ (aux endroits 4 4 de la raie ne se réfléchit rien). Ces

rayons agissent & I’endroit — 4 chacun avec une densité d’énergie

b
2)k,4

. Donc V’énergie totale de la raie entiére est de nouveau:

kayo®

b
2|k, 4 o

0

De ce qui précéde on peut attendre que si ’angle d’incidence «
ne correspond pas a ’angle ¢ de Bragg de la raie en question, qu’il
ne se produit non seulement un élargissement de la raie, mais aussi
que le maximum d’intensité se déplace & partir de la trace du rayon
central réfléchi dans le sens des A croissantes. La variation de I'inten-
sité doit étre d’autant moins rapide que x se distingue plus de ¢.
Si la raie doit étre la plus étroite et le maximum de I'intensité doit
se trouver justement & l’endroit d’incidence du rayon central
réfléchi (la formule déduite théoriquement donne pour 4 =0,
I = ). La variation de l'intensité doit étre dans ce cas trés brus-
que, de sorte que la raie devrait se montrer en cet endroit treés
exactement limitée. De 1’analogie entre les polycristallites et les
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cristaux mosaiques, de laquelle il a été question dans I'introduction
de ce travail, découlerait que le parcours de la courbe de noircisse-
ment de la raie dans ce cas devrait ressembler a celui de la courbe de
noircissement de la raie réfléchie par un monocristal mosaique.
La seule différence essentielle entre les deux courbes devrait étre
celle, que, tandis que pour les monocristaux mosaiques, par suite
de la distribution des microcristaux dans les différentes directions
d’aprés la courbe de Gausse, la courbe d’intensité devrait tendre
vers zéro du coté des courtes longueurs d’ondes, alors que chez les
polycristallites par suite de la distribution réguliére des micro-
cristaux dans les différentes directions, l'intensité de la raie du
coté des courtes longueurs d’ondes devrait tendre vers une valeur

limite (I = %) différente de zéro. Le calcul du parcours de la
270

courbe de noircissement de la raie réfléchie par un monocristal
mosaique a été fait par Jahoda,®) dans le travail duquel est aussi
donné le graphique correspondant. On n’a pas encore reussi &
prouver expérimentalement ce parcours théorique de l'intensité
pour les monocristaux, sans doute pour la raison, que leur structure
mosaique n’était pas assez prononcée, de sorte que d’autres effets
provoquaient 1’élargissement de la raie dans le sens contraire que
ne le provoquait le mosaique seul. De sorte que par exemple, si le
mosaique est peu prononcé, I’élargissement de la raie K« chez les
éléments légers (comme Cu) dans le sens des longueurs d’ondes
croissantes, ainsi que 1’a observé Spencer,?) se fait plus remarquer
que l'influence du mosaique.

Au contraire chez les polycristallites ol le mosaique, se faisant
remarquer & la réflexion, est d’un ordre beaucoup plus grand, parce
qu’il est limité seulement par la divergence du faisceau primaire,8)
on peut justement attendre que 'influence de la structure mosaique
se fera remarquer dans le parcours de la courbe d’intensité de la
raie réfléchie et dépassera beaucoup toutes les autres influences.

Pour la vérification experimentale des résultats mathématiques
précédents on a étudié I'influence des différentes positions du poly-
cristallite et I'influence de divers angles d’incidence sur la largeur
et le parcours de la courbe de I'intensité de la raie réfléchie.

Comme polycristallite on a choisi une plaque de Cu recuite,
 chez laquelle prédominait seulement d’une fagon insignifiante

%) Sous presse.

7) Spencer, Phys. Rev. 38, 630 (1931).

8) Dans notre cas la divergence du faisceau primaire était de 32/, par
suite le mosaique qui prenait part & la réflexion était d’un ordre beaucoup
plus grand que par ex. chez ZnS, qui d’aprés les résultats indiqués dans le
travail de Feifer-Jahoda 1. c. doit étre regardé comme ayant une structure
mosaique trés développée, 4o = 105”.
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Porientation des microcristaux du plan (111) parallélement a la
surface réfléchissante. Par la méthode ,du rayon de retour
(Riickstrahlmethode) on s’est assuré que la matiére n’avait pas de
tensions internes, donc que Ad = 0, pour étre sir que I'influence
,,des défauts dans le réseau‘’ (qui se manifeste toujours également
quelque soit le montage et qui a pour conséquence un élargissement
des raies des deux cotés) ne se superpose pas
a l'influence du mosaique.

Comme source des rayons X on a utilisé un
tube industriel avec anode de Cu sous une
tension de 40 KV et une intensité de 10 MA.
Alors la radiation charactéristique utilisée était
CuKax et KB. Le rayon du spectrographe
était r = 50 mm. Le temps de pose étaient de
10 minutes.

L’influence de I’angle d’incidence sur la
largeur et le parcours de l'intensité de la raie
réfléchie est visible des clichés dans les figures
2 et 4 et des courbes microphotométriques
correspondantes dans les figures 3 et 5. .

Sur la fig. 2a,b sont reproduits deux
clichés de la raie de Debye (111) du Cu (la
radiation caractéristique était Ko du Cu,
Kp était éliminé par un filtre de Ni). La ma-
tiére était fixée par la surface réfléchissante Fig. 2ab.
exactement au centre du spectrographe. La
divergence du faisceau n’a pas été mesurée dans ce cas. Dans le cas
de la fig. 2a on a exposé avec un angle d’incidence « égal & I’angle @
de Bragg, pour le plan (111), dans le cas 2b l’angle d’incidence
était de 10° plus petit que I’angle correspondant de Bragg pour la
raie (111). Comme on voit sur les clichés, dans le cas de la fig. 2a,
quand « égale @, la raie de Debye (111) est sensiblement plus étroite
et sa frontiére du c6té des grandes longueurs d’ondes est plus nette
que dans le cas b, quand I’angle d’incidence & est de 10° plus petit
que l’angle de Bragg correspondant. La méme chose est visible
encore mieux sur les courbes microphotométriques dans les fig.
3a, b. L’allure de la courbe microphotométrique de la fig. 3a est
en trés bon accord avec ’allure de la courbe calculée théoriquement
pour les monocristaux mosaiques, et indiquée dans le travail cité
de Jahoda. Elle présente une croissance brusque du coté des lon-
gueurs d’ondes croissantes et lente du coté des longueurs d’ondes
décroissantes. De méme on voit des courbes microphotométriques
que le rayonnement diffus, causant le noircissement continu du fond
du film, est plus grand dans le cas b que a.

Dans les fig. 4a, b, ¢ sont encore reproduits les clichés des
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réflexions de la raie (111) de la plaque de Cu. La plaque de Cu était
placée dans le cas a au milieu du spectrographe, ’exposition étant
faité avec un angle d’incidence & = ¢ aussi pour la raie de Debye
(111). Dans le cas b et ¢ la plaque a été déplacée du milieu du spec-
trographe de 7 = 3 mm, ou dans le cas b I'angle d’incidence était

Fig. 3b. Fig. 4abc.

de nouveau égal & l'angle de Bragg pour le systhéme des plans
(111), tandis que dans le cas ¢ I’angle d’incidence a été de 10° plus
petit que 'angle de Bragg correspondant. La divergence y, du
faisceau était égale en ce cas & 16’ 19”. Les courbes microphoto-
métriques correspondantes de la raie de Debye (111) sont repro-
duites dans la fig. 5a, b, c. Comme on voit, il n’y a pas de différence
sensible dans la finesse de la raie (111) entre les clichés 4a, b (mais
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ceci n’est pas vrai en général, et était causé dans ce cas accident elle-
. ment parce que les valeurs de 7 et de r étaient dans un rapport
convenable) mais dans le cas b le rayonnement diffus est considé-

Fig. 5a.

Fig. 5b.

rablement plus grand. Dans le cas 4c, ol ni I'angle d’incidence ne
correspond & l'angle ¢ de Bragg, ni la surface réfléchissante située
dans I'axe du spectrographe (de sorte que la condition de la dispo-
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sition symétrique n’est pas remplie), il se produit non seulement une
forte diminution de la finesse de la raie mais encore un accroisse- -
ment d’intensité des rayons diffus. Mais en méme temps il est vi-
sible, que dans cette position complétement asymétrique la struc-
ture de la surface de la matiére examinée commence & devenir
visible dans le cliché. L’utilisation de la position asymétrique pour
I’étude de la microstructure de la face de clivage des monocristaux
mosaiques a été faite par Badkovsky.?) Ses résultats obtenus par la
méme méthode pour la microstructure de la surface des polycristal-
lites sont préparés pour la presse.

Sur les clichés reproduits dans la fig. 2a, b on a mesuré en pro-
jection la largeur de la raie (111). On a trouvé dans le cas a pour la
largeur de la raie 0,12, mm, dans le cas b 0,68, mm. La largeur de la
raie dans le cas a est causé par la divergence du faisceau primaire
dans le sens vertical et, dans une mesure insensible, par ce que la
fente n’est pas linéaire mais d’une largeur finie, conditions qui
n’ont pas été respectées dans les formules (3), car il s’agissait seule-
ment de la détermination du changement dans la largeur des raies
causé par la divergence du faisceau primaire dans le sens horizontal.
La différence dans la largeur des raies dans le cas a et b (en négli-
geant la variation insensible causée par I'influence de la largeur de
la fente) correspond & I'influence du mosaique délimité par ’angle
de divergence du faisceau, et éventuellement par la pénétration
des rayons dans le polycristallite.

Pour décider, quelle est la part de la pénétration et celle du
mosaique sur I’élargissement de la raie dans le cas a, b, on a déter-
miné de la fagon suivante la profondeur de la pénétration des
rayons X dans la plaque de Cu utilisée:

De la plaque de Cu on a obtenu par corrosion des feuilles
d’épaisseur variant de 0,03 mm & 0,005 mm. On a déposé ces
feuilles sur une couche d’aluminium et on a déterminé pour le méme
angle d’incidence « que dans le cas 2a (o« = 21°) et pour les mémes
conditions experimentales pour quelle épaisseur de la feuille de Cu
les raies de Debye de 1’aluminium disparaissaient. Il s’est montré,
que pour une épaisseur de la feuille de Cu de 0,01 mm, les raies
d’aluminium étaient encore faiblement visibles; pour une épaisseur
de 0,015 mm elles disparaissaient pratiquement. Donc, en négli-
geant le fait, que le pouvoir réflecteur de 1’aluminium est un peu
différent de celui du Cu, on peut fixer I’épaisseur 0,015 mm comme
la limite de la profondeur de laquelle, pour cet angle d’incidence,
la réflexion des rayons X peut encore avoir I'influence sur la largeur
des raies de Debye. Mais un calcul simple montre, que si nous
prenons cette épaisseur maximum de pénétration, ’élargissement de

?) Bagkovsky, Journal de Physique, sous presse.



la raie dans le cas b par rapport au cas a, di & la pénétration, est
seulement de 0,011 mm. Mais ’élargissement total de la raie dans
le cas b par rapport & a a été mesuré & quelques dixiémes de milli-
meétres prés. Donc on voit qu’on peut négliger P'influence de la
pénétration sur l’élargissement et la variation de l'intensité des
raies par rapport & 'influence du mosaique. L’allure de la courbe
microphotométrique dans la fig. 3a est donc une vérification du
calcul dans le travail cité de Jahoda, car la pénétration ne peut pas
se manifester dans la variation de 'intensité de la raie.

On peut donc dire que, d’accord avec ce qui a été déduit dans
le commencement de ce travail pour la largeur de la raie et le par-
cours de son intensité, que la raie est réellement la plus étroite et la
plus nettement définie du c6té des grandes longueonurs d’des, si
I’angle d’incidence « est justement égal & 1’angle ¢ de Bragg et si la
matiere est placée au milieu du spectrographe. Dans ce cas le noir-
cissement du film d au rayonnemnt diffus est aussi minimum. Le
changement de I’angle de I'incidence et le déplacement de la surface
réfléchissante de la matiére examinée du milieu du spectrographe
entraine un élargissement et une perte de netteté de la raie et un
accroissement du noircissement continu du fond du film.

La vérification des formules (3, 1) pour I’élargissement de la
raie a été effectuée sur les clichés reproduits & la fig. 4a, b, c. Pour
cela on a mesuré!®) la divergence du faisceau primaire et on a trouvé
9o = 16" 19”. Les largeurs mesurées des raies dans ces trois cas, de
méme que les différences correspondantes des largeurs des raies
dans les cas b et ¢ par rapport a la largeur dans le cas a, mesurées et
calculées d’aprés les formules (3, 1) sont données dans le tableau 1:

Tableau 1.
liché largeur de la raie |différences deslargeurs des raies en mm
clie mesurée en mm
mesurées calculées
a 0,17,
b 0,17, 0,00, 0,001
c 0,90, 0,72, 0,813

Comme on voit, les valeurs calculées d’aprés les formules (3, 1)
sont généralement en bon accord avec les valeurs mesurées, en
tenant compte de ce que dans le cas ¢ la raie est trés diffuse, de
sorte que la mesure de sa largeur est purement§subjective et sou-
mise & d’importantes fautes.

1%) La divergence du faisceau primaire fut déterminée photographique-

ment en fixant sur un film photographique 1'image de la fente en deux
distances connues. :
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Il est vraie, que ces derniéres considérations valables pour les
dispositions asymétriques ne sont pas d’une importance directe
pour 'utilisation de la méthode décrite. En pratique il s’agit tou-
jours des dispositions symétriques pour obtenir des raies aussi nettes
que possible. Mais ces considérations nous donnent la possibilité
de nous faire une image correcte de I'influence du mosaique sur les
mesures précises chez les monocristaux, pour lesquels, jusqu’alors,
nous n’avons pas des preuves expérimentales directes, parce que
d’autres effets de la méme grandeur se superposent a I'influence du
mosaique.

Fig. 6.

L’avantage de cette méthode, travaillant avec un faisceau
primaire des rayons X légérement divergents, en comparaison avec
les méthodes travaillantes avec des faisceaux primaires paralléles,
est sa grande luminosité, d’ou résulte une importante diminution
du temps de pose. De ce qui précede il semblerait, au premier coup
d’oeil, que cette méthode ne s’applique qu’aux cas ol il s’agit des
raies réfléchies dans un petit domaine angulaire, parce que seule-
ment dans ces cas on pourait & peu prés satisfaire a la condition
que l'angle d’incidence o soit égal & P'angle ¢ de Bragg. Mais la
pratique montre qu’on peut utiliser cette méthode aussi pour la
détermination ou pour la comparaison des réseaux cristallins ou
il g’agit des raies réfléchies dans un trés large domaine angulaire.
Dans la fig. 6 est reproduit un tel cliché de la radiation Cu K«, 8
réfléchie sur la plaque de Cu, I’angle d’incidence « égalant I’angle ¢
de Bragg de la raie de Debye (111). Comme on le voit, la finesse des
raies de Debye qui correspondent & de ¢ plus grands, est tout a fait
suffisante. Il est vraie, que, s’il s’agit de la mesure précise des
distances, par ex. pour la détermination des constantes réticulaires
des polycristallites, il est nécessaire d’éffectuer les corrections
appropriées pour le déplacement du centre des raies (voir formu-
les 4).1) ’

) 11) En ce cas il suffit de substituer dans les formules (4) pour ¢ les
valeurs approximatives calculées directement du. cliché.
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Enfin je remercie M. le professeur Dr. V. Dolejsek, dans I'insti-
tut duquel ce travail a été fait, pour ses précieux conseils et son
grand intéret avec lequel il a suivi tout ce travail.

Prague, le 27. mars 1939.

Institut spectroscopic de U'Université Charles a Prague.
*

PouZiti svazku mirné rozbihavych paprski X ke studiu
polykrystalitii.

(Obsah pfedchoziho élanku.)

Analogie mezi mosaikovymi jednokrystaly a polykrystality
vede na myslenku pouZiti ke studiu polykrystaliti podobné me-
tody, jaké se pouziva u mosaikovych jednokrystald, a to bez Gjmy
ostrosti éar. Pouzije-li se u mosaikovych jednokrystald primarniho
rozbihavého svazku paprski X, vylouéi se prakticky vliv mosaiky
na §ffku ¢ary — jak ukazal Batkovsky — v symetrickém uspofa-
déni (reflektujici plocha jednokrystalu ve stfedu spektrografu,
vzdalenost krystal-Stérbina rovna vzdilenosti krystal-fotograficky
film).

Jsou odvozeny vzorce uddvajici §ffku dar a pribsh jejich
intensity pfi pouziti této metody (t. j. rozbihavého primarniho
svazku) u polykrystaliti. Z odvozenych vzorcii plyne, Ze &ara je
nejuzsi a nejostreji definovana (spad intensity nejstrméjsi), je-li
thel dopadu pravé roven prislusnému Braggovu thlu dotyéné
¢ary a je-li reflektujici plocha polykrystalitu umisténa ve sttedu
spektrografu.

Pokud se tyde pribshu intensity reflektovanych &ar, plyne
obecné z odvozenych vzorct pro ptipad rozbihavého priméarniho
svazku prudky vzestup intensity na dlouhovlnné strané a pozvolny
pokles na kratkovinné strané éary. Prubéh intensity reflektova-
nych &ar je analogicky pribéhu intensit dar reflektovanych mosai-
kovymi jednokrystaly, jak byl spo&itdn Jahodou (tento priib&h
intensity u mosaikovych jednokrystali nebyl zatim experimen-
tdlné prokazan, protoze jiné vlivy pisobfci v opadném smyslu
prevazuji vliv mosaiky, ktera je pomérné mala). ’

Je podéna experimentalni verifikace odvozenych vzorcii na
Sifce a pribéhu intensity &ary (111) pro rtzné polohy rovinné
reflexni plochy desti¢ky médi a pro rizné thly dopadu.

Vyhodou této metody, kterd pouzivd mirné rozbihavého
svazku paprskii X je oproti metoddm pouZivajicim primarni svazky
rovnobéznych paprski X jeji velka svételnost a zkraceni exposiéni
doby z toho plynouci. Je ukizéno, Ze moznost pouziti této metody
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ke studiu polykrystalitti v praksi neni omezena pouze na piipady,
kde se jednd o Debyeovy &ary reflektované v malém tGhlovém roz-
mez{ (v kterémzto p¥ipadé lze zhruba splniti podminku rovnosti
thlu dopadu a pFislusného Ghlu Braggova), nybrz Ze této metody
lze také pouziti v piipadech, kdy se jedna o &ary reflektované ve
velmi 8irokém Ghlovém rozmezi, tedy v prvé fadé pii kvalitativnim
srovnani mifZek polykrystaliti a dale také k presnému urdeni
mifzkové konstanty polykrystaliti (za pfedpokladu, Ze byly pro-
vedeny korekce 4, pro posuv stiedu éar, ktery je udan v této praci).
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