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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Varieta anolonome immerse in una varieta a con-
nessione affine.
A. Maxia, Firenze.

(Giunto il 20 giugno 1938.)

I. Varietd complementari X7, X, in L,.

Premessa. — L’argomento, che avrebbe dovuto essere pubbli-
cato alcuni anni addietro e che perquanto completato e aggiornato
ritrac le linee di una parte del mio lavoro di laurea. ¢ diviso in due
parti:

La prima parte — publicata qui!) — riguarda la determina-
zione delle condizioni di esistenza di due varieta anolonome X7,

X7 (m' =n—m) fra loro complementari,?) per le quali siano
assegnati i tensori di curvatura euleriana, in una varieta curva X,
dotata di connessione affine, nei due casi in cui le connessioni in-
terna ed esterna delle due varieta vengano fissate a priori arbitra-
riamente o siano quelle subordinate dalla connessione dell’ambiente.
Si perviene nei due casi a tre gruppi di equazioni le quali si possono
considerare come una generalizzazione delle equazioni di Hlavaty
e di quelle di Gauss, Codazzi, Ricci rispettivamente.

La sostanza del problema non & nuova. A parte alcuni parti-
colari risultati gia dati dallo Schouten (cfr. (1), (3), (5)) e dal Hla-
vaty (cfr. (4), (7)), il problema & stato trattato, per quanto in modo
assai dissimile e da un punto di vista forse alquanto differente, dal
Dienes (6). La esistenza di tale lavoro, del quale molto tardi ho
avuto conoscenza, mi ha indotto ad alleggerire di molto la tratta-
zione particolareggiata che in un primo tempo avevo esposto nella

1) Laseconda partedel lavoro: ,,X",:_1 in E_affine' & in corso di stampa
nel ,, Véstntk Krdl. Ceské spol. nauk** a Praha.

3) Uso una denominazione introdotta dal Vranceanu (cfr. (9) pag. 15)
(i numeri dentro parentesi si riferiscono all’elenco bibliografico) e adottata
da En. Bortolotti (10) la quale si riferisce al caso in cui la m-direzione della
X7 e la m'-direzione della X} uscenti dai punti di X, non abbiano direzioni
in comune.
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presente nota. L’attuale esposizione presenta una forma semplice
e organicamente sintetica mercé il continuo uso che si fa in X, di
una connessione AY; la quale permette di sviluppare contempora-
neamente lo studio delle due varieta X™, X™ in X,. Tale connes-
sione mi & stata gentilmente suggerita dal Professor J. A. Schouten.

Al Prof. J. A. Schouten devo la mia gratitudine per i sugge-
rimenti e le utili osservazioni di cui mi ¢ stato largo nel rivedere
tanto la prima che la seconda parte del presente lavoro.

Dappertutto nel presente lavoro ho cercato di tenermi al sim-
bolismo introdotto dallo Schouten e da questi esposto in forma
definitiva nell’opera (8) alla quale mi sono sovente riferito.

1. Generalitd. Indichinmo con L, una varieta n-dimensionale.
riferita a coordinate &~ (x, A. . v, m, p, 0. T =n + 1,n + 2, ... 2n),
dotata di una connessione affine di parametri I';;®) ¢ con p il
simbolo di derivazione covariante relativo alla connessione di L,.
Definiamo in L, due varieta anolonome XJ. X (m' = n — m)
fra loro complementari associando a ogni punto & di L, una m-dire-
zionc e una m'-direzione fra loro indipendenti determinate dai
vettori B* (a, b, c.d, e, f,g=1,2,...,m), Bx(p,q,7r.s.t,u,v, w =

b e

=m + l.m + 2, ..., n) rispettivamente.
Esprimiamo con B~ (h, 4,5, k,I,m = 1,2,.. ., n) uno qualun-
i A
que dei vettori B*, B~ e indichiamo con ¢, e* i vettori fondamentali,
b q H
covarianti e controvarianti rispettivamente. relativi al riferimento
anolonomo che le B* definiscono in ogni punto di L,.

1]
Il sistema (h) che comprende. anzi si identifica coi due sistemi
(@), (p) presi insieme, ci sara utile per alleggerire e rendere piu
conciso 1’aspetto formale delle espressioni di cui dovremo fare uso.
Poniamo

[ ] h
By = ey B*, B; = ¢;B*, B{ = e; B~ (1, 1)
a P A
a p
dove e, e, s0no i vettori fondamentali covarianti nelle due varieta
anolonome, ed indichiamo con B, gli elementi reciproci dei sistemi
misti B; nel determinante da essi formato

Sara
BE=a={1%5%) .2
BE=at={] %31 1.3)

- i) O-sée;'viamo che nei parametri delle connessioni che introdurremo
metteremo a sinistra, anziché a destra, I'indice di derivazione (cfr. (8)
pag. 75, nota).
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¢ quindi. posto

B; = B:B;. (% -= By B}, (1, 4)

B + C; = A} 1. 5)
Indichiamo con u, v. w i vettori di L,, X»' X% . ¢ limitiamoci ad
osservare che le relazioni fra le componenti dei detti vettori nei
sistemi (x), (k), (), (p) si possono esprimere tutte, nel modo ben
noto e del resto immediato, per mezzo dei sistemi B, C introdotti.
(‘osi. se indichiamo, come sempre faremo, con (d£)s, (d£)? le compo-
nenti di uno spostamento infinitesimo che giace in Xy, X3 rispet-
tivamente. ricaveremo per essi le relazioni

déx == Ba(d&)«. déx = Bp(dé&). (1. 8)
(&) == By g, (dé)p = B de (1, 7)

mentre per uno spostamento generico d¢ di L, si avra:
dgx = By (dé)* + By (d§)» = By (dé)M. (1. 8)

Le (1, 7), che naturalmente son dei pfaffiani qualunque. si prestano
molto bene, come se fossero dei veri e propri differenziali, per
formare i differenziali assoluti ed esprimere le leggi di trasporto
infinitesimo delle varie connessioni che ora introdurremo. Se poi,
posto per brevita

0
b= o5 (1. 9)
alle (1. 7) aggiungiamo gl operatori differenziali
i = B¢, (6 = By ¢,. 0q = B} 0,) (1, 10)
e quindi .
3, = BL&; (1, 11)

potremo far uso in Xy e in X:" dei simboli di derivazione e di
differenziazione come se si fosse in varieta olonome a parametri
pure olonomi.

Aggiungiamo infine che. ove occorra, faremo uso di un nuovo
riferimento anolonomo (') espresso dalle formule di trasformazione

Bi = BB} (| Bi| +0) (1, 12)
e dalle inverse }
B; = B; B} (1, 13)
con
N A 0se h =1
B?'B.-zA.-:{lseh:‘ (1, 14)

e con la condizione
By = BY = 0 e quindi B} = B} =0, (1, 15)
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indispensabile perché i nuovi riferimenti anolonomi subordinati
(@’), (p’) siano ancora relativi alla X, X, rispettivamente.
In relazione al nuovo riferimento si avra ad esempio

oy = B%9, 9 — B! 0. (1, 16)

E in generale, preso un qualunque tensore di Ly, ad esempio quello
di torsione 8,3", si avra:

Y i .. h A pudh .. B ..

Sy = Bj':'n Sy == Bﬂ'rn Bl S, == By S~ (1, 17)

2. Connessioni e tensori di curvatura euleriana relativi alle X7,

Xy . Per le varieta X3, Xy, si presenta la possibilita di introdurre

quattro connessioni distinte, due per ciascuna varieta,*) i cui para-

metri si potranno indicare rispettivamente con

a a P Ap ¢

cby rb, Acq' Arq- (27 l)

La connessione Agy (A%) sara ad esempio una legge di rappresenta-
zione affine fra gli E,, tangenti alla Xy (fra gli E, tangenti alla
XY) in punti di L, infinitamente vicini lungo direzioni tangenti
allan X3. La detta connessione si puo anche dire interna alla Xy
(esterna alla X7). Analogamente si dovranno chiamare esterna

alln X3, interna alla Xy , le connessioni Ay, A%,. Le connessioni
(2, 1) pero, oltre al significato geometrico accennato o all’altro
equivalente che permette di riguardarle come rappresentazioni

affini (omografie vettoriali) fra le totalita dei vettori della Xy
o della X3 in punti infinitamente vicini lungo direzioni di X7’
o di Xy — rappresentazioni espresse analiticamente dai seguenti
gruppi di formule

"

d7 = dve + Af b (d&)e

o

v = dvs + Ap vb(dE)

;wf’ = dw? 4 A% wr (d&)

Sw? = dw? 4 Ay ur (d&)

— sono suscettibili di un’altra notevole interpretazione geometrica:

(2, 2)

le connessioni esterne A%, Ay possono riguardarsi quali con-
nessioni tangenziali per la X7, X7 rispettivamente; mentre le
connessioni interne per la Xy e X™ di parametri Az e A% sono
le rispettive connessioni puntuali. In altri termini: la connessione

%) Cir. (6) pag. 770.
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A%, ad esempio si pud considerare come una legge di rappresenta-
zione proiettiva tra le totalita di E,_, dell’ E, tangente alla L,
uscenti dall’ E,, tangente alla X3 nei punti infinitamente vicini

z*, 2% + Bi(d£)%; mentre la connessione puntuale, ad esempio Ay
puo considerarsi invece come una legge di rappresentazione fra

un E,, e la sua proiezione, fatta parallelamente alla X oy ', negli altri,
nei punti infinitamente vicini' *, z* + Bg (d§)%.

Possiamo notare che le quattro connessioni (2. 1) determi-
nano nell’ambiente L, una nuova connessione Af;.-‘) avente i para-
metri A, A% nulli e che le (2, 2) si possono considerare come
ricavate dall’unica legge di trasporto

"our = du* 4 A,';; ui(d &)’ (2, 3)
fatta nell’'ambiente quando la si applichi a vettori ¢ lungo sposta-
menti giacenti in una almeno delle due varicta X2 X™. Conside-
rando separatamente i due casi in cui il trasporto (2. 3) si faccia
lungo direzioni di Xy o di X™ si ha:

"ub = dub + Abub (dE) + Abg ut (&) (2. 4)
"Sub = dub + Ak ub (A& + Al ud (A& (2. 5)

e da queste ¢ dalle ipotesi
A% = A% =0 (2, 6)

segue:

1° Lungo una direzione di X7 la connessione A,’},- opera sulle
componenti «? di un vettore u* di L, nello stesso modo che opere-
rebbe se il vettore u* appartenesse alla X ¢ sulle componenti u?
nello stesso modo che opererebbe se u* appartenesse alla Xy’ g

2° Lungo una direzione di Xy "la connessione A}; opera sulle
componenti ¢ di un vettore u* di L, nello stesso modo che opere-
rebbe se il vettore u* appartenesse alla X7 e sulle componenti u?
nello stesso modo che opererebbe se u* appartenesse alla Xy :

Cié puo considerarsi come un’interpretazione geometrica delle
(2, 6).

In relazione a un nuovo riferimento anolonomo definito dalle
(1, 12) si avranno per le A%, le formule di trasformazione

A’ h'Ji 4k A' k
Ay = Byrjy Ayi + Be 9y By (2,7)
§) Devo alla gentilezza del Professor J. A. Schouten un tale suggeri-

mento ed altre importanti osservazioni riguardanti la connessione A.’;i la

quale, come vedremo, permette di dare un aspetto formale semplice e conciso
allo studio delle varietd anolonome.

37



e da queste in particolare, tenuto conto delle (1, 15),
A5y = BETS A5, (2, 8)
Aly = By Fy Al (29
Segue che i sistemi Ay, A si trasformano, rispetfo a un cambia-
mento del riferimento anolonomo, come le componenti di un

tensore e che il loro annullarsi ha conseguentemente significato
invariante rispetto a siffatte trasformazioni.

Sempre dalle (2, 7) si ha:
A5y = Boyw A5y + By 05 By (2, 10)
Aby = Byig A%y + By 8 By (2, 11)
da cui segue che in relazione a un qualunque cambiamento del

riferimento analonomo le connessioni interna ed esterna alle due
varietd X™, X™ restano ancora tali.

Indichiamo con ’f il simbolo di derivazione covariante relativo
alla connessione A,'}t- e accanto a questo ne introduciamo un altro,
*D, il quale opera con i parametri della connessione dell’ambiente

in relazione agli indici della serie z, . . ., T e coi parametri A" dove
si trovi un indice della serie @, ....g 0 p, ..., w.
Si avra ad esempio
*D; BY = 95 B + Byi I'ja— Bi A} . @, 12)

Le quantita ora scritte, che si comportano come le componenti di
un tensore, danno luogo nelle due varieta X,, X, a quattro
sistemi misti
*D, By=*Hy" = 8, By + By I'i— Bi 4%~ (2, 13)
*D, By = — *Ly" = 0, Bq + Bg; ;A-B:A;q (2, 14)
*D, By = —*Ly" = &, By + B I'ii — Bs A7 (2, 16)
*D,B; = *H;;* = 8, B; + Big I's — Bi 4}, (2, 16)

che chiameremo tensori di curvatura euleriana: il primo e 1'ultimo
interni o puntuali gli altri due esterni o tangenziali. Segue
facilmente dalle formule che definiscono questi tensori come da
essi si possano ricavare le corrispondenti connessioni e anche, come
risulta dalla (2, 12) e dalle successive, la connessione A? avente i
parametri soddisfacenti le condizioni (2, 6). B quindi indifferente
assegnate per le varietd X™, X™ le connessioni (2, 1) o i relativi
tensori di curvatura euleriana.

"Nonostante ’arbitrarietd che finora abbiamo lasciato alle
connessioni (2, 1), il fatto che le componenti

38



*H.;" By, *Lg* By, *Lu" B, *H,"B, (2, 17)
q

. h . . . . .
non dipendono da Aj; permette di esprimere in funzione di queste
componenti i tensori

m m
H,;"= Bliy.Bs (2. 18) ,.", = C%p.Ci (2, 20)
m
L/ = Blaye. Bl (2,19) H W= 0npe.Cs (2,21)
di cui fa uso Schouten. E facile infatti verificare che si ha:
Hy* = BY O *Hy' (2, 22) L= BYCi*Lis” (2, 24)
m m'
wia= Ban*Ley” (2, 23) H,;* = B% *H;,". (2, 25)
Inversamente:
m m
*H.* C% = Bl H,i* (2, 26) *L;s” C% = BiY L, (2, 28)
m m'
*Lig” Bi = Big LY (2, 27) *H;;” B: = B H.i. (2, 29)

Cioé: mentre dai tensori di curvatura euleriana si possono
ricavare quelli di Schouten, da questi ultimi non si possono, come
¢ del resto naturale nelle nostre ipotesi, ottenere in generale quelli
di curvatura euleriana, a meno che essi non siano tali da giacere con
P’indice » il primo e it terzo nella X}, , il secondo e il quarto nella Xy
Questa particolare ipotesi pero, quando valga, determina le connes-
sioni, interna ed esterna, delle varieta ora dette le quali risultano
allora stabilite in modo unico una volta fissati i parametri I';;
della connessione ambiente.

3. Tensori di torsiome. A partire da un punto P =: (&, &2,

., &%) della L, consideriamo due vettori (spostamenti) infinitesimi
(d§)" (d£)“ glacentl in X5, Sxano QR gh estremi di tali vettori.

Trasportlamo PR lungo PQ e PQ lungo PR per equ1pollenza rela-

tiva alla connessione interna alla X, ; siano QS RT i vettori che si
hanno alla fine del trasporto. Gli estremi 8, T di questi vettori,
come pure avviene in generale per il caso olonomo, non coincidono,
ma determinano un vettore: (7'— 8) che chiameremo vettore
di torsione della X} relativo ai due elementi PQ, PR. Tale
vettore perod, a differenza del caso olonomo, non- giace in Xy. Esso
si potra quindi decomporre nelle sue componenti tangenziali alle
Xm, Xm rispettivamente.

L’annullarsi della componente tangenziale alla X"' da la nota
condizione di olonomia della varietd di Xy .



Chiameremo il pentagono infinitesimo PQSTRP ciclo ele-
mentare di prima specie.®)

Si presenta immediata la costruzione di un altro ciclo elemen-
. ¢ . . .

tare relativo alla Xy , che chiameremo ciclo elementare di se-
conda specie, il cui vettore di chiusura (7' — S) dara la torsione
della varieta X7 relativa ai due elementi del ciclo.

A questi due cicli se ne potra aggiungere un terzo, ciclo
elementare di terza specie, partendo da due spostamenti

— —r

infinitesimi PQ, PR situati ad escmpio il primo sulla X%, il se-
condo sulla X3 ¢ trasportando poi PR in QS per cqmpollonza
lungo I’Q relativa alla connessione esterna alla X) PQ in RT per

equipollenza lungo PR relativa alla connessione csterna alla Xu-

Si perviene cosi ad un nuovo vettore di chiusura che potrebbe
chiamarsi vettore di torsione mista,.

Il caleolo effettivo di tale vettore, nel caso dei tre cicli enume-
rati, si puo fare direttamente senza difficolta. Possiamo pero giun-
gere indirettamente al nostro risultato considerando i tre cicli
suddetti come giacenti in L, e facendo il trasporto dei vettori

infinitesimi coi parametri della connessione A4;.

Si ha allora, come & noto,?) per il vettore di chiusura (7" — 8),
nel sistema (x),

2'8,:" (d&)m (d&)A, (3, 1)
1 2
dove
'St Afu?) (3, 2)
Passando al sistema anolonomo (&), ove si tengano presenti le
formule di trasformazione (2, 7), si ha invece
2'8;* A&y (dey (3, 3)
: 1 2
dove
'S3i" = (— 2y Bl + Bi 4iw) B. (3, 4)
o anche, per le (2, 12).
'8;i* = (BY I'ttay— *Dy, BY) Bh = 8;i*— Bi*Dy, By (3. 5)

Le componentl del vettore (T'— S) nel caso dei tre cicli infinite-

%) Cfr. Vranceanu (2).
?) Cfr. ad esempio (8) pag. 80.

%) Col simbolo = indichiamo che I’eguaglianza vale solo in riferimento
& un sistema olonomo. Cfr. (8) pag. 68.
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simi si hanno infine sostituendo nella (3. 3) al posto di 'S;;* i tensori

"Sii" = 8es" — *Hiay (3, 6)
'Sig" = 8" — *Hiq (3. 7)
‘Sis® = Syt — § (*Lis" — *Lis") (3, 8)

che potremo chiamare tensori di torsione interna alla X7 in-
9 . . -
terna alla Xy, mista rispettivamente.?)

Fissando l’attenzione sul tensore di torsione interna alla Xy si
hanno per esso i due sistemi di componenti

'Sip” = Sep” — *Hia) (3, 9)

‘Ses” = Sp” — *Hiep). (3, 10)
Per la (3, 10) si ha anche, come risulta dalla (3, 4),

'S:4? = — B e By (3, 11)

e il suo annullarsi esprime, come si era detto, la nota condizione
di olonomia della varieta.l?)

In tale caso, sempre dalla (3, 4), segue che &

..a a
‘Ses” = Ajen) (3. 12)

la condizione di olonomia del sistema (@) nella corrispondente
varieta resa olonoma.

4. Tensori di curvatura riemanniana. Come per il caso olonomo
si presenta naturale ricavare i tensori di curvatura relativi alle due

. by ' . . .

varieta X, Xy col procedimento del trasporto ciclico fatto secondo
la legge del parallelismo di ciascuna delle connessioni delle due
varieta.

Poiché si presentano come posgibili tre tipi di cicli elementari,
i cicli di prima, seconda e terza specie, e lungo ciascuno di essi si
possono trasportare vettori di due specie: vettori di Xy e di X7,
avremo in complesso sei tensori di curvatura riemanniana.

Indicheremo con
wra P ...a Lo ...a )
,Rdcb ; ’R«lcq B IRcrb s ’erq s ’Rccb ) ’Racq (4, 1)
i tensori di curvatura relativi al trasporto lungo cicli di prima,
seconda, terza specie, rispettivamente.
Potremo considerare i primi due e i secondi due come tensori di
curvatura riemanniana delle connessioni Ag. A%, Az, A7, rispet-
%) Queste quantitd comprendono i tensori di torsione dati dal Dienes:

cfr. (6) pag. 269.
10) Cfr. ad es. (1) § 4, formula (30).
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tivamente; ma a differenza di quanto accade per il caso olonomo
non & possibile esprimere ciascuno di essi per i parametri delle
corrispondenti connessioni e delle loro derivate. Questo & d’altra
parte un inconveniente che & nella natura delle cose. Schouten
e Hlavaty hanno in parte cercato di rimediarvi sostituendo al

primo tensore di curvatura 'Ri;® un’espressione che dipende solo

dalla connessione Ag e dal tensore ‘S3;?; ma il nuovo tensore non
ha pid la genesi geometrica caratteristica, in relazione al trasporto
ciclico. Poiché i tensori a cui si perviene risultano equivalenti,
quando vi si facciano opportune trasformazioni e sostituzioni,
a quelli che da il Dienes?!) non crediamo che sia il caso di esporre
qui gli sviluppi che, in base alla definizione datane, conducono alla
loro determinazione diretta.

Osserviamo piuttosto che, come per il caso dei tensori di
torsione, anche quelli di curvatura si possono ricavare da un solo

sviluppo relativo al trasporto mediante le A;'; di un vettore %* di L,
su di un ciclo pure di L, specializzando poi opportunamente il
ciclo e il vettore ivi trasportato. In questo modo i sei tensori di
curvatura appaiono quali componenti dell’unico tensore

‘Rie™ = 20 A + 240y Ay + 2 (Sii' — Al . A% (4, 2)

la cui espressione si ricava con facilita quando si tenga conto della
genesi geometrica che lo caratterizza.l?)

Non sara superfluo notare che, sempre in conseguenza delle
(2,6), & _
'Rijs” = 'Rij;" = 0. (4, 3)

Per esaurire questo breve cenno sui tensori di curvatura bisogne-
rebbe ora vedere come essi si presentano nelle formule di commu-
tazione delle derivate secondo covarianti e dei differenziali assoluti
relativi alle diversi connessioni. Noi non esporremo i calcoli a cio
relativi ma daremo senz’altro i risultati del modo come operano
i tre simboli differenziali

‘D[d *Dc]y *Dlx*Dr]; *D[n *Dc] (4’ 4)

relativi ai tre cicli introdotti, quando vengano applicati a un ten-
sore "7, avente componenti nei tre spazi Ly, X,, X, contem-

poraneamente. Avremo in generale

1) Cfr. (6) pag. 270.
1%) Cfr. (8) pag. 110. Per il significato di @, ved. loc. cit. pag. 68.
‘Nel nostro caso & .
Qb
@ = S — Ay
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*Diu*Dy*Tls = —'Sy"*D. T + 4 B Bi™ ., o
T+ R T — 3 R T
dove

R+ 2 B Tiw + Il Tin) (4, 6)
¢ il tensore di curvatura riemanniana relativo alla connessione I';}
e al sistema (x).

Dalle (4, 5) si possono ricavare come caso particolare le for-
mule relative agli operatori differenziali (4, 4).

b. Condizioni di integrabilitd. Prima forma del teorema di e
gistenza. Passiamo ora all’argomento piu importante di questa
prima parte che & quello riguardante la determinazione delle con-
dizioni sotto le quali & possibile fissare in L, le due varieta pseudo-
normali X, e X quando siano dati a priori le connessioni delle
due varieta e i relativi tensori di curvatura euleriana. Siccome 1’esi-
stenza delle due varieta é legata a quella dei sistemi Bj, By i quali
soddisfano le relazioni

% % %k . * —_ % oo

DcB: = ch » (5’ ]1) DrB;:: .-.lirb (5’ 12)

*D.B; = — *L¢yg *D; By — *H,;
bisognera anzitutto procurarci le condizioni di integrabilita delle
{5, 1) riguardate come equazioni nelle funzioni incognite Bj(£),
By(£). ,

Usando la derivazione covariante si ha, per teoremi noti, che
dovranno essere soddisfatte o identicamente o in forza delle (5, 1)
stesse, le condizioni seguenti

*Dyg *Hii' = *Dya*D,, B} } (5, 2)
- *D[d *Léfq" = *D[d *Dc] Bt’l‘ k
— *Dy *Ly" = *Dys *Dr) B } (5, 3)
*Dy, *H;jg' = *Dys *Dy) By
*Dy *Hz" + *D *Ly" = 2*Dy, *Doy By } (5, 4)
— *D, *Ly* — *D, *H;;* = 2*Dy,*D, B,

Tali condizioni pero, tenuto il debito conto delle (4, 5) e della
identita di facile verifica

. *D. By = *Hy" B; + *Lys™ B; (5, 5)
*D, B; — *L.;* B} + *H;;" B; (5, 6)

equivalgono alle altre
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*Dia*Hijp' = — 'S’ *Hi" + 'Sac* *Lis™ + § Bty Ry —

— } Ba'Ri” (5. 7)
— *Dy*Lij = + 'St *Lig™ —'Suc' *Hig" + § Bl Roi™ —(
— N BE R
— *Dy*Lij = —'8; *His™ + 'S *Lis™ + } Bty Ruji” —
— V Bi'Ri*° (5. 8
*Dy, *Hyil = + '8y ™ Lig™ — 'Sy *Hig" + § Buig Ri™ — o
— ) By 'Rirg”
} (*D,*Hy" + *De*Lys™) = — "8  *Hi™ + 'S *Lig™ +
+ ) Bl R — y Bi'Rii® | .
L (DL -+ D HGY) = 'Sif Lt —Si *Hy + | *.9
+ 4 Biig Biji™— § By Riig”

che sono le condizioni d’integrabilita del sistema (5. 1). Le (5, 7)
8i possono raccogliere in un unico gruppo
y Bi: Ryi” = {(*Da *Hey' + 'Sa’ *Hey™ - - 'S’ *Lis™ +
+ § Bi'Riis"} B + {—*Dia*Lej; — 'Si* *Lig” + (5. 10)
+ 'Sa' *Hi;™ + \ By 'Rai"} B
ad esse equivalente e che tiene in certo modo il posto di quelle
che si sogliono chiamare le equazioni di Hlavaty, relative a una

varieta X,, ¢ alla sua varieta anolonoma complementare immerse

in un L,
In modo analogo si ricavano dalle (5. 8). (5. 9) gli altri due

gruppi
} By Ry == {—*Dy, *Lyy' + 'So* *Hu" — 'Sy *Lip”
+ § Ba'Rys™} BY+ {*Dy, *Hiyy — 'Si* *L" + 'Syt *Hig™ + (5. 11)
+ } B, 'Ry;*} B
y B Roi” ={y ("D *Hy™ + *D*Ly™ + 'S *Hoy™ —
—'8i* *Lis™ + } Bi'Ris®} Bi + {—  (*D, *Li" + (5, 12)
+*D, *Hyo"* —'8i® *Lig"+ 'Sis' *Hig"+ § By 'Rig "} BY
ad esse equivalenti, i quali, assieme alle (5, 10), si possono consi-
derare come una generalizzazione della equazioni di Hlavaty estesa
alle varieta non olonome.

Evidentemente le (5, 10), (5, 11), (3, 12) possono anche riunirsi
in un solo gruppo del quale il primo membro é semplicemente
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costituito dalle R;.i". Le (5. 7), (5, 8), (5, 9) si possono anche
risolvere rispetto a R;.i". Si ottengono allora dodici gruppi di
equazione che, quando vi si facciano opportuni sviluppi ¢ sosti-
tuzioni. si poscono considerare come cquivalenti a quelle date dal
Dienes nel lavoro gia citato (cfr. (6) pag. 278).

Ie condizioni di integrabilita (5. 10). (5. 11), (5, 12), conten-
gono ancora in termini finiti le funzioni incognite By, By. Se quindi
indichiamo con F, complessivamente tali equazioni, con F, quelle
che da esse si ottengono con derivazione (covariante) seguita da
sostituzione delle *Hy*, — *L. ", — *L;", *H,; " alle derivate
*D.B,. *D. By, *D,B;, *D, B; che vi compaiono. con Fy quelle
che si ottengono dalle F, con analoga derivazione e sostituzione
ecc ... possiamo enunciare il seguente

teorema di esistenza (prima forma): date le connessioni
A% Apy, A%, A7 € 1 tensori *Hy™. *Ly*, *Lg”, *H;;" con-
dizione necessaria e sufficiente perché esistano in L,
(in cui I';; sono i parametri della connessione) una Xy
e una Xp (da considerarsi come varieta complementari
I'una dell’altra) tali che assegnata alla X, e alla X2 le
connessioni Ag, An, A%, A7y siano *H™ *Ly™ *Li*, *H.;"
i rispettivi tensori di curvatura euleriana é che esista
un intero N tale che le equazioni F| F,, ... Fy nelle
B;, By siano algebricamente compatibili e le loro solu-
zioni soddisfino alle Fy,,.

Siccome le funzioni incognite sono complessivamente n2, se ¢
delle equazioni F,. F,, ..., Fy sono indipendenti, la soluzione del
sistcma dipende da n® — g parametri arbitrari.

6. Connessioni subordinate all’ambiente. Seconda forma del

teorema di esistenza. Finora fra la connessione I';; dell’ambiente
e le quattro connessioni Ag,, Az, A%, A%, non si & supposta alcuna
relazione. Estenderemo ora al nostro caso le condizioni di subordi-
nazione che si sogliono dare nel caso olonomo. Precisamente:
fisseremo la legge di trasporto per equipollenza dei vettori contro-
varianti di X7 e di X™, il ché basta per fissare le connessioni nelle
due varieta, mediante le seguenti condizioni analitiche:

*D,v* = Bi . v* (6, 1)
*D, v = By puv* (6, 2)
*D.w? = By, w* (6, 3)
*D,w? = B}y, w~. (6, 4)
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Tali condizioni di subordinazione, delle quali sono ben noti i vari
significati geometrici, danno luogo alle conseguenze analitiche:

*Hy' B, = *Ly" B; = *Ly"C; = *H;;"C; =0 (8, 5)
che sono equivalenti alle altre:
*H..1=*H..70: *L..u:*L..VB:
L:b.x .c?v x} (6, 6,) c.q.x c.q.r } (6, 6,)
*Lyy" = *Ly' C, *Hrq = *Hrq B,
Le condizioni ora scritte mostrano subito come si simplifichino le

formule (2, 22)...(2, 29) relative ai tensori di Schouten e come tali
condizioni concordino con quanto & stato osservato alla fine del n. 2.

Essendo in forza delle (6, 6)
Hy" = Hy' By Li" = Ly’ B;
% t * e px (67 78)
Ly™ = Ly By H;” = H;; B,
potremo scrivere il sistema di equazioni (5, 1) nel modo seguente!s)
L ot * ot px
DcB: = ch B: x} (6, 81) .Df B: = 'frb”Bt} (6, 82)
.Dc.Bq = '—‘ch .Bg D' Bq = H'q BG

con che le relative condizioni di integrabilita (5, 7), (5, 8), (5, 9) di-
vengono

} (6,7)

— 8" His" + 'Sai"Lis™ + 4 By Ryyi™ — § By 'Ray® =
= B, Dig Hiid’ — Hiaif Lii 0.9
S L — 8" Hi" + 4 B R —y By Bt = |
= — Bi Dia Lijg — Licg Hiie
— 'Si® Hip™ + 'Sif ' Lis™ + § Bty Riyi™ — $ Ba'Riii =
= — B; Dy Ly — Lyl Hij/
. ot g vud (6, 10)
"Si"Leg" — "Si  Hig" + } Bug Ropi” — $ By 'Riry” =
= Ba Dy Hyjg — Hyygf Lijs’
— "8ic* Hi" + 'Sis Lis™ + } Bty Rypi* — $ Bi 'Bigp® =
=4 (By Dy Ha® + Hi'Hyi” + By D Lis” — L' L o))
"Sic® Lag" — "Sis Hig" + $ Bitg Ropi™ — 3 By 'Rigg” = B0

- =—}(BaDLy" — Ly Li* + By D.Hy" + Hy" Hi;™)

1) Quando valgono la condizioni di subordinazione (6, 1), (8, 2),
(8, 3), (6, 4) indicheremo senza 1’asterisco (*) tanto il simbolo di derivazione
covariante eome i tensori di curvatura euleriana.
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dove ora .
,S;‘ée — Sdca
'8is’ = 8as® — ¥ L&’ (6. 12)
‘Su’ = 8i° — Hiwm
"Sai' = Sai' — Hie |
‘Sic' = 8 '+ ¥ Lis* (8, 13)
St = 8t
Dalle (6, 9) si ricavano le altre equivalenti
'Risi" = Bl Ry + 2 Hiap' Lait
2Dy Hif = By Ryii* — 2'8i" His® + 284" Lis”
2Dya Lijq = — Bllogx Riii” — 2/ 83’ Lig" + 2/ 8" Hig"
'Riig” = Blah Biii™ + 2L oyt Hil
che costituiscono il primo gruppo di equazioni di Gauss,
Codazzi, Ricci, generalizzate.

Gli altri due gruppi
'Riji" = Bifox Riji” + 2 Lyys Hiy!
2Dy, Liid = — Bitox Ruji™ + 2'8i® His® —2'8" Lig?

(6, 14)

6, 15
2Dy Hiif = Bitge Ryii™ + 2'8:° Lig® — 2/ 85" Hyg® W B
'Rise® = Byt Ripi* + 2 Hyyy Liil
'Ris® = Bitow Rypi® — Hy'Hy® + L' Le*
Dy H” + DoLis” = Bioos Reii”™ — 283" Hig” +2'8i' Lis” (o o0
a b

D, Ly;* 4 Dy Hyi" = — Bk Riji*—2'84" L + 2'8:; Hyg
‘Rigg” = Big? Ryyi® — Ly’ Lis” + Hy® H®

si ottengono in corrispondenza alle (6, 10), (6, 11). )

La prima delle equazioni (6, 14) & la generalizzazione dell’-
equazione di Gauss gia data da Schouten e da Hlavaty.14) Cosi pure
da Schouten . (cfr. bibl. (3)) sono state date le generalizzazioni
dell’equazione di Ricci e di quelle di Codazzi, corrispondenti alla
quarta e alla seconda e terza delle (6, 14). Essendo le (6, 14), (6, 15),
(6, 16) comprese nelle pil generali (5, 7), (5, 8), (5, 9) esse saranno
contenute anche come & naturale, nelle formule gid citate del
Dienes (bibl. (5)). Non faremo precisazioni piti particolari sui citati
confronti e concluderemo col seguente

14) Cfr. bibl. (1) form. 39, (3) form. 68 e (4) form. 8.
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teorema di esistenza (seconda forma): dette F,, complessiva-
mente le equazioni (6, 14), (6, 15), (6, 16); F,, le equazioni che se
ottengono con derivazioni seguita da eliminazione delle derivate
D, Bj;, D.Bj, D, B;, D, B; mediante le (6, 8); F, le equazioni che si

ottengono dalle F, con ulteriore derivazione e sostituzione ecc . . .

abbiamo che: date le connessioni Ay, Ay, A%, A% e i tensori

H;", Ly®, Ly®, Hy;® condizione necessaria e sufficiente
percheé esistano in L, (in cui I; sono i parametri della
connessione) una X, e una X (da considerarsi una come
varietd complementare dell’altra) tali che in relazione ad esse
siano Ag, Ay, Ay, A7, le connessioni di X), X;" subordi-
nate dalla connessione del’ambiente, e siano H;", L7,
Ly", H;;* i corrispondenti tensori di curvatura eule-
riana, € che esista un intero N tale che le equazioni Fy, F,,
..., Fy siano algebricamente compatibili nelle Bj, B},
e le loro soluzioni soddisfino alle Fy,;.

Se ¢ delle I}, Fy, . . ., F'y sono algebricamente indipendenti la
soluzione dipende da n% — ¢ parametri arbitrari.

*

Anholonomni variety vnofené do afinnfho prostoru.
I. Variety komplementarni X7, X' v L,.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

V préci jsou uréeny nutné a postadujici podminky pro existenci
dvou anholonomnich komplementérnich variet Xj, X3 (m' =
= n — m), urbenych tensory Eulerovy krivosti a vnofenych do
prostoru X,, v némz je dana afinni konexe.

Ponévadz vnitini a vnéj§i konexe komplementarnich variet

v X» mohou byti dény libovoln&, nebo mohou byti projekcemi
konexe v X, (pfipad v geom. aplikacich dulezity), jsou studoviny
podminky existence v t&chto dvou piipadech. V kazdém jsou uréen
t¥i skupiny rovnic (viz (5, 10)—(5, 12) a (6, 14)—(6, 16)), které

jsou zobecnénim nutnych a postadujicich podminek pro existenci
w, X" uvefejnénych jiz diive Hlavatym resp. Gaussem, Co-

dazzim a Riccim.
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Podminky pro stabilisaci kmita spiaZenim.
Rostislay Kostal, Brno.
(Doslo 2. bfezna 1938.)

V pojednani ,,Sur la stabilisation des oscillations par coup-
lage“1) odvodil jsem podminky, za kterych systém n sprazenych
elementt dava stabilni kmity, at jiz elementy nespfazené divaji
kmity stabilni neb nestabilni. P¥i pouziti téchto podminek jest
tfeba uréditi hodnosti a signatury kvadratickych forem a potenéni
souéty kofent. V tomto pojednani uvadim, jak se uréi signatura
kvadratické formy a potenéni sousty kotfentt a jak se uzitim téchto
vysledkt upravi diivéj§i uvedené podminky. K tomu pouZijeme
veéty:

Bud

n n =
D D G (@ = ax)
f=h i<t

kvadraticka forma, jejiz determinant jest

Ay Qg ... A1y
gy Qg . . . A2y
Un1l A2 . . . App
Proménné z,, ,...x, uspofadame tak, aby v fadé hlavnich

subdeterminanti
Ry Ry ... R,R,=1

uvedeného determinantu byl co moZna nejmensi pocet poéateénich
¢lenid roven nule, a z nasledujicich élentt nikdy dva po sobé jdouci
nerovnali se nule. Oznaé¢ime-li u poéet nulovych poéatednich ¢élent,
7 podet shod znamének a » poéet zmén znamének v fadé hlavnich
subdeterminantd, jest hodnost kvadratické formy

h=n—pu=a+v»
a signatura
0 =T —.
1) Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 65 (1935), 40.



Determinanty vyskytujici se v uvedeném pojednani jsou
Hankelovy determinanty. Pro né plati vztah

& &e-S—1| 11 1 .1
S, Sg...8n | A A A A 10
Ap=-_ | l l;’ A3 A A =] — A
: n>n
Sn—y Sp ... S2n—a| I AMTLAR—1gn—1  gn—1
pii ¢emz A;, A, ... A, jsou koFeny rovnice, z nichz byl vytvoten

determinant A4,.

Kdyz vSechny kofeny dané rovnice budou jednoduché, t. j.
kdyz A, =4, pro 1 < v, u < n, p +», bude Hankeltiv determi-
nant A,, + 0. Kdyz aspoti jeden kofen bude nasobny, pak 4, = 0.
Hlavni subdeterminant prvého fadu tohoto determinantu muzeme
odvoditi takto. Plati tento vztah mezi maticemi

S 8 Spea.Sp—2 1 1 1 ...l ’ LA A3.. .42
S Sy Sz...Sp—1 Y PR P P 143 42...42—2
Sy Sy Sg...8n 42 A3 A3 ... N1 Ag AF. . 282

Av—2gn—2ja—z  gn—2| ] ], 32, An—2

Sp—2 Sp—15n. . .S2p—4a

Podle znamého pravidla da se vyjad¥iti determinant matice na levé
strané této rovnice souétem jistych soudint vidy jednoho ((n — 1)-
fadového) determinantu prvni matice s jednim determinantem
druhé matice na pravé strané. Odtud dostavame

: 1 1 .1 2
; 80 81 Sp—2 } }-y1 A": lvﬂ«—l 1
| 2 |
A= T 2 T =3 513: RN
| Sn—2 Sn—1 . . . Son—s ! | ln_g ’ l"* """ ;:n'—.‘z'
‘ Vp—1 |

kde X se vztahuje na nﬁ—l) kombinaci kofent 4, 4,... 4,

Z tohoto vysledku vidime: m4-li dand rovnice viechny kofeny
jednoduché, jsou vsichni séitanci kladni, proto A4,—; =4 0; kdyz
ma dand rovnice jen jeden kofen dvojnisobny, pak jsou vSichni
séitanci rovni nule aZ na jeden, proto 4, £=0; v osta,tmch
ptipadech je 4,—; = 0.

Abychom z puvodniho Hankelova determinantu vytvof‘ili jiny
subdeterminant prvého Fadu neZ hlavni, postupujeme podobné
jako dffve: mezi maticemi plati vztah
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I So Sy e SE Sk+2. .. Sn_l
\ISI So e - Sk+1 Skp+3.. .8
\

‘Sz STYQ wo aminio » o ws v s =

:Sl+2 SIES woecmssms soadnmass

,j Sp—1 Sp ¢ cviesi s et S2p—2
11 1 L4 A LI
11 ﬂ-z An i1 y) )2 Ak Ak+2 An—1
12 a2 2 LR A 2
1 "2 n e e

== l ! i |

2.1 22 G\ /«,n i l : i
+2 J+2 Al+2 || .
"Ll L R { 1 :
n—1 Jn—1 sn—1 | | 12 ik k42 n—I1
sy A= A 1 A A2 AE R AL

odtud obdrzime pro determinanty jako diive vztah

;'80 S e SE Sk+2 . .« Sa—1 ‘
S 8o v o o Sk+1 Skg+3...5n }

f 8§y SPLT cw g v wme s e ey l =
; Sl+2 BI43 ssvssvessversonsaes |
AT e |
'Sl 85 o vvowmommnssansios Son—2 |
1 1 1 1 1 1
}.yl 2,,, B ;\yn i lv‘ lv, )W‘Il—l
Az A2 A2 A2 2 A2
¥y 2 C T v, Vs Vp—1
_ P L ....... ; .l ..... Vb *‘[.“
2 }'v, Av, Pp—1 }'v, }“vz Vp—1
alc+2 2k+2 yLE= Al+2 2l+2 2.”'2
vy vy T T vy Vg R W
An—1 jn—1 n—1 An—1 jn—1 n—1
£ <] Yp—1 " vy Yp—1 |

kde X se vztahuje na (ni 1 kombinaci kofent A;, ;... An.

Kdyz hlavni subdeterminant prvého ¥adu je roven nule, t. j.
rovnice ma méné nez n — 1 kofeni navzdjem raznych, jest také
kazdy jiny subdeterminant prvého ¥4du roven nule, ponévadz
viechny determinanty, z nichz tento determinant vznikne nésobe-
nim, maji aspoii dva sloupce stejné.
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Podobné je tomu i pii kazdém jiném subdeterminantu vyssiho
tadu. Kdyz hlavni subdeterminant ¥adu p 4,—, je roven nule,
t. zn., Ze rovnice ma méné nez n — p kofeni navzajem raznych.
musi také kazdy jiny subdeterminant ¥adu p byti roven nule,
ponévadZ vSechny determinanty, z nichZz tento determinant
vznikne nasobenim, maji n — p sloupet a proto aspoil dva sloupce
stejné.

KdyZ hlavni subdeterminant fddu » neni roven nule, musi
kazdy dalsi hlavni subdeterminant vy$siho fadu byti rovnéz ruzny
od nuly, ponévadz se jiz nemohou v determinantech, z nichz vznika,
vyskytnouti takové, které by mély dva sloupce stejné (ani dvé
radky).

Z téchto vysledki plyne, Ze u kvadratické formy, jejimz
determinantem jest Hankeltv determinant, neni treba k uziti
uvedené véty usporadati proménné tak, aby byly podminky splné-
ny, ponévadz u Hankelova determinantu jsou splnény vizdy.
Proto uvedena véta zni pro Hankeltiv determinant takto:

Oznadime-li v ¥adé hlavnich subdeterminanta

Ry Ry y..... Ry Ry=1

determinantu
| .
i So S .o 8p—1
{8 8y ...8n
R, = : (1)
| Sa—1 Sn . . . S2p—2

pocet nulovych pocateénich ¢&lent p, polet shod znamének =
a potet zmén znamének v, jest hodnost kvadratické formy
n n
Si+ k—2hily
i=1 k=1
h=n—p=a+vr
a signatura :
0o=mn

V.

Cleny determinantu (1) jsou potenéni souéty korent charakte-
ristické rovnice. Radu determinanti uréime bud tak, ze potendni
soubty kofent nahradime koeficienty charakteristické rovnice
podle Newtonovych formuli, nebo vyhodnéji tak, Ze determinanty
s potenénimi souéty kofen nahradime jinymi s koeficienty dané
rovnice podle vztahu prof. dr. K. Cupra.2) Podle Cuprova vztahu
plati pro charakteristickou rovnici

FA) =2+ A1+ A2+ ... 4+ Bn=0
?) Dr. K. Cupr: Pouziti signatury kvadratickych forem v nauce

o algebraickych rovnicich, Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 57
(1928), 217.
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a pro determinanty

Sy Sy Sp—1 i
8 S Sy ;
| 3 |
[ 8p—1 Sr...Sz—2 |
P 205 3B ... (2r—3) Par—s (2r — 2) for—2
1 1 1 P2 Bar—a Por—3 |
= 1 U /31 2ﬁ2 o (21’ — 4) ﬂz,-_.4 (27’ —_— 3) ﬁg,_g

00 0...n—r+2)fr—s (m—r+1)pr1a
kde 1 <7 < n. :

Timto zphsobem da se upraviti podminka druha a Stvrta
v diive uvedenych podminkdch, takze mame vysledek:

Aby systém diferencidlnich rovnic (I1) daval stabilni kmity,
k tomu je nutné a staéi, aby rovnice (I1I) spliiovala podminky?3):
1. nulovy kofen muze miti jen jednoduchy; kdyz méa nulovy

kofen, zavedeme funkci F(1) = @; jinak F(4) = f(4); stupenn

F(4) oznaéme m'
F(2) = A 4 BaAm—1 4 Bam—2 4 ... + Bw = 0;
2. signatura o’ kvadratické formy

m m

J/
> > Sern—aled,
E=1n=1
jejiz determinant jest
s’y 8y o8
’ ’ !
s Y
D’ml = ; :
(S m—1 S S a—2

musi spliiovati podminku b — o' > 2, t. j.
a v —a +v =2 ¢y > 1,
P¥i dem? kb jest hodnost kvadratické formy, =’ poéet shod znamének
a »' podet zmén znamének v Fadé hlavnich subdeterminanti
D'y D'y—y ... D"y, Dy =1

determinantu D',y vypoStenych podle vztahu

3) Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky 65 (1935), 47.
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8y 8y ... 8=

A sy §y...8%
o= =
S'r—1 8r...8'2%—2
By 2B 3fs... (2r—3) for—s (2r — 2) for—2
I By Be--- Por—s Por—s 1
= 0 ﬂl 2[32 500 (27’— 4) ﬂgr_,; (2’)‘ —_— 3) ﬂg,-__g .

0 0 0...0m—7r+2)p—s2 M —r+1)p—|

kde 1 <r < m';

3. Pm—se» > 0 a bud vSechna f—2—1 > 0, anebo vsechna
Bmi—zr—1 = 0 pro 0 < v < e 2_ 1 :

4. postupnym délenim uréime nejvétsi spole¢nou miru

dy) =doy* +dy—' + ... +ds

dvou polynomu g¢(y) = g(4%), h(y) = h(4?), utvoienych jednak
z &lentt o sudych mocninach 2, jednak z &leni o lichych mocninach 4
rovnice F(1) = 0, F(1) = ¢g(22) + 2h(A?). Oznadime-li ¢ =m—»
signaturu kvadratické formy

Z z Se+n—2YeYn-
§=19n=1
pii dem# s jsou potenéni soudty kofeni nejvétsi spoletné miry
d(y) = 0, & podet shod znamének a » podet zmén znamének v fadé
hlavnich subdeterminantt
' D-,, Df_l, > 2y Dh -DO = ]
determinantu

So S .. Sr—1 \
D,= '8 8...8% |
‘\ 8r—1 Sr...82:—2 $
vypoétenych podle vztahu
!80 8 .. .8—1
|8  Sp...8 |
-Df = " g =
Sp—1 Sr...S2—2
dl 2d2 3d3 560 (2’7’ — 3) dzr._;; (27’ == 2) dg,-_.z ‘
1 do d]. dz LI d2r—4 dzr—-s
=gm=| 0 d 2y (r—4)dy—y (X —3) A3

0 0 0...(c—7r+2)dy (t—7+ 1)dy |
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pro 1 < r < 7, musi platiti
A4, >0 pro 1 <y < m' — 2p.

pfi tom B1 Bs Bs - - - Pav—1
1 B, ﬂ4 NP ﬂgv_e
A,;: O ﬂl ﬁ3...ﬂ2p._.3 .
Be

Poznamka. Je-li ¢ > 0, pak ma charakteristickd rovnice jiz
asponl dva imaginarni kofeny a jest tim jiz splnéna podminka 2.,
kterou neni tieba vyjadfovat.

*
Sur les conditions de la stabilisation des oscillations par eouplage.
(Extrait de larticle précédent.) '

Le but de ce travail est de donner une forme convenable pour
le calcul aux conditions pour qu'un systéme de n éléments couplés
donne des oscillations stables.l) On obtient le résultat suivant:

Pour que le systéme des équations différentielles (II) donne
des oscillations stables, il faut et il suffit que 1’équation caracté-
ristique (LII) remplisse les conditions suivantes?):

1. Si une racine zéro existe, elle doit é&tre simple. Dans ce
cas introduisons la fonction F(1) = f(A4)/A. dans le cas contraire
F(2) = f(4); désignons par m’ le degré de F(A).

2. La signature de la forme quadratique

m' m
z z 8’§+,)__2}.5/17,.

=1 n=1
ol les s’ sont les sommes des puissances des racines de I’équation
caractéristique F(1) = 0, et dont le déterminant est

’ ’ ’
‘ S,O 8’1 s S,m'—l
Drm‘:‘\sl Sog ... 8m
bl
Sm—1 Sm ... om—2

doit remplir la condition A — o’ > 2, c’est-a-dire
a +v—a +v =2 our =1,
ou kb est le rang de la forme quadratique, n’ le nombre des perma-

1) Casopis pro pést. matematiky a fysiky 65 (1935), 40.
?) Casopis pro pést. matematiky a fysiky 65 (1935), 47.
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nences des signes et »" le nombre des variations des signes dans
la suite des subdéterminants principaux

D'ty Dy ... D'y, Dy =1

du déterminant D', qui sont calculés au moyen de l'équation

[ S:" sl’l C. .s"’,ﬂ ‘
D'rzlétl Sa ... 8y |
S r—1 S,r S or—2
By 285 3Ps... (2r—3)Be—s (2r — 2) Bor—s
1 Pa--. Bar—s Ber—s }
= O B 2Bs. .. (2r—4) far—s (2r — 3) Par—s |

. i |
0 0 0...(m —r—+2)p—a M —r-+1)_'
pour 1 < r < m'.
3. Buw—2v > 0 et tous les f[,—s—1 positifs ou tous égaux
4 —_ 1
a zéro pour 0 < v < [ﬂfk]
4. Déterminons par la division progressive le plus grand
commun diviseur

d(y) =dyy* + dyy™—' + ... + d.

de deux polynomes g(y) = g(4?), h(y) = h(A?), I'un formé des
termes aux puissances A paires, 'autre formé des termes aux puis-
sances A impaires de I'équation F(1) = 0. F(1) = g(A%) + Ah(A%).
Désignons par ¢ = @ —» la signature de la forme quadratique

T T
’ z Se+n—2YeYn

é=1 n=1
ou les s sont les sommes des puissances des racines du plus grand
commun diviseur d(y) = 0, & le nombre des permanences des
signes et » le nombre des variations des signes dans la suite des
subdéterminants principaux

D.. Dy, ...D.Dy=1
du déterminant

So 81+ S1—1
S So ... 8¢

Dt — :1 2 ‘
Sr—1 Sz ... S2:—2

qui sont calculés au moyen de I’équation
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8 Sg...8
DT = =
Sp—1 Sr . Sgr—2
dy 2dy 3dy ... (2r —3)ds—s (2r — 2) doy—2
. 1 do dl d2 o e dg,‘__.; dzr_g
= (‘10?:5 0 dy 2dy ... (2r —4)doy—y (2r — 3) doy—s

0 0 0...(t—r+2)dr—s (r—r+ 1)dr—
pour 1 < » < 7; on doit avoir

A,> 0 pour 1 < v << m' — 29,

ou
Iﬁlﬁ3ﬂ5"'ﬁ2r—-l
Ao} 2 Bs Pa. .. Pav—2
Y O ﬁl /33--./32.,,__3

| :
| Br |

Remarque. Si g > 0, 'équation caractéristique a stirement
au moins deux racines imaginaires; donc, dans ce cas, la condition 2.

est satisfaite d’elle - méme et on peut la supprimer dans I’énoncé
du théoreme.
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Sur un théoréme de M. Mahler.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Regu le 25 novembre 1938.)

Théoréme. Soit M un corps convexe (fermé et borné) dans
I'espace euclidien & n dimensions, symétrique par rapport au point
o= (0,...,0); soit 2724 le volume de M. Soit m > 0 un nombre
entier; pour chaque 7 (1 < ¢ < m) soit p; un nombre premier,
fi = 0 un nombre entier et Lij(x) = Ly(zy, . . ., x,) une fonction qui
fait correspondre a chaque systéme (z,..., ,) des nombres
pi-adiques entiers un nombre pi-adique entier et qui, de plus,
jouit de la propriété suivante: si

Li(x) — Li(y) = 0 (mod p;%i),
on a
Li(x — y) = 0 (mod p;i).%)
Supposons enfin que
A Z=ploo. . puln.
Alors il existe » nombres rationnels entiers xz,, .. ., x, tels que le
point & = (4, . . ., Z») == o0 soit situé dans M et que
Li(xz) = 0 (mod pfi) pour 1 < i < m.

Démonstration. Premier cas:

A > pi’i. 3 pmfm. (l)

En suivant une méthode de M. Mordell, choisissons un nombre
entier rationnel ¢ > 0 tel que (¢, p, . . . pw) = 1 et soit B I'ensemble
de tous les points (2y,/t, . . ., 2yn/t) (y; = nombres entiers ration-
nels) situés dans M. Soit B le nombre des points de 1’ensemble B,
done, d’apres (1),

B> t"pfr. .. pylm,
1) Cette propriété subsiste, en particulier, pour chaque f; =0, si

| Li(:c —Y) ]pi = L,;(w) ”‘L,’(?/) [171;-
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si t est assez grand. Deux points

t t ]

de B sont comptés dans la méme ,,classe”, sil’ona pour 1 < b < =,
1<i<m

22, 22
(T’ o ) (@)

zi = yi (mod t), L; e S WS Y S L (mod pii)
t t t t
(remarquons que y/t. 2/t sont des nombres p-adiques entiers). Le
nombre de toutes les classes étant t*p,/r . . . p,/m < B, il existe deux
points (2) de la méme classe. En posant ¢~ (y; — 2z) = z, on voit
que le point @ = (2, . . .. @,) satisfait aux conditions du théoréme.
Deuxiéme cas: '
A =ph... pum

r > 0 étant un nombre rationnel entier quelconque, soit M,
le corps au volume (1 + r—1) 224, provenant du corps M par une
dilatation (au centre o). Il existe donec, d’aprés le premier cas, un
point 2 & coordonnées entiéres, situé dans M, et tel que L;(z®) =
= 0 (mod pifi ). Le corps M étant fermé et borné, il existe un point x
qui apparait une infinité de fois dans la suite a, 2@, . .. et qui,
par suite, est situé dans M. Ce point z satisfait donc évidemment
aux conditions du théoréme.

Le théoreme démontré ici constitue une généralisation d’un
théoréme de M. Mahler;?) si M est un parallélépipede et si les L;(x)
sont des formes linéaires en z,, .. ., 2, aux coéfficients p;-adiques
entiers, on obtient précisément le théoréme de Mahler.

*
0 jedné vété Mahlerové.
(Obsah pfedeslého ¢lanku.)

Obsahem ¢lanku je zobecnéni jedné Mahlerovy véty o systému
linearnich forem s koeficienty éasteéné realnymi, éasteéné p-adic-
kymi.

2) K. Mahler, Uber Diophantische Approximationen im Gebiete der
p-adischen Zahlen, Jahresber. d. deutschen Mathematikervereinigung 44
(1934), p. 250—-255.
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CAST FYSIKALNI.

Elektromagnetické viny ve vodivych trubicich.
D. Maixnerova, Praha.
(Doslo 14. ledna 1939.)

Zikony sifeni elektromagnetickych vln ve vodivych trubicich
kruhového prifezu vysettili po prvé Carson, Mead a Schelkunoff.?)
Pred nimi se touto otazkou zabyval Barrow,?) ale jen pro specialni
piipad symetrické elektrické viny. Carson, Mead a Schelkunoff
Tesili tento problém obecné, a to v podstaté stejnou metodou,
kterou stanovil Sommerfeld3) a po ném Hondros?) rychlost a atlum
elektromagnetickych vln na vodivém draté.

Z teorie plyne, Ze se elektromagnetické viny ve vodivych trubi-
cich §ifi podle docela jinych zakoni nez na vodivych dratech.
Fazova rychlost vin, které lze pozorovati na vodivém drats, lisi
se u dratu obvyklé tloustky nepatrné od rychlosti vin v okolnim
prostiedi a je prakticky nezavisla na konstantiach dratu (polomér.
vodivost), také Gtlum vIn je maly. Teprve u velmi tenkych drati
(na pf. pro vlny, jejichz délka ve vakuu ¢ini nékolik dm, u drata
poloméru asi 10—3mm) projevuje se vliv poloméru a vodivosti
dratu; rychlost vin postupujicich po takovém drité je podstatné
mensi nez rychlost vin v okolnim prosttedi a jejich Gtlum je
znaény. Pole je symetrické kolem osy dratu; elektricka sila lezi
v rovinach prolozenych osou dratu, sila magnetickd v rovinich
k ni kolmych a magnetické silokiivky jsou kruhy, jejichZ stredy
lezi v ose dratu. Podle Hondrose nazyvame tuto vinu symetrickou
vlnou elektrickou.

Teorie pripousti jesté jiné typy elektromagnetickych vin na
vodivém draté. Je to nejdiive vina magnetickd, v niZ magneticks
sila lezi v rovinach proloZenych osou dratu, sila elektricka v rovi-
nach k ni kolmych a elektrické silokiivky maji tvar kruht se sttedy

1) J. R. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, The Bell System
Technical Journal, 15 (1936), 310.

%) W. L. Barrow, Proceedings of the Institute of Radio Engineers, 24
(1936), 1928.

3) A. Sommerfeld, Wiedemann’s Annalen, 67 (1899), 233.

4) D. Hondros, Annalen der Physik, 80 (1909), 905.
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na ose dratu; pole této viny je také symetrické kolem osy dratu.
Dale jsou viny nesymetrické, v nichz elektricka i magneticka vina
jsou spolu sprazeny. Rychlost v8ech téchto vin zdvisi znaéné na
konstantach dratu i na frekvenci. Praktického vyznamu nemaji,
nebot jejich atlum je tak veliky, Ze se viibec nedaji pozorovati.

I vodivymi trubicemi mohou se &ititi elektromagnetické viny
nékolika typu. Jsou to nejdiive symetricka vina elektricka a sy-
metricka vina magneticka. Ale i nesymetrické viny mohou tu byti
dvojiho druhu, elektrického a magnetického, nejsou tedy spolu
sprazeny, jak je tomu v piipadé vodivého dratu. Kromé toho
viak se kazda z téchto vin skldda z nekoneéného poétu vin téhoz
typu, na pf z nekoneéného poédtu svmetlick\’rch vin elektrickych,
které maji sice stejnou frekvenci, ale rizné fazové rychlosti i Gtlum.
O z4vislosti tlumu téchto vin na frekvenci lze zhruba ¥ei toto.
Je-li kmitova frekvence mald, je Gtlum viech vin, které by v tru-
bici mohly vzniknouti. tak veliky, Ze se nedaji pozorovati; trubice
nepropousti elektromagnetické kmity nizkych frekveneci. Stoupa-li
frekvence, poéne pii jisté jeji hodnoté Gtlum rychle klesati, az
dosahne hodnoty velmi malé; pfi které frekvenci to nastane, zavisi
jednak na poloméru trubice a na vodivosti jejich stén, jednak i na
tom, o jaky typ viny jde; je tedy tato t. zv. prvni kriticka frek-
vence jina pro symetrickou vinu elektrickou nez pro symetrickou
vlnu magnetickou. Od této frekvence poéinajic §iFi se trubici
jedna vlna zvoleného typu. ZvySujeme-li frekvenci dale, prijdeme
ke druhé kritické frekvenci, pfi niz se objevi druhd vlna téhoz
typu; jeji itlum byl pii nizsich frekvencich tak veliky, Ze se nedala
pozorovati, kdyi se v8ak frekvence kmiti ptiblizi k druhé kritické
hodnoté, pocne atlum zase rychle klesati. Pii frekvencich néco
vys§ich, nez je druhda kritickéa hodnota, §if se pak trubici dvé
~ viny stejného typu lisici se od sebe fazovymi rychlostmi. Dalsim
zvySovanim frekveace dospéjeme k t¥eti kritické hodnoté; trubici
se pak S8if{ t¥i viny stejného typu, stejnych frekvenci a raznych
fazovych rychlosti atd. To plati v podstaté stejné pro viny vsech
typt bez rozdilu, takie pii dosti vysokych frekvencich mohou
vodivou trubici prochazeti i slabé tlumené symetrické viny magne-
tické nebo vlny nesymetrické, a to elektrické i magnetické.

Také fazova rychlost vin v trubicich zavisi podstatné na polo-
méru trubice a na jeji vodivosti, mimo to ovSem i na frekvenci.
Je vidy vétsi nez rychlost elektromagnetickych v prostredi,
kterym je trubice vyplnéna.

V citované préaci vypodetli Carson. Mead a Schelkunoff za-
vislost Gtlumu na frekvenci pro jednotlivé typy vin. ale jen v pri-
padé, kdy je Gtlum maly, tedy pro dosti vysoké frekvence. Zavislost
tazové rychlosti na frekvenci stanovili jen pro trubice, jejichz
stény jsou z latky nekoneéné dobfe vodivé. V této prici jsou vy-
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pocteny obé tyto veli¢iny metodou jinou, kterd umoztiuje stanoviti
je pro kazdou frekvenci a za predpokladu, ze vodivost stén trubice
je sice velika, ale koneéna.

1. Rovnice pro fazovou rychlost a atlum.

Nekoneéné dlouha trubice kruhového prifezu, jehoz polomér
je o, necht je vyplnéna homogennim isolujicim dielektrikem, di-
elektrické konstanty &, a permeability pu,. Stény trubice necht jsou
z latky dobie vodivé (kov); jeji dielektrickou konstantu oznaéime ¢,
permeabilitu u,, konstantu vodivosti, méfenou v absolutni mire
elektrostatické ¢,. V dalsim budeme disledné index 1 vztahovati
na latku, z niz jsou stény trubice, index 2 na dielektrikum v trubici.

Budeme predpokladati, ze touto trubici prochazeji viny gasové
netlumené, takze zavislost intensity elektrického a magnetického
pole € a $ na dase je dana funkei e, kdeZ w je realné; je to
kruhova frekvence. Do osy trubice polozime osu z; zavislost
intensit € a $ na ose z vyjadfuje pak funkce e*its?. Velidina A,
je obecné komplexni; piseme-li ji v tvaru

2n

- L

zna¢i L délku viny prochéazejici trubici a x jeji atlum, zpasobeny
vyvojem Jouleova tepla. Je

A 1. (1)

v
znadi-li v fazovou rychlost viny a f jeji frekvenci.

V roviné kolmé k ose trubice si zavedeme poldrni souradnice
a @. Zavislost vektora € a $ na ¢ se did vyjadriti Fourierovou
radou, takze obecny vyraz pro jejich slozky mé tvar

E e

eiot Z [P(r) cos ng - Q(T) sin ’/L(P] e“”fz; (2)
n=0

funkce P(r) a Q(r) se stanovi integraci Maxwellovych rovnic.?)
Pro m = 0 jsou slozky elektrické a magnetické sily nezavislé na ¢;
pole je symetrické kolem osy trubice.

Z podminek, které musi byti splnény v rozhrani, t. j. pro
7 = o, plyne pak rovnice pro 4, Ta znis)

nae (Vo (fE L Haw) B 1 Ta(y))

" a?y® p @ Hy () pe Y In(y)
(&H () _pa L <y>).

x Hy(x) y In(y)

%) Viz na p¥. D. Hondrons, loc. cit., rovn. (16) a (18).
) Viz D. Hondros, loc. cit., rovn. (22).
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Pii tom #» ma tyZz vyznam jako v rovnici (2), dale je
1= kalz — it Y= 9]/"’22 — Zn® (4)
kdez konstanta % je definovana rovnici

) .
0] dmoum -
b= RO ) g, s ()
¢ je.dielektricka konstanta prostiedi, u permeabilita, ¢ rychlost
svétla ve wvakuu.

c?

Prostiedi 1, stény trubice, je vodivé. Budeme o ném pred-
pokladati, Ze sahd az do nekone¢na; jsou-li na p¥. stény trubice
kovové, je tento predpoklad dovolen, neni-li tloustka stén ne-
smirné mala. Ve vyraze pro k, je pak o, velké ¢islo (na pi. pro méd
je o, =5,75.10—%_ ¢? absolutnich jednotek elektrostatickych),
muzeme tedy v rovnici (5) prvni ¢len vynechati vedle ¢lenu dru-
hého. nedosahne-li ® hodnot tak zna¢nych. s jakymi se shleddavame
u kmita optickych. Pak je

471
k2= - 1 O
Sem dosadime
2 .c
w = 2af = 5

kdez I znaé¢i délku viny odpovidajici frekvenci f ve vakuu; budeme
ji nazyvati volnou vlnou. Je ! = c/f. Tak dostaneme

.2 2 [S101 .
k2= 8a ~a L2
z toho plyne dale
ky = (1 + i) R, (6)
kdez
o1 27 ’
R = 2nV-lcill - ?Vahu,lf. (6")

Pro kovy a vlny nepiilis dlouhé jsou £, i R velika ¢isla. Tak na p¥.
pro méd (oy = 5,75. 10—* . ¢2, u, = 1) a pro ! = 10 cm dostavame
R=2578.10% a ky = (1 + i). 25,78 . 10,

Prostiedi 2 isoluje, je tedy o, =0 a

. &l o g E2 Mo
]»2 = -'6—2 w? = 4x —'lz—?
takze

2 2n Sem== ”
k2 = —:;Vo‘z lllz = ‘_‘c_f . .Vo'zlllz. (6 )



Déle znaé¢i v rovnici (3) Hyu(x) prvni Hankelovu funkei a I,(y)
Besselovu funkei fadu ».?) Znameni odmocniny ve vyraze, kterym
je ddno z (rovn. 4), nutno vidy voliti tak, aby imagindrni &ast x
byla kladna.

Pro n = 0 je leva strana rovnice (3) rovna nule a rovnice se
rozpadne v rovnice dvé:

k2 1 H'g(x) . k1 I'y(y)

CRCIR T R A7) g
#r M -y 1,94,(31) : (8)
x  H,(x) y  ILy(y) .

Prvni z nich odpovidd symetrické vIné elektrické, druha syme-
trické vIné magnetické.
Resenim rovnic (3), piipadné (7) nebo (8) dostaneme pro A,?
komplexni vyraz tvaru
In? = P+ i.‘b (9)
a kdyz vypoéteme A, plyne z rovnice (1) fazova rychlost i Gtlum
viny. Polet se da zjednodusiti, ponévadz, jak uvidime v dalsim,
je zpravidla p velké proti q. Musime pak rozeznavati dva piipady:
p>0,p<O.
1. p> 0. Pak
An = (p + 19)*
a rozvojem v binomickou Fadu dostaneme, kdyz zanedbame veli¢iny

vyssich Fada.
- 1q
= Vo1 + 35

*
Porovnanim s rovnici (1) plyne
L =2x ——l:
Vp
aneb
v = 21 L (10)

Vp
a pro konstantu utlumu dostavame
q
W= —5=
2/p

Ponévadz je ¢ malé proti p. je Gtlum maly.
2. p < 0. Pak mame

7) Viz na p¥. D. Hondros, loc. cit. p. 948.
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1
z

In= (p+ igh = e'l/—_p(l - %)
a priblizné
Im=i)—p+ ,:1), et
Odtud plyne i o

L = 4n V—~ P
q
aneb
J—
o= gl —2 (12)
q
a x=J—p. (13)

V tomto piipadé dostavame veliky Gtlum.
Jsou-li p a ¢ téhoZ ¥adu, nutno A, vypodisti z vyrazu (9) pro
Ax? obvyklou cestou. Polozime
An? == rele
je pak

to|8

i
Ap = Vr e ”.
Uhel ¢ musime zvoliti tak, aby 4, mélo redlnou i imaginarni ¢ast
kladnou.
Provedeme nyni podet pro jednotlivé typy vin.

2. Symetricka vlna elektricka.

Rovnice pro 4, tu zni (rovn. 7)

.’le.l.li'g.(_x_)_:ﬁ_z._l_._m. (14)
p x  Hy(x) we Yy Io(y)

Hledame viny, jejichZ atlum je maly. Pak je k, jisté veliké proti 4,
a v prvni rovnici (4) muzeme A, vynechati, takie dostaneme
x = gk,. (15)

Je tedy x také veliké a ma imaginarni ¢ast kladnou. Plati pak
piiblizné

Hlﬂ(ml = ’b
Ho()
a rovnice (14) se da psati ve tvaru
Io(y) w1 ok .
el B 83 4 16
I'«(y) pe Ky (16)



Prava strana této rovnice je velmi mala; v prvnim piiblizeni vy-
hovime ji tedy Fefenim
I(y) = 0.

Tato rovnice ma nekone¢né mnoho kofenti vesmés realnych, stadi
uvazovati jen kofeny kladné. Sefadime-li je podle velikosti,
dostaneme radu

2,405, 5,620, 8,645. 11.792,

Oznacime m-ty kofen yon,; pro ponékud vétsi m je priblizné
3
Presnéjsi feseni rovnice (16) dostaneme, polozime-li
Y = Yom + 7. (17)

kdez 7 pokladame za malé &islo. Pak leva strana oné rovnice zni

y L(y) _ (yom + 1) Lo(yom + 1)

To(y) L'o(yom + 1)

Vyrazy na pravé strané rozvineme v fadu, veli¢iny fadu 52 a vys-
§tho vynechame. a ponévadZ I,(yom) = 0. dostaneme

I(y)
YTy

Po dosazeni rovnice (16) zni

ky?
n.yOM:—@~%i.z.
¢ 1
takze
2
y=—3il1. oky®
. Hs Yom - Ky
Za k, dosadime vyraz (6). je pak
| gt o i
My Yom (1 + )R
aneb
M ok, .
— = I | 18
7 e 2yonR (1 +79) (18)
a podle rovnice (17)
P ok? .
= yom—2. 02 (1 1),
Yy Yom s 2y0mR( + )

Z druhé rovnice (4) vypotteme nyni A,. Ponévadi je tu n = 0,
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a ponévadZ pro y dostdvame nekoneénd mnoho FeSeni, pifeme Agy,
misto 4, Je pak
y* = 0%(ks® — Aom®)
aneb
2
Aom? = k2 — L.
m 2 0?
Sem dosadime y = yom + 7 a vynechame éleny fadu #2; tak vznikne
' 2
Aom?® = ko — y(:: —2 y%lzn

a vzhledem k rovnici (18)

2 2
oo = byt — T S 2 1,
2
takze podle rovnice (9) je
2 [» 2
P:kzz—y;—?—{‘%l—'é% .
e : (19)

=k
us oR

Je vidéti, Ze ¢ je velmi malé proti p vyjma piipad, kdy rozdil
ky® — yom?/0® je maly. Vylouéime-li jej zatim, jsou Gtlum a fazova
rychlost dany podle toho, jaké znameni m4 p, rovnicemi (10) a (11)
nebo (12) a (13), pfi éemZz moZno za p psati jednoduse

!/Omz.

p= k22 * 02 (19,)
Tento vyraz je kladny, je-li
by > o=
Q b
zaporny, je-li
Yom
ky < =—-
T e

Dosadime-li sem za k, z rovnice (6"), nalezneme, Ze p méni své
znameni v okoli frekvenci

C. Yom
fom = — == (20)
2”91/62/‘2
pro frekvence vy&i je p kladné, pro frekvence niZ¥{ zaporné.
Pro kladné p je podle rovnice (10) fazova rychlost viny od-
povidajici frekvenci f déna rovnici
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/ _
v, =20 = m=1,2,..."
il R N
Dostavame tedy pro fazovou rychlost nekoneéné mnoho hodnot
trubici se mize §ifiti nekoneéné mnoho symetrlckjrch vin. Jejlch
fazové rychlosti nezdvisi na vodivosti stén, je-li oviem tato velika.
a neni-li frekvence kmitt blizkd nékteré frekvencl me dané rov-
nici (20). KdyZ do rovnice (21) dosadime z rovnice (6") za k,
a z rovnice (20) za yom/0, dostaneme po snadné Gpravé pro vom
vyraz
c 1
Vewts YT~ (fomi1)?
ktery ovsem plati jen, je-li f > fom @ neni-li rozdil f— fon pFilis
maly. Podil c/l/.sz,u2 je rychlost volné viny v dielektriku vyplnuji-
cim trubici, je tedy v, vidy vétsi nez tato rychlost.
Pro atlum plyne z rovnice (11). (19) a (19')

Vom =

(22)

RN . 0. N
L 9 ) e
) QR Vk22 —-.yo—;ni:’
4
aneb vzhledem k rovnicim (6’), (6”) a (20) po tpravé
o
Hom. — Sm————" (23)
VT — (fom/?
kdez -
e l/%ﬂ.. (23")
20 Mg Ty ‘

Tento vyraz odvodili Carson, Mead a Schelkunoff v citované praci.?)
Plati za stejnych podminek jako rovnice (21) pro fazovou rychlost.

Je-li f < fom & rozdil fo, — f nep¥ili§ maly, vypodte se v a x
z rovnic (12) a (13), pii demZ p a ¢ jsou diany rovnicemi (19)
a (19'). Po provedeni poétu dostivame tyto vyrazy:

L W (24)
a
2om — %g Vb-_z,uz ,me . Vl — (f/me)2~ (25)

Tyto rovnice oviem neplati, stejné jako rovnice (22) a (23),

8) J. V. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit. p: 327,
rovn. (48).
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je-li rozdil f— fo,, maly. Pak je totiz p téhoz radu jako ¢
a Aom musime vypoéisti pfimo z rovnice (9).

Jako ptiklad je v tab. 1 vypodétena fazova rychlost a atlum
symetrické viny elektrické v médéné trubici (o, = 5,75 . 10—*. ¢?
elektrostat. jedn.) poloméru p = 5 cm. Vypodet je proveden pro
prvni kofen y, = 2.405.

Tab. 1.
=1 |

lem fo1. f?)c_m lg. 108 p Yo _cil(l)/_s?c(,: | g c—1 ’ Azy; cm

8 | 0375 13,30 |40.3855] 379 [1,1.10-5[9,09. 104

12 | 0250 | 7,24|+0,0427 7,60 |L8.10-5|556. 104
12,5 | 0,240 | 6,81 |400212 1036 |23.10-5|4,35. 104

13 | 0230 | 642|+0.0022 30,82 |6.8.10-5|1,47. 10
13,02| 0230 | 6.41|+00015 37.26 |83.10—51,21. 10
13,05| 0,229 | 6,37 |+0.0004| 7,19.10%1.6.10—*|6.28 . 10°
13,071 0,229 6,37 [—0,0003| 81,52 . 102 0,017 58,82
13,5 0,222 6,07 |—0,0148 5,4 .10% 0,12 8,33

14 | 0214 | 575/—0,0300] 8.1.10¢| 0,18 5,56

20 | 0,150 | 3.37|—0.,1327] 204 .10t 0,36 2.78

30 | 0,100 | 1.87|—01875] 29.7.10¢| 043 233

Hodnoty 4z v poslednim sloupci jsou drahy méiené v cm.
které vina musi uraziti, aby jeji amplituda klesla na 1/e-tou &ast
pivodni hodnoty.

Z tabulky je ziejmé, Ze Gtlum x, je v intervalu I = 8 cm
do I = 13,05 cm pomérné maly a jeho vzriust zvlasté s podatku
nepatrny. Je vidét, Ze vina musi v tomto intervalu probéhnouti
velikou drahu Az, aby amplituda viny klesla na 1/e-tou ¢ast pu-
vodni hodnoty. I = 13,05 cm tvofi jakousi hranici. Od této hodnoty
atlum podne stoupati a je tieba stale mensi drahy Az pro klesnuti
amplitudy na 1/e-tou ¢ast puvodni hodnoty. V tomto oboru se
viny prochazejici trubici pozorovati nedaji. Zména atlumu v okoli
kritické frekvence je pomérné rychla; pro [ = 13,05 cm je xp; =
= 1,6 . 10—%cm—1, pro [ = 13,07 cm je xy, jiz 1,7.10—2em—1.

Fazova rychlost vy, s potatku stoupa zvolna, ale ¢im dale tim
rychleji, az zase v okoli hodnoty ! = 13,05 cm, kdy zadina Gtlum
rusti, stoupa v, velmi rychle.

3. Symetricka vlna magneticka.

Pro magnetickou symetrickou vinu je A, dano rovnici (8),
jez zni
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w Ho@) _pe oy) (26)

v Hyx) y Iy

Hleddme zase viny o malém Gtlumu. takie x je opét ddno rov-
nici (15) a ptiblizné je

H'y(x)
H(x)

Rovnici (26) mizeme pak psati v tvaru

1 'y v

1 Loly) _pa * (27)

y Lo(y) me ok
Na pravé strané mame malé &islo; vyhovime tedy posledni rovnici
pfiblizné resenim

I'y(y) = 0.

Tato rovnice mé zase nekoneéné mnoho realnych kotreni. Z nich
musime vylouditi kofen y = 0, nebot v tom piipadé leva strana
rovnice (27) neni rovna nule, nybri — 1/2. Sefadime-li ostatni
kladné koteny podle velikosti. dostaneme fadu

3,83, 7.02, 10.17....:

pro ponékud vétsi m je priblizné

1
yIOm == (m -+ Z) 7.

Piesnéji piseme kofeny rovnice (27) v tvaru
Yy="Yom+

kde? 7 je malé &islo. Po dosazeni dostaneme az na veli€iny Fadu »?

lYom) g G

Yom Lo(y'om) pa 0k

Besselova funkce Iy(y) splituje diferencidlni rovnici

(29)

" 1 ’
I"y(y) + ;I oly) + Io(y) = 0.
Pro y = y'om z ni plyne
I" (Y om)

ol VAL SR, [}

Io(yom)
kdyz to dosadime do rovnice (29). dostaneme

M1 Yom
n=—1— "=
t pe ok,
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Za k, dosadime vyraz (6): je pak

Y= (30)
a podle rovnice (28)

’
' e Y om
Yy=Yom——" "5
Y pe  oR

Budeme psati A'g, misto 4,. pak stejné jako v pFedeslém pripadé
dostaneme

(1 + 2).

2 3P
0 U O R

a porovnanim s rovnici (9) plyne

’ 2 ’
}t’Om e A‘22 o Yy om~ M1 7/0m(1 + ?)

P == ky? 3/'07:3 4= M y_’:mz )
o0 " o°R | ‘
! (31)

Zase je ¢ malé proti p vyjma piipad, kdy rozdil k2 — y'0,2/0? je
maly. Vylouéime-li jej, muZeme psati

s 2
p = ky® — y;;"- (31)
Tento vyraz je kladny. je-li
ko~ Y om
e
zaporny, je-li
° ]l = ; ’Om
) e
p tedy méni své znameni v okoli frekvenci, danych rovnici
’ . C?/Om
om — —
20}/ e pra

Je-li p kladné, t. j. je-li f > f'om, & je-li mimo to rozdil f'om — f
nepiili§ maly, vypodteme v'om & *'om z Tovnic (10) a (11). Po pro-
vedeni poétu dostaneme tyto vyrazy

vom == c . —1__

" Verrta VI— (FomlD?
, (F omlf)? .
" YT (Fomil?

(32)

a A

2



o je dano rovnici (23'). Tento vzorec souhlasi s vyrazem, ktery
odvodili Carson, Mead a Schelkunoff.?)

Pro zdporna p, t. zn. pro f < f'om, a neni-li rozdil f— f'om
piilis maly, plynou z rovnic (12), (13), (31) a (31’) tyto hodnoty
pro fazovou rychlost a ﬁtlum

’J()m S= x Vl f//lOM (34)

f Om

‘ 2 y—— o, =
a ®om = — l/le’z . Fom Vl —(f/f om)?. (35)

Je-li rozdil f — f'o,, maly, pak je p téhoz radu jako q a 4,
musime vypocisti pfimo z rovnice (9).

Jako piiklad je v tab. 2 vypoétena fazova rychlost a utlum
symetrické viny magnetické v médéné trubici (o; = 5,75 . 10—* . c?
elektrost. jedn.) poloméru p = 5cm. Vypodlet je proveden pro
prvni kofen y = 3.83.

Tab. 2

i
{01 s€C—1. \ v’ cM/seC
g 01 e — ’

lem [ ™6 10 |g. 105  p C10—10 | #'o1 cMT1 Az’ cm

8 | 0375 |1.27 |+0,5582 3.17 8,5.10—% 1,18 . 105
16 | 0,187 | 1,79 |4+0,0955  3.86 2.9 . 10—5 3,45 . 104
24 | 0,125 | 2,19 |40,0008 8,26 1,1.10—4 9,09 . 103

25,5 | 0117 | 2,26 |+0.0020] 1686 (2,53 .10~ 3.95 .10

258 | 0,116 | 2,27 [4+0,0006] 30,78  [4,64 . 10—% 2,16 . 103
25.9 | 0115 | 2.28 |4+0.0002| 53.32 [8.05.10—4 1,24 .10°
26 | 0.115 | 2,28 |—0,0003| 1,12.10% 1,73 .10—% 57,80
27 | 0,111 | 2,32 |-—0,0045| 4.02.10% 6,71 . 10—2| 14,90
30 | 0,000 |245|—0,0148 6.24.10% | 0,12 8,33
40 | 0,075 | 2,83 |—0.0340| 6,14 .10% | 0,18 5,56

Z tabulky vidime, Ze prubéh atlumu i fazové rychlosti je
analogicky jako v predeslém piipadé. Kriticka hodnota volné
délky vlny je nyni 25,9 cm.

4. Nesymetrické viny.

Budeme nyni predpokladati, ze je n > 0; A, pak je dano
rovnici (3). Zase hleddme viny malého Gtlumu, pro né je = = kyp

9) J. V. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit. p. 327,
rovn. (50).
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a je veliké, takze piiblizné
H', () -

Hy(x)

y muzeme pokladati za malé proti z, takZe na levé strané rovnice (3)
zanedbame y vedle x. V prvnim faktoru na pravé strané je pak

o, L HwE) | B

pe o Hp(z)  pyo
Vedle tohoto velkého é&lenu zanedbame druhy élen v zavorkach,
nesmi ovSem byti stejného ¥adu jako prvni ¢élen; to bude splnéno
jisté, lezi-li y dosti daleko od kteréhokoli z kofenti rovnice ,(y)= 0.
V druhém faktoru na pravé strané je

i Ha@)
v Hyp(x) kyo

tento ¢len je maly a ponechame cely faktor. Tak dostaneme

Whe? ki ( Mo e La (y))

Y

1
kio y La(y)

a po upraveé

y IL.(y) _;“2 E]E; y*

Za k, dosadime z rovnice (6) a za A,* dosadime znimy vyraz od-
vozeny z druhé rovnice (4), totiz

y4
LTel g (ot

2
At = g2 — Zz.
Po tpravé dostaneme

’ y 2[r 2 52

y I.(y)  u. 20R

prava strana této rovnice je &islo velmi malé, v prvém priblizeni
lze ji vyhovéti FeSenim

I'w(y) = 0.

Tato rovnice mé nekoneénd& mnoho reilnych kofenu. jeden

z nich je y = 0. Ten vSak musime vylouditi, nebot pro y =0

a n > 0 je podil I'y(y)/y . I(y) nekoneénd veliky. Ostatni kladné

kofeny sefazené podle velikosti oznadime y'p,. Jako presnéjsi
feSeni poloZzime zase

y= Z/’ﬂm + 7. (37)

kde 7 je malé éislo. Je pak
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L I _ - L"a(Y wm)

7/ I( ) ynmI (.7/ nm)

Besselova funkce n-tého fadu spliiuje rovnici
2

1 n
1”5 — . I'y 1——)1, = (.
W+ (y)+( yz) ()

pPro ¥ = y'nm z ni plyne

" ’ n2
! Sl = (1 - y7n‘7n—2) I"(?/,nm).
Po dosazeni do rovnice (36) a pravé dostaneme
wm 1+, n2o%k,?
Y = —— L i ‘ 1 . 2 ]
! e 2Q‘R 4 nm( T Yy nmz(y mnz—nz) (38)

Stejnym postupem jako v predeslych piipadech dospéjeme pak
k témto vztahim

Yon® 1 n2p%k,? , )
p = k2 — == | I 7 7 ' !
: : 0® + e 03R( g Y (Y e — 2| " I l
gy 1 n29%,? #9)
q = il PRSI 1 + ’ l‘ : . y’nm'2'
pe 0°R Y (Y vm® — 1)

Zase je ¢ malé proti p vyjma piipad, kdy rozdil ky2 — ¥y an?/0® je
maly. Vylouéime-li jej, muzeme psati

p = bt — Y2 (39)
p méni tedy své znameni v okoli frekvenci, danych rovnici
, c.vy
'om = _'L“ﬂn— (40)
270/ equty

Pro kladné p pouzitim rovnic (10), (11), (39) a (39’) dostavame
pro fazovou rychlost a konstantu Gtlumu tyto vyrazy

1
’ m_-vez.uz Vl_‘ nm/f

o4

Pt + o 1 (a)
Vl = nm/f " ?/,"’"2 —nt

Je-li p zaporné, musime vyrazy Pro v'pm a #'um odvoditi z rovnic

(41)

10) Srv. J. V. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit.
p. 328, rovn. (52).
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(12), (13), (39) (39"). Pak je

f2 1
V' am == Vl — (f/f'm)* - 2 (43)
fnm Il AP ( ’nm)2";i“—]'
l f/f J , m2 . n2J
a % wm = V€2u2 fnmvl — (f/f am)* (44)

Toto reseni odp0v1da nesymetrické vIiné magnetické; pro
n = 0 prechdzeji nalezené vzorce ve vyrazy (32) az (35) odpovida-
jici symetrické vIné magnetické.

Jako piiklad vypodteme v'py & %' pym pro viny v médéné trubici
(0, = 5,75.10—%. ¢? elektrost. jedn.) poloméru g = 5cm, a to
pro n = 1 a pro prvni kofen z, = 1,84, Vysledky jsou obsaZeny
v tab. 3.

Tab. 3.

|
1Sec™ 1) 11¢cm/sec. .
lcm f‘ 0_10 q 108 P 0110 ‘ x'u ecm—1 | Az’ em

6 | 0,500 | 11.1 |+0,9606] 3.21 |5,68 .10 1,76 . 105
10 | 0,300 | 7,26 |+0,2594] 3,69 |7,13.10-%1,40. 105
16 | 0,187 | 6,11 |+0,0188] 841 [2,23.10-54,49 . 10
17 | 0,176 | 6,06 |-+0,0012] 32,58 [8,75.10-51,14 . 10

17,05| 0,175 | 6,06 |4-0,0004| 56,52 |1,51 .10 -4 6,60 . 103
17,1 | 0,175 | 6,06 —0,0004| 77,7.10% | 2,0.10—2 50,00

18 | 0,166 | 6,04 |—0,0136 41,3.10% | 0,12 8,58
20 | 0,150 | 6,03 |—0,0367| 59,9.10% | 0,19 5.92
30 | 0100 | 6.03|—00915 59.2.10° | 0,30 3,31

Pribéhy v'pm a #'nm jsou obdobné jako v piedeslych dvou
piipadech. Kritickd hodnota je v tomto piipadé I = 17,05 cm.

Piedpokladali jsme, ze y lezi dosti daleko od kteréhokoli
kotene rovnice I,(y) = 0. To je splnéno, nebot y je velmi piiblizné
dano koreny rovnice I'y(y) = 0 a z teorie Besselovych funkei je
znamo, ze véechny kofeny rovnic In(y) =0 a I'y(y) = 0 se od
sebe dostatetn¢ lisi mimo kofen y = 0, ktery je obéma rovnicim
spoleény pro m > 1, ale tento kofen jsme vylouclh

VySettime nyni, nevyhovime-li rovnici (34) fesenim, které je
blizké kofenim rovnice /[,(y) = 0. Budeme zase hledat jen viny
s malym Gtlumem; pro né podobnym postupem jako svrchu se
rovnice (3) zjednodusi a zni takto:

n2 ki 1 k1 1’<> s Tn@®)
Yy ( )( Yy In(?/))

0 m sy In(y
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Po tGpravé

L La(y) g ki 0 In(y)

y Iny) m kPe gt La(y)
Této rovnici vyhovime skuteénd hodnotou y, kterd je blizka
nékterému kofenu rovnice I,(y) = 0. Pak je totiz leva strana
veliké, pravé strana také, nebot prvni jeji clen je veliky, druhy
maly. Jeden z kofent rovnice I,(y) =0 (n>0) je y = 0; ten
vySetiime zvldst. Oznadime yuy libovolny nenulovy koren rovnice
I,(y) = 0, polozime

(45)

Y = Ynm + 7, (46)
a dostaneme
17 == — ét_l . 57_2 . QIL
pe Ky Yum
aneb vzhledem k rovnici (6)
ko2 .
n=—tt g (). (47)
L nm
Odtud vypocteme
) Ynm® | 1 ko®
1 ky? ‘ (48)
q —_— /1_2 . .Q_.-—R_’.
Neni-li rozdil k2 — yun?/0? velmi maly, muiZeme sati
Yum™[@ Y P
2
p = ky? — yZ’; (48)

p tedy méni své znameni v okoli frekvenci

c

Fm = = CYnm (49)
. ZWQV% 22

Pro p kladné (vysoké frekvence) dostdvame z rovnic (10),

(11), (48) a (48') nasledujici hodnoty pro fazovourychlost a atlum??)

S c 1
nm_vezﬂz Vlﬂ(fnm//)2
PPN .
" VT —(faml?

Pro zéporna p (nizké frekvence) vyjdou z rovnic (12), (13),

(50)

(51)

1) §rv. J. V. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit.
p. 328, rovn. (51).
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(48) a (48') tyto vyrazy
Y :go(it 'fnmvl_(f/]‘an (52)

Hnm = %‘Z : ngzuzfnmvl — (f/fam)*. (53)

Toto feseni odpovidd nesymetrické viné elektrické; pro n = 0
prechizeji vyrazy pro vum a xm.m ve vyrazy (22) az (25) odpovi-
dajici symetrické vIné elektrické.

Jako priklad je v tab. 4 vypoéten atlum a fazova rychlost
vin v médéné trubici (g, = 5,75 . 10— . ¢? elektrost. jedn.) polo-
méru ¢ = 5 cm. Vypoéty jsou provedeny pro » = 1 a pro prvni
kofen y, = 3.83.

Tab. 4.

sec—1 | vy, CM/sec .
lem 'fnlo_l() l\q . 108 P lil 10_/10 %11 cm—1 Azu cm

4 | 0,750 | 3,77 |4+1,8803 3.43 | 1,38.10—%7,28. 105
8 | 0375 | 1,31|+0,0301 13,75 | 3,26.10—52,66. 105
82| 0,365 | 1,29 |40,0004] 1,16.102| 3,22.10—40,31 . 105

8,25 | 0,363 | 1,27 |—0,0067 2,92.10%| 8,19.10—2 12,2

8,26 | 0,363 | 1,27 |—0,0081| 3,20.10%| 8,94 .10—2 11,2
85| 0352 | 1,221—0,0403| 7,21.10%(20,07.10—2 4,98
10 | 0,300 | 0,95|—0,1920| 17,4.10%(43,82.10—2%  2.28
20 | 0,150 | 0,34 |—0,4880| 38,85 . 104(69,86 . 10—2 1,43
30 | 0,100 | 0,28 |—0,5428 33,4.10%|73,67.10—2 1,36

Prabéhy atlumu a fazové rychlosti jsou obdobné predeslym
piipadim. Mezni hodnota [ je tu 8,2 cm.
Zbyva jesté vysetfiti nulovy ko¥en rovnice I,(y) = 0 (r > 0).
Pak je ¢yum =0 a
Y=Yty =15
y je tedy malé. Pro mald y a » > 0 plati piiblizné

I'a(y) n

In(y) ¥y
To dosadime do rovnice (34), piSeme 5 misto y a dostaneme

LML N N
nt we  n? Uk
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aneb po zkraceni a upravé

Uk N Uk
AvSak
A2 = kp? — L
je tedy
why B Pk
Uk 0? Mi 0 Uk

coz dokazuje. ze nulovy koten rovnice I,(y) = 0 musime vylouditi.
Ustav pro teoretickou fysiku Karlovy university.

*

Elektromagnetische Wellen in leitenden Rohren.
(Inhalt des oberen Artikels.)

Die Gesetze der Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen
in leitenden Rohren von kreisformigem Durchschnitt wurden zum
erstenmal von Carson, Mead und Schelkunoff untersucht.*) Ahnlich
wie die Drahtwellen kann man auch die Wellen, welche sich in
einem leitenden Rohr fortpflanzen, in elektrische und magnetische
teilen; beide konnen symmetrisch oder asymmetrisch sein. Aber der
Vorgang ist hier viel komplizierter als bei den Drahtwellen, denn
jede bestimmte Wellenart besteht aus unendlicher Anzahl von
Wellen derselben Art, z. B. die symmetrische elektrische Welle
entsteht durch Superposition von unendlich vielen symmetrischen
elektrischen Partialwellen, die bei gleicher Frequenz verschiedene
Geschwindigkeiten und Dampfungskonstanten haben. Bei niedrigen
Schwingungsfrequenzen sind alle diese Wellen so stark gedampft,
daB sie sich nicht beobachten lassen. Wenn die Frequenz steigt,
1aBt sich fiir jede Partialwelle eine kritische Frequenz bestimmen,
bei welcher die Dampufng plotzlich zu sinken beginnt, bis sie einen
kleinen Wert erreicht, so da bei geniigend hoher Frequenz eine
ganze Reihe schwach gedimpfter Wellen im Rohre entstehen kann.

In der zitierten Arbeit haben sich Carson, Mead und Schel-
kunoff nur mit den schwach gedampften Wellen beschéaftigt und

*) J. R. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, The Bell System
Technical Journal, 16 (1936), 310.
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deren Geschwindigkeiten und Déampfungskonstanten berechnet
unter der Voraussetzung, dal die Leitfihigkeit des Rohrmaterials
groB ist. In dieser Arbeit wird zur Berechnung der Dampfung und
Phasengeschwindigkeit eine Methode angewandt, welche es er-
moglicht, beide Groflen fiir jede Frequenz zu bestimmen, wenn die
Leitungsfihigkeit der Wande des Rohres zwar grof} aber endlich ist.

Bei symmetrischer elektrischer Welle gilt, wenn die Frequenz f
groBer ist als die kritische Frequenz f,,, fiir die Phasengeschwindig-
keit -die Gleichung (22) und fiir die Dampfung die Gleichung (23).
Wenn f kleiner als f,,, ist, dann hat man fiir diese GroBen die Glei-
chungen (24) und (25). Ahnlich erhilt man fiir die symmetrische
magnetische Welle die Gleichungen (32) und (33), resp. (34) und (35).
Die Phasengeschwindigkeiten und die Dampfungskonstanten der
asymmetrischen magnetischen Welle sind durch die Gleichungen
(41), (42) resp. (43), (44) gegeben und analogisch gelten fiir die
asymmetrischen elektrischen Wellen die Gleichungen (50), (51)
resp. (52) und (53).
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