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O ¥efeni zobecn¥né Chapmanovy funkéni rovnice.

Bohuslav Hostinsky, Brno.
(Do8lo 27. za¥f 1938.)

Vénovano k jubileu pana prof.
dr. Karla Petra.

1. Integralni rovnice Fredholmova typu a druhého druhu

b
¢(2) + [F(z, y) p(y) dy = f(=), ()

kde F(z, y) zna&{ danou spojitou funkei proménnych x a y, f(z)
danou spojitou funkci proménné z a ¢(x) funkci nezndmou (a <
S 2Lb a< y<b), mé obecné (pokud nenastavé t. zv. singu-
lérn{ p¥pad) jediné FeSenf vyjadiené znamymi Fredholmovymi
vzorci (viz na pf. E. Goursat: Cours d’Analyse mathém.. t. II1.).
Jdsou vBak i jiné zpusoby, kterymi se da vyjadriti Fesenf integraln{
rovnice (1). Jeden z nich zaklada se na tomto postupu (viz vzorce
uvedené v odst. 2): Rovnice (1) definuje linearni funkéni transfor-
maci, kterd dané funkeci ¢(z) pfifaduje funkei f(x). RozloZime-li
tuto transformaci v sled infinitesimalnich transformaci (t. j. tako-
vych, kterymi se hodnota funkce méni o nekoneéné malou veli¢inu),
a sestrojime-li ke ka?dé z nich transformaci inversnf. d4 se aloha
feBiti; stadf sloziti v8echny tyto inversn{ transformace v obraceném
pofadf, abychom dostali tak transformaci, ktera je k puvodni
transformaci inversni a ktera piifaduje dané funkei f(z) jinou
funkei ¢(x). :

2. BudiZ » proménny parametr, ktery se ménf v mezich s a ¢,
8 < u <t abudi K(z, y, u) spojitd funkce proménnych z, y a u.
Rozdé&lme interval (s, ¢) na » stejnych dili o délce k. takze délicim
bodim odpovidajf hodnoty s + h, 8 + 2h,...,8+ (n—1)h; b =
= (t —8)/n. m-tému délicimu bodu s + mhk necht odpovidd
funkénf transformace 8,, danéd formulf

b
9(@) = f() + b [K(z, y, s + mh) fly) dy, (2)



kterd pfifaduje dané funkei f(x) funkei g(z). Je-li m nekonedné
veliké a tedy A nekone¢né malé, je transformace (2) infinitesimaln{
(rozdil g(x) — f(x) je nekoneéné maly). Slozme nyni transformace S,
tak, Ze nejprve provedeme S, pak 8,_;. na to S,—;..., na konec S,.
SloZena transformace S,8,. . . 8,_,S, bliZ{ se uréité limitn{ transfor-
maci 7. roste-li » do nekoneéna. 7' je vyjadiena formuli*)

p(x) = f(x) +

b t © b b b tUn Un—1
+f[f]((x,y.u)du +Z ff...fftff...fK(x,zl,u,).
a 8 n=2ua a a s 8 & 8

Kz, 2, tg) . K21, 9, ) ditgdug ... disg dz; dz . .. dz,,_l] i) c}g

Transformace S,—! inversni k transformaci S,, dané vzorcem
(2) je vyjadfena vzorcem

b
H) = gla) — b [K(z, y. s + mh) g(y) dy. (4)
Slozme nyni transformace S, tak. %e provedeme napted §,~',
pak S, '... a na konec S, ’. Slozena transformace S, 'S;;...

8,7'8,~" blizf se uréité limitni transformaci 7', roste-li n do
nekoneéna. Transformace 7—!, inversni k 7, pfifaduje dané funkei
@(z) funkci f(z) a je vyjadiena vzorcem

f(x) = g(z) +
b b tUn Yn—1 u, .

b t ® b
| I LR e B I B L EX A}
a 8 n=2 as s 8 8

K(z, 20, up—3) . . . K(zg—1. ¥, %,) du, duy . . . du,dz dz, ... (6)
dzn_l] fly) dy.

Oznaéme symbolem vy(z, y, s,t) vyraz, ktery se vyskytuje
v hranaté zavorce formule (3); pak se déd ukdzati (zaménime ve
vzorci (3) 8 s ¢, pak zaménime u kaZdého jednoduchého integralu
podle u,, u,, . . ., u, integraéni meze a na konec napffeme u,, us,
..., U, misto resp. up, Uy, . . ., %,), Ze vyraz v hranaté zavorce (5)
rovna se y(z, ¥, t, 8). Misto (3) a (5) muZeme tedy psiti

*) Viz B. Hostinsky: Sur une équation fonctionnelle de la Théorie
des probabilités (Spisy vydévané p¥rodovddeckou fakultou Masarykovy
university & 156 (1932), str. 14; podrobny vyklad je v knize Volterra-
Hostinsky: Opérations infinitésimales linéaires (Paris, 1938; Chap. XVII).
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b
¢(z) = f(2) + [ w(z, y,4,0) f(y)dy (3)

b
H2) = p(@) + [ v(z, y,16) o(y) dy. (5)

(6") jest integréInf rovnice tvaru (1); je-li jadro F(z, y) rovnice (1)
tvaru y(z, y, t, 8), fe¥f se tedy rovnice (5’) vzorcem (3') a feSenf je
jednoznadné. P¥i tom platf

v(z, ¥,8,t) + v(z, ¥, t, 8) +f y(z, 2, 8,1) 9z ¥t 8)dz = 0. (6)

a
Funkce y je vyjéddfena fadou

$
¥(z, y,8,t) = f K(z,y,v) du +

® bt Un Yn—1 w,
+z ff ffff fK(x 2, %) K(2,2, Uy) ... K(20—1, Y, %n) .
n=2a a as &u:du‘ duy dz, dzy . . dey_; (7)
y(z, v, 8 8) = 0.

Dikazy rovnic (6) a (8) jsou uvedeny v citované knize.
3. Rovnice (6) je speciélni pi{pad obecndj&f rovnice

'P(z: .'l, a,bt) = (8)
= (2, ¥, 8, %) + p(z, ¥, u,1) + f v(2,2,8,u) . 9z ¥, u, t)dz

a
£atné pro libovolné tfi hodnoty s, u, t.*) Kazda funkce y tvaru (7),
de K(z, y, ) je libovolnd spopté funkce, vybovuje rovnici (8).
Vysledky Givah odst. 2 a 3 shrneme vétou: Jeli y(z, y, &, t) funkce
vyjédiens fadou (7), kde K(z,y,u) je libovolné spojité
funkce, plati rovnice (6) a (8), a funkénf transformace (3’)
jest inversn{ k (5'). Jinymi slovy: fada (7) ddvé Fefenf funkéni
rovnioe (8).
4. Upravime nynf pfedchozi vzorce uZfvajice nového ozna-
Seni. Pivodn{ integra¥nf interval (a, b) oznadime znakem R a jeho
84st («, ) znakem Y; plati a < &« < f# < b.

Budeme pséti, je-li f(y) spojitd funkce, f f(y) dy misto
R

*) Difvéj¥f omezenf &8 < u < ¢ nenf nutné.
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f f(y) dy; f {(y) dy misto f f(y) dy. Posledni integral je funkof
intervalu Y a poloZime
[Hy) dy = P(Y). ©)
Y

P(Y) jest additivni funkce (funkciondl) intervalu Y. To znamen4:
jsou-li ¥, a Y, dva intervaly bez spoleéného bodu (nebo s jedinym
spoleénym bodem), jest

P(Y1+ Y:)=P(Y1)+P(Yl);

P(Y, 4+ Y,) znaéi zde integril funkce f(y) vztaZeny k intervalu
Y, 4+ Y, sloZzenému z obou intervali ¥, a

Rozdélme interval Y na n diléich intervalt dY,, dY,,...,dY,,

takie ¥ =dY, +dY,+ ...+ dY,. Roste-li n do nekonedna

- a konverguje-li sou¢asné délka kazdého z téchto n intervali k nule,
je podle obvyklé (Riemannovy) definice

P(Y) = [ f(y)dy =lim > f(y) . d¥y;
Y 3
y; znadi bod intervalu dY;. Misto této rovnice miZe se také psiti

P(Y) = lim z P(dY,) nebo P(Y) f P@Y).  (10)
A= i=1

V dalgich vzorcich budeme uZivati tohoto oznadeni (zavedeného
v prici pana B. Pospiffila, ktera bude citovédna): = je bod leZicf
v intervalu dX, y bod v dY, o4 bod v dX;, z bod v dZ; atd.;
E(z, Y) = 1, lezi-li bod z v intervalu Y; E(z, Y) = 0, je-li bod =
vné Y. Je-li f(y) spojitéd funkce a z bod v intervalu R, plati

[ B(=z,dY). f(y) = f()

R
a rovnice (1) d4 se nahraditi rovnicf

[(Fu(z, dY) py) = f(2), (11)
R

pfi Semi F,(z, Y) = f F(z, y) dy + E(z, Y). Polozme dale
Y

D(z,Y,s8,t) = f v(z,y,8t)dy + E(z, Y),
Y
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kde y znadf fadu (7), a budiz
A(z. Y, u) = fK(:v. v, w) dy;
A

K(z, y, u) je spojita funkce tii proménnych. A(x. Y. u) je funkee
dvou proménnych z, v a intervalu Y. Uzivajice nového oznadeni
nahradfme formuli (7) novym vzorcem:

t
&(x, Y. 8. t) = E(z. Y) 4 fA(:v. Y. ) du +

+i Rf}[[f;[n .f'A(x. AZy, wy) A(zy, AZy ) . .. (12)

CA(za—y Youy) duy dug L du,,

Rovnice (5') ptechizi v

f¢mdﬁtﬂﬂm=ﬂn (13)
a rovnice (3') v i
g(x) = [ B2 dY, 5.0) f(y). (14)
R

Eliminujme funkei ¢(x) z rovnic (13) a (14); vychazi

f[f D(x.dZ, t, 8) D(z. dY. s. l.)] Hy) = f(2).
R LR

Ponévadz funkce f(z) je libovolna spojita funkce. je tento vztah
moiny jeding v tom pifpads. Ze

f¢u@aggmax&n=Eme (15)
R

Rovnice (15) odpovida rovnici (6).

5. Abychom kone&n& odvodili rovnici obdobnou rovnici (8),
integrujme (8) po obou straniach podle y (integraini obor Y),
pfipoétéme pak na obou stranach E(z, Y) a zavedme funkci @
podle definice z odst. 4. Vychdzi

D(z, Y, 8,t)=D(x,Y,s,u) + Pz, Y, u,t)— Ex.Y) +
+f@uﬁ&&M—EwﬂmHMgKmn—E@Yn
R

Ponévadz pak podle definice symbolu E(z, Y) (odst. 4) plat{
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f E(z. Y) E(x, 4Z) = E(x. T).

R

f D(x.dZ. s.u)Ez. Y)=D(x. Y. 8. u),
R

f D(z. Y, u. t)E(x.dZ) -= P(z, Y, u. t).
R

redukuje se piedesla rovnice na

D(r. Y.s t) = f O(x. dZ. s. u) P(z. Y. u. t). (16)
R

Nisledujici véta. obdobna vété uvedené na konci odst. 3, shrnuje
piedeslé formule: Je-li @(x. Y. s.t) funkce vyjadiend Fadou
(12). platf rovnice (15) a (16), a integralnf rovnice (13) —
kde ¢(x) znaéi nezndmou funkei — ma4 feSenf dané vzor-
cem (14); funk&ni transformace (14) jest inversn{ k trans-
formaci (13). PovaZujeme-li @ za nezndmou funkei, ma funkéni
rovnice (16) feSeni dané vzorcem (12), kde A je libovolna funkce
(additivni vzhledem k Y).

6. Véta vyslovend v predeslém odstavei lidf se, za predpokladd
udinénych v odst. 4, jen oznadenim od véty vyslovené na konci
odst. 3. Aviak vzorcim. v nichZz se uZivd oznadeni zavedeného
v odst. 4, d4 se prisouditi obecné&j&f vyznam, nez je ten, ktery majf
vzorce odst. 2 a 3.

A. Kolmogorov*) uvidi rovnici (16). kterou nazveme zobec-
nénourovnici Chapmanovou, za piedpokladi velmi obecnych.
Zobecnénf je v trojim sméru: pfedné na misto bodu urdeného.
Gisetkou z v daném intervalu nastupuje bod v prostoru R o libo-
volném podtu rozmérd; za druhé na misto dil¢fch intervala Y
nastupuji bodovéd mnozstvi v R a misto funkef intervali Y funkce
téchto bodovych mnozstvi; za tfeti integrily vztazené k témto
mnozstvim jsou podle Kolmogorova definoviany zpisobem, jenz
se v podstaté zaklada na definicich integralu, které podali Stieltjes
a Lebesgue.

R. 1936 uvefejnil B. Pospisil prici,**) ve které se zabyva
feenim zobecnéné Chapmanovy rovnice (16) a ukazuje, Ze za
urditych podminek, v praci podrobné vytéenych, mé ta rovnice
jediné feseni vyjadfené Ffadou (12). Tato fada vyhovuje oviem
rovnici (15), nebot rovnici (15) obdrzime kladouce 8 = ¢ v rovnici
(16); plati také vztahy (13) a (14). Budiz A(x, Y, u) funkce vyho-

__* A. Kolmogoroff: Die analytischen Methoden der Wahrschein-
lichkeitsrechnung (Math. Annalen, Bd. 104, 1931, p. 416—4568).

**) B. Pospi¥il: Sur un probléme de M. M. 8. Bernstein et A. Kolmo-
goroff (Casopis pro p&tovénf m. a f., r. 85, 1936, p. 64—76).
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