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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Sets which satisfy certain avoidability conditions.*)
R. L. Wilder, Ann Arbor, Mich.
(Received September 8, 1937.)

In a recent paper!) I have made use of certain avoidability
~conditions in order to define a type of generalized closed manifold.
These conditions are repeated in Definitions I and II below, and
together with other types of avoidability introduced in the sub-
sequent definitions, are employed in the present paper to obtain
further results concerning the relations of closed sets to their
complements in euclidean n-space.

We precede the applications by a determination of the logical
relationships between the various definitions in certain special
types of closed sets. This is done not only with a view to settling -
these relations once and for all for the sake of subsequent develop-
ments and abbreviation of proofs, but because many results may
be seen, later on, to hold for alternative choices of the types of
avoidability used in the hypotheses of theorems. Where the latter
is the case, we have sometimes explicitly pointed out the fact;
where we have not done s, it is left to the reader to observe that
“such is the case. .

In the following definitions, M denotes a metric space, and P
a point of M.

Definition I. M is completely i-avoidable at P if for every ¢ > 0
there exist d and 7 such that ¢ > é > 5 > 0 and every i-cycle of
F(P, ) bounds on S(P, &) — S(P, n).

Definition II. M is locally i-avoidable ai P if for every & > 0
there exist 4 and # such that ¢ > 6 > # > 0 and every i-cycle of
F(P 6) bounds on M — S(P, x).

* Definition III. M is i-avoidable at P if for every & > 0 there

*) Presented to the American Mathematical Society, Nov. 25, 1936.

1) Qeneralized closed manifolds in n-space, Annals of Math. 86 (1934),

p}) 876—903: to be referred to hereafter as G. C. M. (For other definitions

generalized manifolds the reader is referred to recent works of Cech,
Lefschetz, Alexandroff and Pontrja.gm)
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exists a > 0 such that ¢ > ) a,nd every i-cycle of F(P, &) bounds
on M — S(P, 48).

Definition IV.2) P is a non-i- cut-point of M if every t-cycle
of M — P bounds on M — P.

Definition V. P is a local non-i-cut-point of M if for every
e > 0 there exists a é > 0 such that every i-cycle of S(P, 6) — P
bounds on S(P, ¢) — P

In establishing the relations between these definitions, we
shall use the following conventions concerning symbols: The
symbol D will mean ,,implies‘‘;3) the symbol non D means ,,does
not imply*‘. Thus, I D II will mean that the property (of a space M
under consideration) of being completely i-avoidable (for any )
at P implies that M is locally ¢-avoidable at P. For the sake of
brevity, we shall also use the symbol > as indicated in the following
example: I > IT means that I D II and that II non D I. Finally,
I =1II means I DII and II D I. If no implication relates two or
more definitions, we state simply that they are independent.

Lemma A. In a compact (or any more general) metric .spa,ce
(a) I > II; III > II; I and 111 are independent.

(b) IV s mdependent of I, I1, 111 and V

(¢) V is independent of 1, 1L, II1 and IV.

- Proof of (a). That I DII and III DII is obvious. That
IInon DI is shown by the
Example «,: The euclidean n-sphere with ¢ = n — 1. That
II non DIII is shown by the
Example «,: The set of points. (z, y, 2) of cartesian 3-space
such that 2 4 y% 4 22 < 1, and the set such that 2% 4 3% = 4,
z=0, with P = (000)5_2andz_1 '

That I non D III is shown by Example «,, and that III non D L
is shown by Example «,.
Proof of (b). That IV non D II is shown by the

Example oy The set of points (¢, @) of the polar coordinate
plane such that (1) @ = x/4", n=1,2,3,...,0< 0<1;(2) 0 =
=0,0Z5p<L1;(3) p=tan O, 0<@<n/4 (4) any arc joining
the pomt P = (0 0) to (1, #/4), but otherwise not containing any
of the points defined in (1)—(3); with ¢+ = 0.

3) In this definition we do not restrict the notion to simply i-connected
ﬁaces Although for ¢ = 0 this restriction has customarily been made in
e theory of sets of points, we deem it inadvisable in the case i > 0. (See
Example o, below for instance.) .
3) That D and > are also used in another sense below (the former
as a set-theoretic symbol and the latter as a symbol for numerical magni-
tude) should occasion no difficulty, the meanings of symbols between which
these binary relations are used being sufficient to indicate the correct
meaning in each case.
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Consequently, by (a), IV ndn DI, IV non D IIL. That IV non D
DV follows from Example «;.

"That Inon D1V is shown by Example «,. That ITII non D IV
follows from the trivial fact that III may be satisfied for every
&€ > 0, and yet M — P contain a cycle non-bounding on M — P
which lies on no F(P, ¢); thus, with the usual euclidean metric,
in the

Example «,: The set of points (z, y) of the cartesian plane
such that 2? 4- y2 = 1, and the points 1 < 2 < 2, y = 0, with
P =(2,0) and ¢ = 1. ‘

That II non D IV now follows from (a). Finally, V non D IV;
for instance, consider a space which is the sum of two closed mutu-
ally exclusive subsets 4 and B, where A satisfies V at a point P,
and B contains a cycle which is unbounding in the space.

Proof of (c). The independence of IV and V is already shown
in (b). That V non D II is shown by the set of points (g, @) which
satisfy conditions (1) and (2) in Example «,, as well as the points
for which o = 1/2#, n/4" < ® < 2x; let i = 0, P = (0, 0). Con-
sequently, by (a), Vnon DI and V non D III.

To show that Inon DV and IIInon DV, and hence by (a)
that IInon DV, consider, with ¢ = 1,

Example «4: The set of points (z, y) of the cartesian plane
lying on circles whose respective diameters are the portions of
the x-axis from (1/n, 0) to 1/n + 1, 0) for all natural numbers n,
together with the origin.

Lemma B. In a semi-i-connected,*) compact metric space,

(a) I > II; IIT > II; I and III are independent,

(b) IV is independent of 1,11, 111 and V.

() I > V; V is independent of 11, I11 and 1V.

The proofs of (a) and (b) are as in Lemma A, (a) and (b)
respectively.

Proof of (c). That IV and V are independent is proved as in
Lemma A (c). That V non D II, and hence, by (a), Vnon DI and
V non D III, is shown as in Lemma A (c). To show that III non D V,
consider -

Example xq: The set of points (z, y, 2) in cartesian 3-space
whose z- and y-coordinates satisfy the equations of the circles
defined in Example «4 and such that 0 < z < 1; the set of points
for which z = 1 and whose projections on the zy-plane lie interior

4) A metric space M is called semi-i-connected if, given a point P
of M, there exists an £ > 0 such that all i-cycles of S(P, &) bound on M;
for a previous use of this notion, see my paper On locally connected spaces,
Duke Math. Journ. 1 (1935), 6§43—555 (to be referred to hereafter as L. C.)
If all -cycles bound on M, we call M simply ¢-connected. g
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to the circles of Example «;; and the set of peints (0, 0, z) such
that 0 <2< 1 with P = (0,0,0) and ¢ = 1.

Consequently, by (a), Il non D V. It remains to show that
IDOV.

Let M be a semi-i-connected space which satisfies I at a certain
point P, and consider an arbitrary ¢ > 0. Then there exist 6 and
such that any i-cycle of F(P, ) bounds on S(P, &) — S(P, 7).
Since M is semi-i-connected, we may assume 7 to be so small that
t-cycles of S(P, 5) bound on M.

Consider any cycle y* of S(P, ) — P. Select ¢’ so that || .
.8(P, ¢') = 0.5) Since I holds at P, there exist ¢’ and 7’ such that
any cycle I'* of F(P, ¢') bounds on S(P, ¢') — S(P, ’). Consider
any chain £i+1 — »i on M. By infinitesimal alterations of Ki+1and
harmonizing®) of chains, we can say that the portion of Ki+!
exterior to S(P, d) is a chain Fi+1 whose boundary is a cycle I'¥ of
F(P, d), and we let H'*1— I be a chain of S(P, &) — S(P. n).
Similarly, we may regard the portion of Ki+1 interior to S(P, ¢') as
a chain F,*+1 bounded by a I'*of F(P, '), and we let H,i+1— I'jibe
a chain of S(P, ¢') — S(P, %’). The chain Ki+1 — (Fi+1 4 Fi+1)
+ (H+!  H+1) » 3¢ lies in S(P, ¢) — P. Thus, any i-cycle of
S8(P.n) — P bounds on S(P, ¢) — P, and M satisfies V at P.

Lemma C. In a simply i-connected compact metric space,

(a) I>1II =1III > IV,

(b) I >V >1V; II and V are independent.

Proof of (a). By Lemma A, I DII and III D II. That I > II
is shown as in Lemma A. We can show that II D III as follows:
Consider any P and ¢ > 0. By II, there exist § and % such that any
cycle y* of F(P, §) bounds on M — S(P, 5). Consider a I'i of F(P,¢),
and let Ki+1 — I't be a chain of M. As in the proof that I DV in
Lemma B, we may consider the portion of Ki+1 interior to S(P, )
as a chain F*+1 bounded by a 9% of F(P, §). There exists an Hi+1 —
—y'on M — 8(P,n). Then Ki+1 — Fi+1 | Hi+1_5 4i ig a chain
of M — S(P, n).

We next show that III D IV. Consider any P and let y* be
a cycle of M — P. Select an ¢ > 0 such that |y¢|.8(P, &) = 0.
By III, there is a d > 0 such that any i-cycle of F(P, ¢) bounds on
M — 8(P, é). Let K#+1— ¢ be a chain of M. As in the preceding
paragraph, the chain Ki+1 may be converted into a chain of M —
— S(P, é).

That IV non D III is shown by the following example, with
¢ = 0. The set of points (x, y) of the cartesian plane (1) lying on the

5) By || we mean the closure of the set of all points on the

cycle yi.
¢) See L. C.
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curve y =sin 1/z;0 < z < 1/m;(2)allpointez =0, —1 < y< 1
(3) an arc joining (1/x, 0) 0) to (0, 1), but otherwise not contalmng any
points defined in (1) and (2). Let P be the point (0, — 1).

Proof of (b). That I > V follows as in Lemma, B. To show that
V DIV, consider any cycle y¢ of M — P, and let ¢ > 0 be such

that | y¢|.8(P, ¢) = 0. By V, there exists a 4 > 0 such that any
t-cycle of S(P, 8) — P bounds on S(P, ¢) — P. Consider any positive
number 5 < §, and let Ki+1 be a chain of M bounded by »*. If
| Ki+1| O P, the portion of Ki+1in S(P, ) is a chain Fi+1 bounded
by a cycle I'i of F(P, 7). Let H'+1 — I be a chain of S(P, &) — P.
Then Ki+1 — Fi+1 4 Hi+l 5 98 is on M — P. That IV non > v
follows from Example o«,.

That Vnon DIIT follows as in Lemma A (c), and that
IITI non D'V follows from example og.

Lemma D. In a compact J*,?) where ¢ < k,

(a) I > II; II1 > II; I and III are independent.
(b) IV > III; IV is independent of I and V.

(e) I=V.

Proof of (a). As in Lemma A (a).

Proof of (b). That IV is independent of V, as well as that
III non D IV is shown as in Lemma A (b). We have to show that
IV O III. Consider any P and ¢ > 0. Let 6 and 5 be arbitrary,
except that ¢ > 6 > # > 0. As our space is a J¥, there exist®)
cycles ytm, m =1,2,...,8, of F(P, ) which form a basis for
homologies in S(P, ¢) — S(P, n). As P is a non-i-cut-point, there
exist chains K,#+1— 9%, on M — P. Let ' > 0 be such that for
each m, | K,i+1|.8(P, 6') = 0. Let y* be a cycle of F(P, ¢). As P is
a non-i-cut-point, there is a Ki+1 - 9 on M — P. The portion of
Ki+1in S(P, 8) can be considered as a chain Fi+1 bounded by a I
of F(P, d). Since I' is related to the cycles y%, by a homology in
S(P, ) — 8(P, i), and the 9%,’s in turn bound exterior to S(P, ¢'),
the chain Ki+1 can be replaced by one not meeting S(P, ¢’).

Proof of (¢). By Lemma B (c), I D V. We have to show that
V D L. Consider any P and ¢ > 0, and take § < ¢ such that every
cycle of F(P, 6) bounds on S(P, e) — P. Let 5 be any positive num-
ber less than 6. Since our space is a J¥, there is a finite basis of
cycles 9%, of F(P,é) for homologies in S(P, &) — S(P, n) For
each m, there is a K,3*+1 — 9%, on S(P, ¢) — P. Let o’ be a positive
number such that | Ki+1 | . S(P,%') = 0 for each m. The remainder
of the proof should be obvious from the methods used above.

7) We use the symbol J* to denote a metric space that is locally
i-connected for ¢ =0, 1, ,k (See L. C.).
8) See Theorem 2 of L. C.
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Lemma E. In a simply i-connected compact J*,
I=V>II=II=1V.

Proof. By Lemma D (c), I = V. By Lemma C(a), IT = III.
By Lemma C (a), III DIV. and by Lemma D (b), IV DIII;
accordingly IIT = IV. That V D II follows from Lemma D (a), (c).
That IInon DV is shown by Example «,.

We now turn to the study of some of the relations of closed
point sets, that satisfy various avoidability conditions, to their
complements in euclidean spaces. In the theorems (this does not
include the lemmas) that follow we assume that the sets considered
lie in the euclidean n-space, E,, n = 2. (In case n = 2, and a cond-
ition is stated in a hypothesis for + = 0,1,...,n — 3, it is to be
understood that this condition is deleted.)

Theorem 1. In E,, let M be a closed point set and r a non-negative
integer such that the complementary domains of M have (1) diameters
that form a null sequence,®) (2) boundaries that are locally r-connected,
and (3) boundaries all but a finite number of which are simply r-con-
nected. Then M 1is locally r-connected.

Proof. Consider any point P of M and ¢ > 0. We may assume ¢
so small that any complementary domain of M that lies wholly in
S(P, ¢) has a simply r-connected boundary. As the diameters of the
complementary domains form a null sequence, there is an ¢’ < ¢
such that if a complementary domain meets both F(P,¢) and
F(P, ¢'), it has P on its boundary.

Denote the domains that meet both F(P,&¢) and F(P,¢')
by Dy, m = 1,2, ..., s. There exists, by (2), a § < &’ such that any
r-cycle of B, . S(P, ), where B, is the boundary of D, bounds
a chain of B, . S8(P, ¢).

Consider any cycle y* of M . S(P, é), and suppose it fails to
bound on M . S8(P, ¢). Then in the complement of the latter set
there exists a cycle I'"»——1 that is linked with y*. However, consider
any chain Kt+1— 97 in S(P, d). The intersections of K+1 and
I'—r—1must lie in a finite number of domains complementary to M.
These intersections may be removed as follows: The portion of
Kr+1in a domain D complementary to M is a chain Hr+1 bounded
by a cycle on the boundary B of D. If D is a D,, Hr+1 may be
replaced by a chain of By, . S(P, ¢). If D is not a Dy, then it must lie
wholly in S(P, ¢), is therefore a domain with simply 7-connected
boundary, and H7+1 may be replaced by a chain of this boundary.
The total effect of these replacements is the replacement of Kr+1
by a new chain L’+1— 3" in §(P, &) and not meeting I'"——1,

?) We call a sequence of numbers ¢, a null sequence if kl.i_,m g = 0. l
0
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contradicting the fact that 9" and I'*—"—1 are linked. Thus 9" must
bound on M . S(P, ¢) and M is locally r-connected.

Theorem 2. In E,, let M be a closed point set whose comple-
mentary domains have (1) diameters that form a null sequence, and
(2) boundaries that are g. c. (n—1)-m.’s1®) all but a finite number
of which are stmply i-connected for 1 =1,2,....,n— 2. Then M
is a J—2,

Since the g. c¢. (n — 1)-m.’s are locally t-connected for ¢ = 0,
1,...,n — 2, Theorem 2 follows from Theorem 1.

We digress at this point to prove some lemmas needed in the
sequel.

Lemma F. If M s both r-avoidable and completely r-avoidable
at P, then for any € > 0 there exists a 6 > 0 such that for any positive
number n < 0, there exists an ' < n such that if y* is any cycle on
F(P, ©), where 6= 0>, then y* bounds on M .[S(P,e) —
— S(P, 7')].1) » :

Proof. We first select -6 and # satisfying the definition of
complete r-avoidability, and let " be a positive number << 7 such
that any r-cycle of M . F(P, ) or M . F(P,n) bounds on M —
M .S(P, 7). Consider any number @ such that 6 > 0 > 4,
and let y* be a cycle of F(P, ®). Since M is r-avoidable at P,
y* bounds a chain K7+ on M — P. If this chain meets S(P, '), the
portion of it in S(P, ) is a chain H"+! bounded by a cycle Z* on
F(P,n), and we may replace H"+! by a chain L*+1 on M —
— M . 8(P, n’). Then the chain Fr+1 = Kr+1 — Hr+1 4 [r+1 5 or
liecson M — M . S(P, %'). If Fr+1meets F(P, ¢), the portion of it on
M — M . 8(P, d) is a chain A"+! bounded by a cycle 2" of F(P, )
which may be replaced by a chain hr+1 of M . [S(P, &) — S(P, 5)].
We then have Fr+1 —pr+1 pr+1 o on M . [S(P, e) — S(P, )]
We observe, finally, that any number 5 < §, greater than the 7%
obtained above from the definition of complete r-avoidability, may
be used with the same 7’ as determined above. Also, that if any 7
less than that used above is assigned, a new 7’ may be obtained and
the conclusion holds as before.

Lemma ¥'. If certain sets M,,, m =1,2,...,8, finite in
number, have a point P in common, and if for each m, M, i3 both
t-avoidable and completely r-avoidable at P, then for any € > 0 there
exists a 8 > 0 such that for any n < 0, there exists an n' < n such
that if y* s a cycle on My . F(P,0), (m=1,2,..., s), where
0= 6 =, then y" bounds on My . [S(P, &) —S(P,n')].

- 19) G. c. n-m. = generalized closed n-manifold as defined in G. C. M

11) Compare this lemma with Axiom HF of Cech, Annals of Math. 84
(1933), p. 667.
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Proof. We select 6, as provided relative to ¢ for each M,, by
Lemma F. Let 6 be a positive number less than the minimum 4,
and let # < 6 be arbitrary. For each m, by Lemma F, there exists
an n'm <7 as provided by Lemma F. Let #’ be the smallest #'m.
Now if 97 is a cycle of any M,, . F(P, ©) for 6 = @ = 7, then since
om>0202021m, ¥ bounds a chain on M, . [S(P, om)

— 8(P, 7' m)] and hence on My, . [S(P, ) — S(P, )]

- Lemma G. If M is completely r-avoidable at P, and for some
neighborhood U of P all r-cycles of U — P bound on M , then the
conclusion of Lemma F holds.

Proof. For ¢ > 0 arbitrary, subject to the condition that all
r-cycles of M . 8(P, ¢) — P bound on M, we determine 6 and 7 as
in the definition of complete r-avoidability. Obviously any smaller
number than 7 may be selected. We then determine 4, and 7, such
that any 9 on M . F(P, 6,) bounds on M . [S(P, 77)— (P 171)]
Let © be such that § > @ > 5. Then if 9" is on M . F(P, @),
bounds a chain K7+1on M. If Hr+1 meets S(P, 7,), the portion of 1t
in 8(P, 4,) is a chain H*+1 bounded by a cycle Z* of F(P, ¢,). This
may be replaced by a chain Lr+1 on M .[S(P, n) — S(P, n,)])-
Similarly a portion exterior to S(P, ¢) may be replaced by a chain
on M .[S(P,&)— S(P,n)]. We observe, finally, that n may be
replaced by any number greater than and less than 4, by retain-
ing 6, and %, as already determined above.

The following lemma now follows from Lemma G just.as
Lemma F’ follows from Lemma F:

Lemma G’. If certain sets My, finite in number, have a point
P in common, and +f for each m, M, is completely r-avoidable at P and
for some neighborhood U,, of P all r-cycles of U, — P bound on My,
then the conclusion of Lemma F' holds.

Theorem 3. Let M be a closed point set and r a mon-negative
wnteger < m — 2 such that the complementary domains of M have
(1) diameters that form a null sequence, (2) boundaries that satisfy at
all points the hypothests of either Lemma F or Lemma G, and (3) bound-
aries all but a finite number of which are simply r-connected. Then M
18 completely r-avoidable at all its poinits.

Proof. We proceed as in the first paragraph of the proof of
Theorem 1, and define the domains D,, (with boundaries By) as
in the second paragraph of that proof By Lemma F’ or Lemma G’,
there exist 4 and % such that ¢ > & > 7 > 0 and such that any
r-cycle of By, . F(P, §) bounds on By, . [S(P, &) — S(P, n)]. Of the,
domains complementary to M that do not meet F(P,s) but do
meet F(P, §), only a finite number have P on their boundaries,
and there exists an 7’ such that 5 > »’ > 0 and such that of these
domains only the. latter have points in S(P, n). Denote those
domains that meet F(P, §), have P on their boundaries, and do not
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meet S(P,¢), by Gi, k= 1,2,...,t Then thpr‘e exist 6, and %,
such that %’ > 8, > #, > 0, and such that any r-cycle of Fj,
boundary of Gg, on F(P, é;) bounds on Fy. [S(P, n') — S(P, ny)]-

The numbers ¢, 8 and %, satisfy the complete avoidability
definition. For consider a cycle " on M . F(P, d). As r < n— 2,
there exists on F(P, §) a chain Kr+1— yr.. Suppose 3" does not

bound on H = M . [S(P, ¢) — S(P, n,)]- Then there exists a cycle
I'—r—1of E, — H that is linked with 97. The intersections of I'*—"—1
and K7+1 lie in a finite number of the complementary domains
of M, and these intersections may be removed as follows: If D is
a domain containing such an intersection, then the portion of K7+1
in D is a chain H"+1 bounded by a cycle Z7 on the boundary B of D.
Now if D is a D,,, H*+! may be replaced by a chain Hr+1 — Zf on
By, . [S(P, ) — 8(P, )] C H. If D is not a D,, and does not have P
on its boundary, then its boundary B is simply r-connected and lies
in H, and hence the chain Hr+! may be chosen on B C H. The
only remaining possibility is for D to be a domain G%. In this case
we first let L7+1 be any chain of F; bounded by Zr. If Lr+1 lies on H,
we denote it by H7+1; otherwise, the portion of it in S(P, #,) is
a chain N7+1 bounded by a cycle zr on F(P, ,). But as we have
chosen 4, and #,, there is a chain A"*+1 2" on Fi.[(S(P, ') —
— 8(P,p)]C H, and we let Hr+l= Lr+1— Nr+1 4 pr+1  The
chain K7+1 — YHr+1 4 YHr+1 5 o does not meet I'"—"—1, contrad-
icting the fact that y* and I"*—"—1 are linked.

For the proof of the next theorem we need the following lemma:

Lemma H. If certain sets M, finite in number, have a point P
tn common, and if for each m, M,, is locally r-avoidable at P and for
some neighborhood U, of P all r-cycles of My, .Uy — P bound
on Moy, then for any € > 0 there exist 6 and n such that if y* is a cycle
of My . F(P, 8), then y" bounds on M, — M,, . S(P, n).

Proof. Let & be small enough that all r-cycles of any
M,, . S(P, ¢)— P bound on M,,. Since each M,, is r-avoidable at P,
there exist, for each m, positive numbers é8,, and ,, such that any »*
of M,, . F(P, 6,) bounds on M,, — M,, . S(P, nm). Let 6 be such
that ¢ > 6 > 0, for all m, and % such that %, > n > 0 for all m.
If yr is a cycle of M,,. F(P, d), it bounds a chain Kr+! on M,,;

if this chain meets S(P, %), the portion of it in S(P, 5,) (and hence
the portion in S(P, 7)) may be removed by methods similar to
those used in proofs above.

Theorem 4. Let M be a closed point set and r a non-negative
integer << n such that the complementary domains of M have (1) diame- -
ters that form a null sequence, (2) boundaries all but a finite number
of which are-simply r-connected, and (3) boundaries which at each
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point P satisfy the conditions placed on M, in Lemma H. Then M
18 r-avoidable at all its points.

The proof of Theorem 4 employs methods similar to those
used in the proof of Theorem 3. We use Lemma H to provide 6
and % such that any r-cycle of B, . F(P, §) bounds on B,, . [E, —
— 8(P, )], and é; and #», such that any r-cycle of F,, . F(P, 4,)
bounds on Fy, . [E, — S(P, n,)].

- Theorem 5. Let M be a compact connected J"—2. Then the dia-
meters of the complementary domains of M form a null sequence.'?)

Proof. Suppose M has infinitely many complementary domains
of diameter greater than some ¢ > 0. Then there exists a point P
of E, and positive numbers é and #, where § > 7, such that infin-
itely many complementary domains of M, say Dy, D,, .. ., Dy, . .
contain points of both F(P, ) and F(P, 7).

We may show that the set M' = E,,—ZD,,,, is a locally

m=1
compact J*—2, by methods used in the first part of the proof of
Theorem 7 of L. C:
In each D, there is an arc %y, such that z,, and y,, are points
of F(P,d) and F(P,n), respectively, and Zpyym — Tm — ym C

C S(P,8) —S(P,n). Let @ be such that 6 > 6@ >, and let
8y, 8y, .. ., Sm, : . . be a sequence of subdivisions of F(P, @) whose
meshes form a null sequence. For a fixed integer A, only a finite
number of the sets D,, can contain vertices of S, and consequently
there exists for each & a domain D, that contains no vertex of Sj.
Now by methods similar to those used in paragraphs seven to
eleven of the proof of Theorem 7 of L. C., we can show the existence,
for h great enough, of a cycle I'y»—! which fails to meet the arc x,m)
Ymy, and yet which approximates S, as closely as we please (de-
pendent on A). Since for 4 great enough such a cycle must meet the
arc Ty Ymm), & contradiction results.
Theorem 6. Let M be a compact connected J"—2. Then all but
a finite number of the complementary domains of M are simply
i-connected for 1 =1,2,...,n—2.
Proof. As M is compact, there exists an & > 0 such that all
. 3-cycles of diameter < ¢ bound on M. If the complementary domains
of M are infinite in number, then by Theorem 5 all but a finite
number of them are of diameter less than ¢, and we assert that those
domains whose diameters are less than e are simply i-connected.
For if D is such a domain, and 9% is a cycle of D which fails to
bound in B, then y* is linked with a cycle I"—+1 of the boundary

L}

1%) For the plane, this result was proved by Schoenflies. See Schoen-
flies, A., Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten,
Ergédnzungsband, Jahresb. d. Deut. Math.-Ver., Leipzig, 1908, p. 237.
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of D. But I'"—*—1 js of diameter less than ¢ and must therefore
bound on M, hence bound a chain which fails to meet .

~We now state one of our principal theorems, the motive for
which will be found in Principal Theorem D of G. C. M.

" Principal Theorem A. In order that a compact continuum M
should have only complementary domains (1) whose boundaries are
g. ¢. (n — 1)-m’s all but a finite number of which are simply i-connected
fori=1,2 ..., n—2 and (2) whose diameters form a null sequence,
1t 18 mecessary and sufficient that M be a J"—2 which is completely
1-avotdable for 1 = 0,1,...,n—3, and locally (n — 2)-avoidable.

The necessity follows from the properties of g. c. (n — 1)-m.’s
and Theorems 2—6 above, and the sufficiency follows from Prin-
cipal Theorem D of G. C. M.

As an important corollary of this theorem we have:

Corollary. Among the dompact comnected J"—2's, those which
have g. c. (n— 1)-m.’s as boundaries of all their complementary
domains are charac’erized by the fact that they are completely i-avoid-
able for i = 0,1, ..., n— 3 and locally (n — 2)-avoidable.

It should be noted here that by Lemma D, Principal Theorem A
and its Corollary remain true if the condition that the set be completely
1-avoidable is replaced by the condition that all its points be local-non-
1-cut-points — a matter not without interest in view of the fact that
(by Lemma A) these two conditions are in general independent.

Theorem 7. Let M be a closed point set whose complementary
domains have diameters that form a null sequence and whose bound-
aries are all simply i-conmected (1 =0,1,...,n—2) g. ¢. (n—

— 1)-m.’s. Then all points of M are non-i-cut-points, i-avoidable and

locally 1-avoidable.

Proof. By Theorem 1, M is a J*—2. That M is simply ¢-connected
follows from the duality.theorem for closed sets. Hence by the Cor-
ollary above, M is completely i-avoidable for s =0,1,...,n —3
-and locally (n — 2)-avoidable. By Lemma E, M has only non-i-cut-
points, and its points are also i-avoidable and locally z-avoidable.

Theorem 8. Let M be a compact continuum and D a domain
complementary to M such that (1) D is u. 1. i-¢.13) fori = 0,1, .. ., k,
where k < n— 3; (2) small i-cycles bound in D for k <i < n—2,
and (3) M is locally i-avoidable for i = 0,1, ..., mn —k — 3. Then
the boundary of D is a g. c. (n — 1)-m.

Proof. We show that D is u. 1. 4-c. for £ < ¢+ < n — 2. Suppose
D not u. 1. ¢-c. Then there exist a point P of M and an & > 0 such
that for every # > 0 there exists in D . 8(P, 7) a cycle 7% which
fails to bound in D . 8(P, ¢). By condition (3) there exist 6 and %
such that any j-cycle, y?, where j =n—1¢—2, of M .F(P, d)

13) U. L. %-c. = uniformly locally ¢-connected (defined in G. C. M.).
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bounds on M — M . S(P, n). We may take 5 so small that it not
only satisfies this condition, but also the condition (2) that ¢-cycles
of diameter < # bound in D.

Consider a cycle 7. It bounds a chain Ki+1 of D which a forti-
ori lies in By — M . S(P, é). Any chain Li+! bounded by 7y* in
S(P, n) also lies in E, — [F(P,¢) + M — M . S(P, 8)]. The cycle
Ki+1 — Li+1 must fail to link M . F(P, §), since j-cycles on the
latter set bound on M — M . S(P, n) and cannot meet the chain
Ki+1 — Li+1, Thus by the Alexander Addition Theorem 7y bounds
in D.S(P,¢), D is u. L. i-c., and the boundary of Dis ag. c.
(» — 1)-m. by Principal Theorem C of G. C. M.

_ The proof of the following theorem is similar to the proof just
given: A

Theorem 8a. Let M be a compact continuum and D a domain
complementary to M such that (1) small i-cycles of D bound in D for
t=12,...,n—2, and (2) M is locally i-avoidable for i =0,
1,...,n— 2. Then the boundary of D is a g. c. (n — 1)-m.

The following corollaries are of interest.

Corollary. In the plane, if M is a continuum all of whose points
are locally O-avoidable, then the boundaries of the complementary
domains of M are simple closed curves.

Corollary. In 3-space, if M is a continuum all of whose points
are locally 0- and 1-avoidable, and D is a complementary domain of M
whose small 1-cycles bound in D, then the boundary of D is a closed
2-dimensional manifold.

Theorem 9. In order that the boundary, B, of a bounded, simply
(n — 1)-connected domain D should be a g. c. (n — 1)-m., it is ne-
cessary and sufficient that (1) the small i-cycles of D bound in D for
z;——— 1,2,...,n—2 and that (2) B be locally i-avoidable for ©+ = 0,

sr e —2, '

Proof. The necessity follows from the properties of a g. c.
(n — 1)-m. and Lemma A (I > II); the sufficiency from Theorem 8a.

As a Corollary of Theorems 6 and 8a we have: ‘

Theorem 10. If a compact continuum M is a J*—2 and locally
i-avoidable for 1+ = 0,1, ..., n— 2, then all but a finite number of
the complementary domains of M are bounded by simply i-connected
g. c. (n— 1)-m.’s. '

Theorem 11. In order that a simply i-connected (¢t = 0,1, .. .,
n — 2) compact closed set should have only simply i-connected g. c.
(n — 1)-m.’s ws boundaries of its complementary domains, it 18
sufficient that M should be locally i-avoidable.

Proof. Being simply 0-connected, M is a continuum. Condition
(1) of Theorem 8a holds for any complementary domain of M, since

M is simply ¢-connected for ¢ = 1, 2, . . ., n — 2, and condition (2)
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5 ¢
of Theorem 8a is part of our hypothesis. Consequently-the bound-
aries of the domains complementary to M are g. c. (n — 1)-m.’s.

Let D be a domain complementary to M, and B its boundary.
By Principal Theorem A of G. C. M., E, — B is the sum of two
domains D; and D, of which B is the common boundary. As
DCE,—MCE,—B, we know that D C D, + D,, and hence
D C D,, say. Then D = D, and D, D M — B. Suppose p*B) > 0,
where 1 <1< n—2. Then p»——1E, — B) > 0. It readily
follows from the duality in Theorem 5 of G..C. M. that p*——YD) >
> 0, hence by the duality for closed sets that pi(M) > 0, which is
contrary to hypothesis.

Corollary. In Ej, if M is a simply 1- connected continuum whwh
18 locally v-avoidable for © = 0, 1, then the complementary domains
of M all have 2-spheres as boundaries.

Prmmpa.l Theorem B. In order that a simply i-connected (3 = 0,
1, ....n— 2) compact J*—2 should have only simply i-connected g. c.
(n — l) m.’s as boundaries of its complementary domains, it vs mecess-
ary and sufficient that it have only non-i-cut-points.

Proof. The necessity follows from Theorems 7 and 5. As for
the sufficiency: By Lemma D, M is locally i-avoidable at all points,
and consequently by Theorem 11 the boundaries of the comple-
mentary domains of M are all g. c. (n — 1)-m.’s.

We conclude with a theorem concerning the common boundary
of two domains:

Theorem 12. Let M be a compact, common boundary of two

domains D, and D, such that (1) Dy is u. L. i-c. for 1 = 0, 1,
e (k= 1. 2), where ny, + ny, < n— 3; (2) small i-cycles of D, bound
m D, for i=mn+ 1,0 + 2,.. .,n—nz——2 (3) M s locally
1-avoidable for t =my + 1,y + 2, ..., —mn;, — 3. Then M is a g.
c. (n— 1)-m.

Proof. We _first show that D, is u. 1. i-c. for any 4 such that
n -+ 1< 3 < n—mny— 3. If for some such ¢, D, is not u. L. i-c.,
there exist a point P of M and ¢ > 0 such that for any 7 > 0 there
is a cycle ¢ of D,.S(P, ) that fails to bound in D, . S(P, ¢).
However, let § and 7 be selected so as to satisfy the local (n—1i — 2)-
avoidability definition at P, as well as so that i-cycles of D, .
. 8(P, 1) bound in D;. By using the argument of the second parag-
raph of the proof of Theorem 8, we may now show that any 7yt
bounds in D, . S(P, &), thus obtaining a contradiction.

We conclude, then, that D1 isu. l. ¢-c. fors =0,1,...,n —
— m, — 3, and since D, isu. Ll s-c. fort =0,1,...,n it follows?*)
thathsag ¢. (n—1)-m. ;

14) By Theorem 2 of my paper A characterization of manifold bound-
aries . .., Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936), pp. 436—441.
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MnoZiny, na nichZ se lze vyhnouti danému bodu.
(Obsah piedeslého ¢lanku.)

‘Je-li P bod topologického prostoru M, je-li I" cyklus, jehoZ
nosié¢ neobsahuje bod P a je-li I'~ 0 v prostoru M, pak jedna
z vygetfovanych vlastnosti je, Ze I" musi byti ~ 0 v prostoru
M — P. Dalsi vlastnosti (celkem je jich pét) vzniknou rozmani-
tymi lokalisacemi. N&které z téchto vlastnosti se jiz difve vyskytly
(u autora i u jinych matematika) pii axiomatické definici variety
pomoci homologie. V prvé &asti élanku se studuji vzajemné vztahy
péti vyletfovanych vlastnosti. Ve druhé &asti jsou mimo jiné
odvozeny podminky, které sta¢i piedpokladati o uzaviené mnoziné
M vnofené do euklidovského E,, aby hranice kazdé komplemen-
tarn{ oblasti byla (rn—1)-rozmérnou varietou.
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Eine mit dem vollstiindigen Vierseit zusammen-
hiéingende Schlielungsaufgabe.

K. Mack, Praha.
(Eingegangen am 13. Méarz 1937.)

1. Vier beliebige Geraden abcd, von denen keine drei durch
einen Punkt*) gehen (,,vollstindiges Vierseit”) schneiden sich
bekanntlich in 6 Punkten, die zu je dreien auf je einer der gegebenen
Geraden liegen. Es gibt 4 solcher Punkte-Tripel, von denen je 2
einen gemeinsamen Punkt haben. Zu jedem dieser 6 Schnitt-
punkte gibt es stets einen und nur einen Punkt, der mit ihm nicht
auf derselben Geraden liegt. Wir nennen sie ,,Gegenpunkte im
Vierseit”. Die 6 Schnittpunkte werden also von 3 Paar Gegen-
punkten im Vierseit gebildet. Zwei Punkte, von denen nicht der eine
Gegenpunkt des andern ist, sollen ,,Nachbarpunkte* genannt wer-
den. Nach dieser Festsetzung hat also jeder Punkt 4 Nachbar-
punkte.

2. Definition. Wihlt man einen Punkt P in der Ebene des
»,vollstindigen Vierseits‘‘, welcher nicht auf einer der gegebenen
Geraden des Vierseits liegt, und verbindet man P mit den 6 Schnitt-
punkten des vollstandigen Vierseits, so sollen diese 6 Strahlen der
»»5chein des Vierseits aus P genannt werden. Je 3 Strahlen,
welche die' Punkte eines Tripels (siehe 1.) mit P verbinden, sollen
ein ,,Drilling*, je 2 Strahlen, die Gegenpunkte im Vierseit verbin-
den, ein ,,Zwilling* genannt werden. Je 2 Strahlen, die nicht einem
»,Zwilling** angehoren, bestimmen einen Drilling, der diese beiden
Strahlen enthalt. ' :

3. Eigenschaften des Scheins eines Vierseits. ,, Es gibt unend-
lich viele Parallelogramme, deren Paare gegeniiberliegender Eck-

unkte je auf den Strahlen zweier Zwillinge liegen, wobei die
arallelogrammseiten zu den Strahlen des dritten Zwillings (Rich-"
tungszwiﬁing) parallel sind.* ' »

Ein solches Parallelogramm ist durch einen Punkt auf einem
beliebigen Strahl’ und einen Zwilling (der diesen Strahl nicht .

*) Auch.e,in uneigentlicher Punkt soll darunter vers_tanden_ werden.
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enthalten darf), dessen Strahlen die Richtung der Parallelogramm-
seiten angeben, bestimmt. Parallelogramme mit parallelen Seiten
sind dhnlich und liegen zentrisch mit dem Zentrum P.

4. Beweis: Man faBt die vier gegebenen Geraden als Spuren
von vier Ebenen auf, welche durch einen gemeinsamen Punkt §
im Raum gehen, von dem P die Parallelprojektion auf die Zeichen-
ebene in der Richtung (8P) ist. Die vier Ebenen begrenzen also

Fig. 1.

eine vierseitige Pyramide mit der Spitze §. Dann sind irgend zwei
Zwillinge — etwa die Strahlenpaare von P nach den Schnitten
[a.b] [c.d] bzw. [b. c] [d . a] — die Parallelprojektion von gegen-
iiberliegenden Kanten dieser Pyramide, wahrend der dritte Zwilli

nach den Schnittpunkten [a.c] [b.d] die Parallelprojektion der
‘Schnittlinie zweier gegeniiberliegenden Pyramidenflichen darstellt.
Schneidet man die Pyramide mit einer Ebene, welche sowohl zu
der Schnittlinie von S nach [a. c] als auch von S nach [b . d] parallel
- ist, dann werden gegeniiberliegende Flichen in parallelen Geraden
zu diesen Linien geschnitten, die Ebene schneidet also aus der
Pyramide ein Parallelogramm aus, dessen Bild die in 3. gemachte
Aussage erfiillt. (Fig. 1.) Ein solches Parallelogramm ist durch
den Richtungszwilling und einen Eckpunkt bestimmt. Da zwei
- beliebige Zwillinge als Bilder von Gegenkanten einer Pyramide

- 200



aufgefaBBt werden konnen, so ergibt sich, daB es drei Gattungen
von Parallelogrammen gibt, deren Seiten jeweils zu dem Strahlen-
paar eines Zwillings parallél sind. (Fig. 2.)

5. Projektive Verallgemeinerung. Denkt man sich die
Seiten eines solchen Parallelogrammes unbegrenzt verlingert, so
ist es nichts anderes als ein vollstindiges Vierseit. das die Schnitt-
punkte der Strahlen eines Zwillings mit der unendlich fernen
Geraden als gegeniiberliegende Punkte besitzt. Ersetzt man in

Fig. 2.

diesem Zusammenhange die unendlich ferne Gerade durch eine
beliebige Gerade v so treten anstelle der angegebenen Parallelo-
(gimmme Vierseite, deren Paare gegeniiberliegender Punkte auf
en Strahlenpaaren der ,,Zwillinge** liegen.

Beweis: Man transformiere durch eine solche kollineare
Abbildung das gegebene Vierseit und die Gerade v, daB v im trans-
formierten System zur unendlich fernen Geraden wird. Im trans-
formierten System gibt es nach Satz 3. Parallelogramme, denen
im Originalsystem Vierseite entsprechen, von denen drei Paare
gegeniiberliegender Eckpunkte bzw. auf den Strahlenpaaren der
drei Zwillinge liegen. Ein solches Vierseit ist bestimmt durch ein
Paar auf den beiden Strahlen eines Zwillings angenommener
Gegenpunkte und durch einen Eckpunkt auf einem weiteren
Strahl. Da die Wahl dieser drei Punkte beliebig auf je einen Strahl

Casopls pro ﬁ!ltov‘nt matematiky a fysiky, 14 : . 201
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des Scheines erfolgen kann, ergeben sich co? Vierseite, von denen je-
der Eckpunkt in je einem Strahl des Scheines liegt.

6. Es gibt co? vollstandige Vierseite, von denen je ein Eck-
punkt so auf je einem der 6 Strahlen des Scheines liegt, dal gegen-
iiberliegende Eckpunkte stets auf Strahlen eines Zwillings liegen.

Den in 3. und 6. ausgesprochenen Lehrsidtzen kann offenbar .
eine kinematische Deutung gegeben werden.

*
0 konfiguraei rovnob&Znikd pii plném é&tyFstranu.
(Obsah prede&lého &ldnku.)

V uplném d&tyistranu vytvoreném étyimi piimkami a, b, ¢, d
ms kazdy ze Sesti rohd pravé jeden t. zv. protéjsi roh; na pi.
[ac], [bd] jsou dva protéjsi rohy. Necht P znaéi hbovolny bod ro-
viny, rizny od kaZzdého rohu é&tyistranu; dvojice paprskt spojuji-
cich bod P se dvéma prot&j§imi rohy jest t. zv. sdruZend dgojice
paprski (Zwilling). V predchézejicim &linku jest dokézina tato
véta:

Jsou tfi fady o nekonedném podtu rovnobéinikiu takové, Ze
pary protéjsich vrcholi rovnobé&iniki kazdé Fady leZi na obou
paprscich jedné sdruZené dvojice a strany téch rovnobézniki jsou
rovnobéiné s paprsky tieti sdruzené dvojice.

Prii dikazu povaZujeme &tyii (frimky aplného ¢Etyrstranu za
stopy &tyr rovin prochézejicich bodem § v prostoru, ktery v né-
jakém rovnob&Ziném promfitini ma obraz P. Necht «, §, y, 6 znadi
tyto &tyfi roviny. Prisedny rovnobé&infk téch rovin s rovinou
rovnobéinou 8 ob&ma pifmkami [«y] a [#d] vede na rovnobéinik
jedné Fady s popsanymi vlastnostmi. Vyménou «, g, y, 6 obdrzime
dalsf ¥ady. — Hofejsf véta se dd projektivné zobecniti tak, Ze se
misto piimky v nekonednu uvazuje néjaké piimka v konednu.
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Nékolik konstrukci kvadratické nadplochy
StyFrozmérného prostoru ze 14 bodii.
Jan Srb, Olomouc. '
(Doslo dne 25. kvétna 1936.)

Kvadratickd nadplocha &tyfrozmérného prostoru je urdena
14 body takovymi, Ze Zidnych 5 nelezi v téze trojrozmérné nad-
roviné. Abychom dovedli sestrojit fez nadplochy libovolnym
prostorem, staéi, dovedeme-li sestrojit bud druhy prisedik libo-
volné primky, vedené nékterym z danych, s nadplochou, nebo .
sestrojit poldrnost, v nf# je hledand nadplocha incidenéni, nebo
sestrojit tfi pevné fezy v riznych nadrovinich. Prvy piipad je
zfejmé mozno prevést na piipad tietf. V druhém p¥ipadd je fez
nadplochy prostorem niz§im incidenéni varieta polarnosti induko-
vané v tomto prostoru danou poldrnosti. V piipads tietim jsou
fezy tfi kvadratické plochy, lezici v riiznych nadrovinach, protina-
jici se po dvou ve tiech kuZelosetkéch (jsou-li nadroviny nezévislé),
nebo protinajici se v jedné kuzeloseéce. Rez libovolnou nadrovinou
je urden tremi kuZelosetkami, leZicimi v réznych rovinach, proti-
najfcimi se bud po dvou ve dvou bodech, nebo protinajicimi se
ve dvou bodech tak, e tedny ve spoleéném bodé& le?{ v téZe rovins.
1. Druhy priseéik ptimky p, jdoucf jednim z danych boda A4,
s nadplochou je moZno sestrojit tak, e k libovolnému bodu P
pimky p sestrojime poldrnou nadrovinu, ktera protne p v bods P’.
Pak bod B takovy, Ze (P, P', A, B) = — 1, je hledany prisedfk.
Polédrnou nadrovinu bodu vzhledem ke kvadratické nadplode se-
strojime pomoci véty: ‘ :
Poldrné nadroviny bodu vzhledem ke v¥em nadplochdm trojmocné
linedrni soustavy kvadratickych nadploch prochdzeji jednim bodem.
Budte 1V,% 2V,? 2V g2, 4V,2 &tyii linedrnd nezévislé (t. j. ne-
obsaZené v téze linearni dvojmocné soustavé) kvadratické. nad-
plochy &tyirozmérného prostoru. Polérné nadroviny bodu P
vzhledem k témto &tyfem nadplochdm jsou pak také linedrnd
hezévislé a protinaji se v bodé Q. ProtoZe polirné nadroviny
. bodu P k nadplocham Vg a 2V? prochazeji bodem @, prochézi
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jim i base svazku polérnych nadrovin, p¥idruzenych bodu P vzhle-
dem ke viem nadplocham svazku (1V 42, 2V,?), tedy kazdd polarns
nadrovina bodu P, pfidruZena libovolné nadplose svazku (1V 42, 2V ,2).
Poldrnd nadrovina bodu P k nadploe 3V,% prochazi bodem @,
pak z téhoZz divodu jako nahofe prochazi timto bodem poldrna
nadrovina bodu P vzhledem ke kaZdé nadplofe svazku uréeného
nadplochou 3¥ 42 a libovolnou nadplochou svazku (1V,2, 2V,2), t. j.
ke kazdé nadplofe dvojmocné linedrni soustavy (1V,2, 2V 42, 3V,2).
A: stejné, protoZze polarnd nadrovina bodu P vzhledem k nad-
ploSe 4V4? prochaz{ bodem @, prochédzi jim i poldrnd nadrovina
vzhledem ke kaidé nadploSe svazku urdeného 4V4? a libovolnou
nadplochou soustavy (1Vg, 2V,2 3V,2), t. j. vzhledem ke kazdé
nadploSe trojmocné linedrni soustavy (1Vg2, 2V,2 3V,2 4V,2).

Podle jisté obecné véty?) tvoif viechny kvadratické nadplochy,
prochazejici 11 pevnymi body &tyitozmérného prostoru, lineirni
trojmocny systém, protoZe tfemi obecnymi body je uréena jedini
nadplocha systému. Rozdélime-li tedy 14 bodi ve &tyfi skupiny
po 11 bodech tak, aby kazdé dvé skupiny obsahovaly alespon jeden
bod rizny, a sestrojime-li body @, . . ., Q,, piisluiné témuz bodu P
ve Styfech trojmocnych soustavach kvadratickych nadploch urde-
nych témito skupinami, bude kaZdé nadrovina, prochazejici body
@y, . - ., @, polirnou nadrovinou bodu P vzhledem ke kvadratické
nadploSe prochézejicf 14 body. Urduje-li 14 bodi jedinou kvadra-
tickou nadplochu, jsou body @,, . . ., @, nezavislé a uréuji poldrnou
nadrovinu bodu P. Je tedy na&f Glohou prolozit 11 body 4 line4rn&
nezavislé kvadratické nadplochy.

V étyfrozmérném prostoru R, bud déano 11 bodu takovych, ze
24dnych 5 neleif v téie trojrozmérné nadroving. Body rozdélme
libovoln¢ ve dvé skupiny: 4,, 4,, ..., 4, By, ..., Be. 7 body
A,, ..., 4, je urdena normalni k¥ivka C* ¢tyirozmérného prostoru
R,, kterou prochazi pétimocny linedrni systém kvadratickych nad-
ploch.?) Nadplochy tohoto systému, které prochizeji 4 body
B,, ..., By, tvoif tedy svazek @, protoze kaZd4 je urlena jedinym
obecnym bodem. Base svazku @ je bikvadratickd plocha V8
prostoru R,, kterou obecnd nadrovina protind v bikvadratické
kfivee druhu prvého, t. j. v basi svazku kvadratickych ploch,
v némZ nadrovine protind svazek @. Bikvadratickd kfivka K4,
v nf% ¥V, protind nadrovinu Ry urdenou body Bj, ..., B, je déna
témito 4 body a 4 daldimi, ve kterych R; protind norméln{
kfivku C4. Tyto prisedfky sestrojime jako samodruiné body koli-
neace, ve které protnou R, dva kolinearné trojmocné trsy piimek,
urdené libovolnymi dvéma z bodd 4, ..., 4,, na pf. 4,, 4, jako
" 1) Bertini-Duschek, Einfihrung in die proj. Geometrie mehrdim,
Rdaume — 1924, str. 180. - - . ‘ '

%) Bertini-Duschek, str. 328, - ’
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vrcholy a ostatnimi péti A, ..., 4, jako prusesiky sdruZenych
piimek. Bikvadratickd kiivka, ve které V,* protind obecnou nad-
rovinu, je nynf uréena 4 prise¢iky této nadroviny s C¢ a 4 body,
ve kterych protfnd K* rovina spolené této nadroving a R,. Nad-
plochu svazku @, prochazejici obecnym bodem, uréime bud tak,
ze bodem proloZime tii libovolné nadroviny. V ka#dé je urden Yez
nadplochy bikvadratickou kfivkou ve které protne V, a danym
bodem. Nebo bodem prolozime jednu nadrovinu a sestrojime kva-
dratickou plochu V,?, uréenou timto bodem a bikvadratickou
kiivkou, ve které nadrovina protne V,% Rez nadplochy obecnou
nadrovinou je pak urden kuzelosetkou, ve které nadrovina protne
V,? a ¢tyfmi nezavislymi body, ve kterych protne normélni k¥iv-
ku C*. Podle fe¢eného provedeme tedy konstrukei takto: Bodem P,
jehoZz polérnou nadrovinu chceme uréit, prolozime dvé rtzné troj-
rozmérné nadroviny 1Ry, 2R;, nezavislymi body B,, ..., B, nad-
rovinu R;. Z bodd na pf. 4, 4, promitneme 5 bodd A4, ..., 4,
do téchto tif nadrovin. Tim ziskame v kaZdé nadroving 5 dvojic
bodd, jez urduji kolineaci t&hto nadrovin tak, %e jsou v kazdé
nadroviné sdruZeny priméty téhoz bodu a priméty ze stejného
bodu patii téZe soustavé. Sestrojime samodruZné body téchto
kolineaci v 1Ry: 10, . . ., 10y; v 2Ry: 20y, .. ., 2C; v Ry: O, . . ., C,.
Body By, ..., By, C,, ..., C, urlens bikvadraticka kiivka prvého
druhu K* protne 'R, ve &tyfech bodech (v roving spole¢né nad-
rovindm Ry a 1R;) 1Dy, ..., 1D,; 2Ry v 2D, . . ., 2D,. Sestrojime-li
poliry py, p, (t. j. osy svazkd poldrnych rovin) bodu P vzhledem
k bikvadratické kiivece 1K*, uréené v R, 8 body 1Cj, ..., 1C,,
1D,, . .., 1D4 a K4 urbené v 2R, 8 body 2C,, . . ., 2C,, 2D,, . . ., ®D,,
uréuji obé pfimky rovinu « (obé se totiz protnou v pélu bodu P
vzhledem ke svazku kuZelosetek, v ném spolednou rovinu obou
nadrovin protne svazek @), jeZ je basf svazku:polarnych nadrovin
bodu P vzhledem k nadplocham svazku kvadratickych nadploch,
prochézejicich 11 danymi body.

- Stejné prolozime na pf. body A4, . . ., A,, B,, . . ., B, racionalni
normalni kfivku 1C%, body A4, ..., A4, nadrovinu R’;. Bikvadra-
tickd kfivka 1K4 prostoru R's, uréend body 4,, ..., A,a D'y, . . ., D,
v nichZz R’; protne 104, urduje s 1C* svazek kvadratickych nad-
ploch @,, prochézejici 11 body 4,, ..., 4,, B,, .. ., B,. Nadroviny
Ry a R’; se protnou v roviné f. Kazds z kiivek K4 1K* protne B
v bodové &tvefing. Body B, ..., B, a body, ve kterych, protne 8
kiivku 1K* prochdzi bikvadraticka kiivka K’4, ve které base
svazku @, protne R;. Jenom v pipad¢, kdyby splynuly 3 body
jedné &tvefiny v # s ttemi body druhé; prochézela by obéma
kfivkami K4, K'4 kvadratickd plocha prostoru Ry, kters by s-ob&ma
kiivkami C* a 1C* urdovala tutér kvadratickou nadplochu.. Pak
by oba svazky &, ®,, majice jednu spole¢nou nadplochu, nélezely
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dvojmocné soustavé nadploch a bylo by nutno zdménou bodi
v obou skupinach uréit jesté jeden svazek nadploch. Obecné viak
zédné body v roviné g nesplynou, t. j. svazky @, @, nenalezeji
té%e dvojmocné soustavé, poldrnd rovina «; bodu P vzhledem
k svazku @, mé obecnou polohu k roviné « a protind ji v hledaném
bodé Q.

2. ProtoZe dovedeme sestrojit polarnou nadrovinu libovolného
bodu ke kvadratické nadplose jdouci danymi 14 body, je tim
stanovena polarnost, v niz je tato plocha incidenéni. Vyhodné
stanoveni incidenéni nadplochy obdrzime, sestrojime-li znimym
zpuisobem jeji autopoldarni normdiln{ jehlan. Pak je totiz kazdy
Tez niz8im prostorem, proloZzenym nékterym z danych bodd,
stanoven autopolarnim normélnim jehlanem, ve kterém tento
prostor protind jehlan nadplochy, a danym bodem.

-3. Konstrukei vyloZenou v 1. mizZeme ponékud zjednodusit. -
12 body &étyirozmérného prostoru takovymi, Ze zadnych pét nelezi
v nadroving, je uréen dvojmocny linearni systém kvadratickych
nadploch, protoZe dvéma obecnymi body prochéz{ jedind nadplocha
systému. Jako v 1. pak dokazZeme: poldrné nadroviny bodu vzhledem
ke v¥em kvadratickym nadplochdm dvojmocného linedrniho systému
prochdzeji pevnow primkou. Polérné nadroviny bodu P vzhledem
ke tfem linedrné nezavislym kvadratickym nadplocham &tyi-
rozmérného prostoru 1Vg2, 2V,2 3V ,2 jsou také linearné nezavislé
a protinaji se tedy v pifmce p. Pfimkou p proto prochazeji base
svazkii polarnych nadrovin bodu P vzhledem k nadplochim
svazkil (1V 42, 2V,2) a (Vg2 3V,?), tedy i polarné nadroviny viech
nadploch téchto svazkd. Z toho plyne, Ze pfimkou p prochézeji
i vSechny base svazkii poldrnych nadrovin bodu P vzhledem k nad-
plocham svazki uréenych kterymikoliv dvéma nadplochami svazkii
(1V4% 2V42) a (1V42 3V,2), tedy polarné nadroviny bodu P vzhledem
ke viem nadplochdm dvojmocné linedrni soustavy (1V,2, 2V 2, 3V,2).
Rozdélme 14 bodi ve dvé skupiny po 12 bodech tak, aby v kazdé
skupiné byly dva body rizné a sestrojme polarné piimky obecného
bodu vzhledem k dvojmocné soustavé kvadratickych nadploch
uréené prvou a druhou skupinou 12 bodd. Ke kazdé polarné nad-
roving, jdouei prvou (druhou) pifmkou, existuje jedina nadplocha,
prochazejicf prvou (druhou) skupinou 12 bodi. Ke kazdé polarné
nadroving, prochdzejicf obéma pHmkami, existuje tedy nadplocha,
prochézejicif danymi 14 body. Urduje-li 14 bodu jedinou kvadratic-
kou nadplochu, jsou obé pfimky v poloze obecné a urdujf polarnou
nadrovinu bodu P. Méme-li najiti polarnou piimku p, v nfZ se
protinaji polérné nadroviny bodu P vzhledem ke vSem kvadra-
tickym nadplochdém dvojmocného linedrntho svazku uréenéhio
dvandcti body, prolozme libovolnymi 11 z nich jako v 1. svazek
kvadratickych nadploch @. Bodem dvandctym a P prolozme dv&
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libovolné nadroviny 1R, a 2R,;. Konstrukei uvedenou v 1. sestrojime
obé bikvadratické kiivky 1K* a 2K4, ve kterych nadroviny 1R,
a 2R, protnou basi svazku @. Dvandctym bodem a kfivkou 1K4 (2K4)
je v 1B, (3R;) urdena kvadratickd plocha, kterd je fezem prostoru
1R, (*Rs) s kvadratickou nadplochou svazku @, jdouci timto bodem.
Sestrojime-li polarné roviny bodu P k ob&ma plochdm, protinaji
se v piimce (v polafe bodu P vzhledem ke kuZelosedce, v ni% se
obé plochy, ve spoletné roviné nadrovin 1R, a 2R, protinajf)
a urduji polarnou nadrovinu kvadratické nadplochy prochéazejici
danymi dvanédcti body. Jinou volbou dvanictého bodu a skupin
uréujicich svazek nadploch zbyvajicimi 11 body, sestrojime jesté
dvé polidrné nadroviny bodu P vzhledem ke dvéma jinym nad-
plochdm prochazejicim dvanécti body. Obecng nebudou nad-
roviny naleZet témuZ svazku a protnou se v hledané piimce.

4. Druhy prisetik piimky p, jdouci jednim ze 14 danych
bodi, s kvadratickou nadplochou, témito body uréenou, miZeme
sestrojiti jinak. P¥fmkou p, jdouci bodem 4,, a libovolnym z da-
nych bodi 4, proloZme rovinu «; touto rovinou a jednim ze zbyva-
jicich bodi 44 nadrovinu R,. Zbyvajicimi 11 body prolozme jako
v 1. svazek kvadratickych nadploch a sestrojme bikvadratickou
ktivku, ve které jeho base protind R, Bikvadratickou k¥ivkou
a bodem A, je uréena kvadratické plocha prostoru R,, kters protne
rovinu o tohoto prostoru v kuZeloseéce K,2. Kuzelosetka K, je
tedy Tez kvadratické nadplochy, jdouci 12 z danych 14 bodd,
rovinou «. Témito 12 body proloZime (vyménou bodovych skupin
jako v 3.) jesté dvé jiné nadplochy nepatiicf témuz svazku, které
protnou rovinu x v kuZelosedkdch K,2 K% jez s K,® nenalei
témuz svazku. Spoleéné body kuZeloseéek K,? a K,? jsou prisetiky
base jistého svazku kvadratickych nadploch, jdoucich 12 z danych
bodd, s rovinou x. KuZelosetka uréend ve svazku (K2, K,?) bo-
dem A,, je kfivka ve které proting rovinu « kvadratick4 nadplocha
jdouci 13 z danych bodu. Tato kuZelosetka necht protne piimku p
v bodech M, M’, kuZelosedka urdend bodem A4, ve svazku (K,2, K,?),
v bodech N, N’. Body M, M’, N, N’ jsou prusetiky pimky p
s dvéma kvadratickymi nadplochami prochazejicimi 13 danymi
body a urdujf involuci, ve které svazek uréeny t&mito nadplochami
protiné pffmku p. Sestrojime-li tedy v involuci MM’, NN’ bod 4’,,
korespondujici bodu 4,, je tento bod druhym prisetikem p¥mky p
s kvadratickou nadplochou prochézejici danymi 14 body. Zaroven
je tim sestrojen fez nadplochy s rovinou . '

*
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Quelques constructions de Phyperquadrique dans P’espace & quatre
dimensions, déterminée par quatorze points.

(Extrait de l'article précédent.)

On peut faire passer une hyperquadrique dans I’espace & quatre
dimensions par douze points généraux de la maniére suivante:
sept points arbitraires déterminent une courbe C* normale, par
laquelle passent les hyperquadriques d’un systéme linéaire a cing
parameétres. Prenons de plus quatre points, ceux-ci déterminent,
dans ce systéme, un faisceau d’hyperquadriques @. Dans le R,
(espace & trois dimensions) déterminé par ces quatre points con-
struisons la quartique K* déterminée par ces quatre points et par
les quatre points communs & R, et C%; l'intersection K,* de la
base Vy* du faisceau @ avec un hyperplan R; général est déter-
minée par quatre points communs a 'R, et a C* et par quatre points
communs & 'R; et K4. Faisons passer par un douziéme point trois
hyperplans; chacun d’eux contient une quadrique déterminée par
ce point et par la quartique. Ces trois surfaces déterminent une
hyperquadrique passant par les douze points. A 'aide du théoréme
disant que les hyperplans polaires d’un point P par rapport aux
hyperquadriques d’un systéme linéaire & trois (& deux) para-
meétres passent par un point @ (une droite p), on construit I’hyper-
plan polaire d’un point quelconque par rapport a ’hyperquadrique
déterminée par 14 points. Groupons les 14 points donnés en quatre
(deux) groupes contenant 11 (12) points chacun, de sorte que
ces groupes différent de un (deux) point. Dans chaque groupe
construisons 4 (3) hyperquadriques linéairement indépendantes en -
faisant passer, chaque fois, la courbe C* par différents points du
groupe. Les hyperplans polaires du point P par rapport a ces trois
(deux) hyperquadriques se coupent au point @ (suivant la droite p).
Quatre points @ (deux droites p) déterminent I’hyperplan polaire
du point P par rapport & ’hyperquadrique & déterminer. De la
sorte, on peut construire la polarité dans laquelle cette hyper-
quadrique est autopolaire, ou bien construire le point d’inter-
section de I’hyperquadrique avec une droite passant par un des
points donnés. On peut aussi construire le faisceau d’hyper-
quadriques passant par treize des points donnés et y déterminer,
par le quatorziéme point, ’hyperquadrique cherchée.



Correction concernant P’article: ,,Sur la décompo-
_sition d’un groupe en produit direct des sousgrou-
pes®, publié dans ce Journal t. 66, p. 261—286.
Vladimir Ko¥inek, Praha.

(Recu le 16 février 1938.)

M. Alexander Kuro§ m’a averti dans une lettre que la dé-
monstration du lemme 2,2 p. 267 contient une faute. En effet,
la relation y employée

FP=(HNF = (HP) N (Fd)
est en général fausse, ce n’est que la relation

SHSNFoc S)z‘) (F9)
qui est valable.

. Je veux indiquer ici les modifications qu’il faut faire dans les
démonstrations de mon travail pour les rendre correctes. D’abord
il faut ajouter aux suppositions du lemme 2,2 une supposition
supplémentaire et le lemme doit avoir la forme:

2,2. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Supposons que
parmi les sousgroupes maximum reproduits par &, il y ait un sous-
groupe normal $ C®, satisfaisant a la supposition des chaines
descendantes finies. En ce cas § est le sousgroupe maximum unique
reprodust par 9.

Démonstration. Soit F = H N & la partie commune des
ensembles $ et F. On a

FI=SHNFIC(HN N (FH=HNF=F"

La correspondance F’ — F'9 est évidemment un isomorphisme.
Parce que $ et par conséquent aussi F' C § satisfait & la suppo-
sition des chaines descendantes finies, &' ne peut pas étre iso-
morphe & son propre sousgroupe. Donc §'d = F' et F’ est reproduit
par ¥. La démonstration continue maintenant comme dans le texte.

A cause de cette supposition supplémentaire il faut faire
dans le texte ultérieur du travail les’ modifications suivantes:

LY
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Dans la définition 2,4, p. 268, il faut rayer la phrase finale:
»il est le sousgroupe maximum unique reproduit par 3.“

Dans la démonstration du lemme 3,31, p. 275, il faut faire
voir que & satisfait & la supposition des chaines descendantes
finies. Dans le texte on a démontré la relation &; C ®; xir iz
Ce dernier sousgroupe est un sousgroupe de €. ®; est donc normal
et-satisfait, en vertue de 3,1, & la supposition des chaines descen-
dantes finies. Par conséquent ®; est le sousgroupe maximum
unique de &, reproduit par s xe.

Dans la démonstration du lemme 3,32, p. 276,1) il faut faire
voir la méme chose pour le sousgroupe ®;. Chaque élément
du sousgroupe ®;; reste invariant par x; = y; 6; y; et Dj; est un
sousgroupe normal. Il en suit que ®;; est contenu dans chaque
sousgroupe maximum @; reproduit par x;, car le sousgroupe
®;i N B, est reproduit par x; et on démontre la relation ®;; = Gy
par la méme voie comme dans la démonstration du lemme 2,2.
Soit maintenant B un sousgroupe maximum reproduit par x;.

Dans la démonstration de 3,32 on voit que &;/®;; est un sous-
groupe normal satisfaisant & la supposition de chaines descendantes
finies. Il est donc d’aprés 2,2 unique. Par conséquent ®;; est de
méme unique. C’est le sousgroupe maximum unique de &; repro-
duit par »x.

Pour éviter tout malentendu je remarque que dans 3,1,
P. 273 la supposition des chaines descendantes finies doit étre
valable pour les sousgroupes de €, au sens absolu du mot,
abstraction faite du champ d’opérateurs .

*

Opravé k flanku ,,Sur la décomposition d’un groupe en produit
direct des sousgroupes, ofiSténému v tomto Casopise, rot. 66,
str. 261—286.

(Obsah predeslého ¢lanku.)

Tato poznamka obsahuje opravu nedopatrem v dikazu po-
mocné véty 2,2 citovaného ¢&lénku.

1) Dans la démg_)_rlstra.tion du lemme 3,32, p.‘ 2176, il fa.ut_gorriger une
faute d’impression: &; doit y étre remplacé partout par (G
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CAST FYSIKALNI.

O rozliSovaci mohutnosti paprsku X na plasticky
deformovanych krystalech a o emisni dob& p¥i vzniku
Ke mé&di a molybdenu.

J. Badkovsky a V. Dolejiek, Praha.
(Doslo 7. prosince 1937.)

Byla studovéna reflexe paprskit X na plasticky deformovaném krys-
talu soli kamenné pro éary Cu Ku,, &, & Mo Ko, x4, pfi éemi bylo docileno
krajni rozliSovaci mohutnosti. Ze 8ifky t&chto éar byla uréena podle principu
neostrosti Zivotni doba pFisluSnych emisnich stavii. Pro Cu Ka, byla na-

lezena doba 2.10"®sec, zatim co pro Cu Koy nalezena doba kratii

1.10~ % gec. Pro &ry Mo Kua,, xy nebyl dosud stanoven rozdil v trvéni
vzbuzeného stavu atomu, nebot rozliSovaci mohutnost vzhledem ke kratsi
vinové délce v tomto pFipadd byla jen takové, %e bylo moZno stanoviti

jen as krat#i, ne% 6 .107% sec. Byla provedena diskuse vysledkd v préeci
obdrZenych a porovnéani s vysledky jinych metod.

Sledovali jsme jaké rozliSovaci mohutnosti lze dosdéhnouti na
spektrografu uspofddaném podle Kunzlovy fokusaini metody?)
uzitim krystalu kamenné soli plasticky deformované zptsobem
popsanym jednim z autort a Neprafovou. Krystal kamenné soli je
zafazovan mezi krystaly s mosaikovou strukturou a adkoliv byl
diive poklddan za normdl pro spektroskopickd méfeni paprski X
(ponévadZ jeho mifZku bylo lze snadno stanoviti teoreticky),
neni jiz vibec pouZivan pro piesnd méfeni. Za nejdokonalejsi
krystaly jsou pokldddny vapenec a kiemen. Tak na pi. nejmensi
hodnota w, pro kiemen mérens Parrattem?) je asi 2”. Naproti
tomu hodnoty w, pro kamennou sil jsou nepomérné vétii; tak
udéavajf na p¥. Bosorth a Haworth3) w, = 400", Dawis a Stempel4)
w, = 300", Kirkpatrick a Ross®) w, = 87" (w, je poloviéni 3fika
v poloviéni vysce kfivky, ktera uddva intensitu reflektovaného
zéfeni v zdvislosti na thlu sklonu ¢ pii. monochromatickém 2).

1) V. Kunzl, C. R., 201 (1935), 656.

3) L. G. Parratt, Rev. Sc. Instr., 5 (1934), 395; 6 (1935), 113.

3) R. M. Bosorth - F. E. Haworth, Phys. Rev., 46 (1934), 821.
4) B. Davis - W. M. Stempel, Phys. Rev., 17 (1922), 608.

8) P. Kirkpatrick - P. A. Ross, Phys. Rev. 48 (1933), 596.
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Z téchto dat se podle dosavadnich vysledkt nedé odekivati,
%e by bylo moZno dosdhnouti pomoci spektrografu s kamennou
solf znadné rozliovaci mohutnosti, ktera by se vyrovnala rozliSo-
vac{ mohutnosti dosaZené krystaly dokonalymi.

CuKua, - oy

Obr. la.
Pii usporddani, kterého jsme pouzili se ukdzalo, Ze nami do-
sazend rozliSovaci mohutnost s fotografickou registraci plné se
vyrovnad rozliSovaci mohutnosti dosazené ,,dublecrystalspectro-

Mo o4 Oly

Obr. 1b.

metry‘ s ionisadni registraci resp. tubusspektrometrem a foto-
grafickou metodou. U fokusa¢ni metody fotografické se zakiive-
nym krystalem podle Cauchois byla vySetfovana §ifka obdrZenych
tar pro MoK«, od Carlssona®) v riznych fddech a obdrZeny
hodnoty 0,48 X. j., 0,31 X. j., 0,30 X. j. a 0,28 X.j. pro 1 az
L4ty rad. 0 « :

Zkoumali jsme $dry K«,, a3 Cu a Mo a dosdhli jsme takové
rozliSovacf mohutnosti, e podle srovnini s vysledky ostatnich
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autort je nutno predpokladati, Ze Sfika 8ar obdrzena fotograficky
odpovida vlastni Sifce &ar, takZe rozsffeni vzniklé vadami krystalu
je zanedbatelné (viz obr. 1).

Pro Mo Kocl, xy jsme obdrzeli pro celou &fFku gary méfenou
v poloviéni vysce kiivky &ernani, hodnotu 0,30 X. j., coZ od-
povida 7,4V. Pro Cu jsme obdreli hodnoty rizné pro Ko,
. a pro Kuay,. Pro K, obnéaSela sifka éary 0,41 X. j., coz odpovida
2,1V a pro Kua, 0,70 X. j., coz odpovida 3,56 V (viz mikrofotome-
trickou kfivku Cu, obr. 2).

Cu Ko, Koy

4

Obr. 2.

- Rozdil sifek éar Cu K«, a «, ukazuje na ruzné doby zivotni
vzbuzeného stavu téchto dvou &ar. Podle principu neostrosti
doba emise pro Cu K«, je v = 2. 10—15 vtefin (z 8ffky éary ndmi
nalezené). Pro Cu K«, odpovidé pifsluné v = 1.10—15 vtefin.
Uvedeny rozdil v &fice éary byl jiz pozorovan nékterymi autory
(jak plyne z hodnot uvedenych v tab. 1) a dokonce nékterymi
autory byla pfedpoklddana zavislost rozdilu $ifky dar na atomovém
¢isle?). Nase hodnota pro &fiku &iry Cu K« je mensf nez dosud
méfend pomoci dublecrystalspektrometru. Jen hodnota uvedena
Siegbahnem ve Spektroskopie der Rontgenstrahlen8) ziskand
vakuovym: spektrografem Braggova typu je mensf, nmeZ je nase
hodnota a obnési 0,3 X. j., coZ odpovida 1,6 voltu. Tato hodnota
je méfena piimo ze zvétSeniny. Kdybychom méFili nase hodnoty
rovné’ pifmo ze snimki (viz obraz la) a ne z mikrofotometrické

8 E, Ca.rlsson, Zs. Phys., 84 (1933), 801.
7) 8. K. Allison, Phys. Rev., 44 (1933), 63.
8) M. Slegbahn Spek roskople der Rontgenstrahlen, 1930, str. 116
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kiivky, kde k rozsfieni éary piispiva optickd Sifka Stérbiny mikro-
fotometru, dostali bychom hodnotu mensi rovnéz, asi 0,3 X. j.
Nékteti autofi udavaji také rozdil ve vinovych délkach pro &ifku
Sar Mo Koy a oy V nafem piipadé jsme v mezich piesnosti ne-
nalezli Zadného rozdilu, spiie se zdalo, Ze «, je 8irSi nez w«,.. Pozdé&ji
se ukazalo, Ze tento pomér &ifek dar byl pouze na nékterych snim-
cich a neodpovidal skute¢nosti (moznost rozsiteni &ary nasledkem
preexposice pii fotografické registraci).

AMo Koy, | 4CuKay 4 Cu K«, .
Autor J Registrace
X.j.| volt | X.j.| volt | X.j.| volt
Spencer ........ 0,281 6,9 | 0,61 3,2 | 0,75 3,9
Allison .......... 0,29 7,2 | 0,58 3,0 | 0,77 4,0 |+ ionisadni
Bearden-Shaw. ... —_ — | 0,50 2,56 | 0,70 3,5
Siegbahn ........ -— — 10,3 1,6 — —
Valasek ......... 0,40 9,9 | 0,52 2,7 — — fot
Carlsson ..... s s | 10,28 6,9 — — — — gcx)';gcké.
Bagkovsky
Dolesien } ..... 030 | 7,4|041| 21070 3,6

Prepodteme-li  v8ak &ifku dar v energetickych hodnotéch,
vidime, je-li trvani emise éar Mo stejnd jako trvani emise ¢ar Cu,
Ze rozliSovaci mohutnost dosud docilend nedostaéi k dokazani
rozdilu Zivotnich dob vzbuzeného stavu atomu u molybdenu, jak
bylo dokdzéno u médi. Ze srovndni v tabulce 1 je ziejmo, Ze
energeticky rozdil odpovidajici &fice ¢ar u Cu je asi 2—3 volty,
naproti tomu u molybdenu je asi 7 volt, coZ znamend, %e pri
stanoveni stejné Zivotni doby u Mo bylo by zapotiebi asi t¥ikrat
v&t&f rozliSovaci mohutnosti, nez jaks je dosud dosaZena. Trvani
emise dar Mo K« z nafeho vysledku odpovidd 6.10—16 sek.

Nejdelsf doba vzbuzeného: stavu atomu pii emisi paprska X
je asi 2. 10—16 sek. Srovndmie-li tento vysledek s normélni dobou
emise 10—8sek a uvazime-li, Ze doba emise 2.10—1 sek je sou-
%asné mez rozliSovaci mohutnosti dosud dosaZené, zd4 se, Ze Sirka
tary Cu Koc, je zptsobena tim, %e je v ni obsaZeno dosud neroz&té-
pené, jemnd struktura &iry a Ze doby emise paprsku X jsou delsi,
ne% jest dosud moz#no zpstltl

Zduraziiujeme, Ze pii méfeni 8ffek linii v tabulce uvedenych
jsme neprovadéli korekeci na S$ifku Stérbiny spektrografu, a to
za piedpokladu, %e podminky jsou takové, Ze w = w, coZ je
* mozno podle ‘Allisona8) tehdy, lze-li psati vztah:

a/2R < w,/4,

kdez a je sifka térbiny, R j je optické dréha paprsku a w, znameng
obor reflexe krystalu. Dosadime-li hodnoty ndmi pouzité, t. j.
a = 0,034 mm, R = 140 cm, obdrzime w, = 10". Pongvadz_ véa,k jak
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uvedeno nase hodnota §ifky linif w rovné se krajnim dosud obdrZe-

nym hodnotam, je nutno predpokladatl %e hodnota w, se projevuje

v naSem pnpadé tak mald, Ze odpovidd hodnotdém dokonalych

krystalt a ze ji lze zan@dbatl proti hodnoté dosazené Sfiky dary.
*

The resolving power on the plastically deformated rocksalt erys-
tals and the time of emission of the lines Cu Ke¢ and Mo Ka.

(Abstract of the preceding paper.)

Rocksalt crystals curved in a bearer with evenly stressed
border fibres were used in the focusating method, in which the
axis of the cylindrical crystal is perpendicular to the axis of the
spectrograph. As shown in the figure 1a, 1b, such plastically curved
crystals exhibit — at short time exposures — very high resolving
power for Cu and Mo K« lines.

The uncorrected values for the width of the line Cu Koy
(see the figure la), which is 49” or 3,5V, and for the width of
Mo K«; and K, which are both 42" or 7,5 V, attains the largest
resolwing power ever obtained for these lines, the uncorrected
width of the line Cu K«,, which is 29” or 2,2 V is even smaller than
mostly values (see the table 1).

The true resolwing power resulting from these rocksalt values
is' unexpectedly high, especially since rocksalt is known to be an
inperfect crystal. Here we can estimate the amount of w, which
appears from our results. It can be seen from our results that the
resolwing power obtained is such, that no correction of the width
of the lines on the slit is posible. Therefore we obtain for the
perfection of the grating rocksalt crystal by means of Allison’s
equations taking a/2R < w./4. The resolving power obtained
with rocksalt shows that the here applied focusating method using
the plastically deformed crystals leads to very high resolving power.

To understand why no such difference is found between the
width of the Mo-lines as between the Cu-lines, we must consider
that for Cu K«,; the time of emission is

ik ~L 2. 10—15 gec
Ay
and for Cu Koy, is 1. 10—16 gec.

For Mo-lines the smallest width found corresponds to 6.10—18gec,
so that to prove an analougous difference in the time of emision
for the lines Mo K«, and Mo K«, (if we will not supose that the
time of emmision for the elements with higher atomic number
is shorter) a still greater resolwing power Would be necessary.

«Spectroscopic Institute of Charles University.
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Délka dne v babylonskjch tabulkéch mé&si¢nich.
Arnost Dittrich, Praha. -

Vénovéno panu profesorovi dr. FrantiSku
Nuslovi k jeho sedmdesatindm v den
3. prosince 1937.

V babylonskych tabulkich mésiénich vyskytuje se sloupec
vénovany délce dne. Zpravidla nisleduje za délkou novu, jez je
zaroveli délkou slunce. Patrné se z ni poditd. Téz délka dne je
oscilujfef veliéinou, jez kolisdi mezi letni a zimni slunovratovou
~ hodnotou. Ale kolisani to nezpracuje se pomoci babylonské fady
aritmetické se stdlou diferenci. Zde se diference skoémo méni.

Vsimnéme si tab. 1. — Vyjimé z Kidinnuovy tabulky nového
svétla, Nro. 272, sloupec B, jenZ uddvé délku nevu, sloupec C,
délku dne, a sloupec D, jenz udava délku poloviéni noci. Délka
novu udivd se ve stupnich a jejich Sedesiatinnych zlomeich. Den
a polovina noci udava se v mife * ° ’, ndm jiz ze sloupci G az L
povédomych.l) Prvé ¢islo, znadené Z, jez nikdy nepiekrodi 6,
znadéf nasobek 4b, druhé je vyjidfeno v Sedesdtindch jedné &tyr-
hodiny, znaé¢i tedy 4™ naSeho obvyklého &itdni Sasu. Znadkou
Styrminuty je °. Rovnik otodi se za 4™ pravé o 1°, éim tato znadka
se motivuje. Daldi znatka ' znamend Sedesitinu z 1°, tedy 4°.

V této ¢asomife dopliiuje se Babylofianim den se svou noci
na 6% Proto poéita se délka poloviéni noci D ze vzorce

6—C
=~

Prezkouméame-li &isla C, D z tab. 1. vidime, %e v sloupci D poloviny
dasového stupng, jez plati 4™, se zaokrouhluji, a to zpravidla dold,
tedy vynechavanim. Také délky dne jsou zaokrouhleny na celistvé °
Sasové. Jeou viak pfece jen spolehlivéj¥f. Proto se budeme drZeti
predevsim jich.

1) Pojedndni to jest pokradovénim v tomto dasopise uvefejnénych
¢lénkt: ,,Matematické prostfedky babylonskych astronomu‘* (1933). —
2,}1%%2;‘“& astronomickych tabulek babylonskych trigonometrickymi vzorei

D =
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Tabulka 1.

Z tabulky pro nové svétlo Luny*) &. 272,81—7—86.

x s Délka Polovina
Cis. Délka novu ~ B dne ~ C noci ~ D
1 2° 2" 6”7 20" Arietis ...... 2% 56° 1#39°
2 0 52 45 38 Tauri ....... 3 14 1 23
3 29 25 24 56 Tauri ....... 3 26 117
4 27 40 4 14 Gemin. ...... 3 34 113
5 26 4 44 16 Cancri ...... 3 32 1 14
6 24 47 24 18 Leonis ...... 3 24 1 18
7 23 48 4 20 Virginis ..... 3 9 1 25
8 23 6 44 22 Librae ...... 2 51 1 34
9 22 43 24 24 Scorpii ...... 2 36 1 42
10 22 38 4 26 Arcit. ....... 2 27 1 46
11 22 29 22 24 Capri ....... 2 27 1 46
12 | 22 2 40 22 Amph. ...... 2 36 1 42
13 | 21 17 58 20 Piscium ..... 2 50 1 35
14 20 15 16 18 Arietis ...... 3 7 1 27
15 18 54 34 16 Tauri ....... 3 22 119
16 17 15 52 14 Gemin. ...... 3 32 1 14
17 15 33 53 36 Cancri ...... 3 35 112
18 14 9 54 58 Leonis ...... 3 28 1 16
19 13 3 56 20 Virginis ..... 3 15 1 22
20 12 15 57 42 Librae ...... 2 58 1 31
21 11 45 59 4 Scorpii ...... 2 41 1 40
22 11 34 0 26 Arcit. ....... 2 29 1 45
23 11 31 57 4 Capri ....... 2 25 1 47
24 11 11 53 42 Amph. ...... 2 31 1 44
25 10 33 50 20 Piscium ..... 2 43 1 38
26 9 37 46 58 Arietis ...... 3 1 129
27 8 23 43 36 Tauri ....... 3 18 1 21
28 6 51 40 14 Gemin. ...... 3 29 115
29 5 3 2 56 Cancri ...... 3 35 112
30 3 32 25 38 Leonis ...... 3 31 114
31 2 19 48 20 Virginis ..... 3 20 1 20
32 1 2511 2 Librae ...... 3 4 1 28
33 0 48 33 44 Scorpii ...... 2 46 1 37
34 0 29 56 26 Arcit. ....... 2 33 1 43
356 02919 8 Capri ....... 2 26 1 47
36 0 15 54 26 Amph. ...... 2 28 1 46
37 29 44 29 44 Amph. ...... 2 39 1 40
38 | 28 56 5 2 Piscium ..... 2 54 1 33
39 27 47 40 20 Arietis ...... 3 12 1 24

Zalozme si nyni tab. 2. Obsahuje celkem é&fsla z tab
jsou prerovnana, jak patrno na odislovani ve sloupci 1. Pre-
' rovnani nechava délky neustale rasti. Délky jsou nyni vyjidfeny
celymi stupni obloukovymi a jejich decimdlnimi zlomky a% do
tisicin. V dal8im sloupci nalezneme piislunou délku dne.

%) F. X. Kugler, Die Babylonische Mondrechnung, 12 (1900).

Casopis pro péstovdn!{ matematiky a fysiky.

.

15

. 1., ale

4
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Tabulka 2.

Cis. Délka novu Délka dne | Cis. Délka novu Délka dne
1 2,035° 2% 56° 32 181,420° 3% 4°
26 9,630 3 1 20 192,266 2 58
14 20,255 3 7 8 203,112 2 51
39 27,795 3 12 33 210,809 2 46
2 30,879 3 14 21 221,766 2 41
27 38,395 3 18 9 232,723 2 36
156 48,910 3 22 34 240,499 2 33
3 59,423 3 26 22 251,567 2 29
28 66,861 3 29 10 262,635 2 27
16 77,265 3 32 35 270,489 2 26
4 87,668 3 34 23 281,532 2 25
29 95,051 3 35 11 292,490 2 27
17 105,565 3 35 36 -300,265 2 28
b 116,079 3 32 24 311,198 2 31
30 123,540 3 31 12 322,045 2 36
18 134,165 3 28 37 329,742 2 39
6 144,790 3 24 25 340,564 2 43
31 152,330 3 20 13 351,300 2 50
19 163,066 3 156 38 358,918 2 54
7 173,801 3 9 1 2,035 2 56

sy

Vykreslime si graf, jenZ smérem vodorovnym nanasi délku
slunce, svislym délku dne. Viz obr. 1. ObdrZime vlnu sloZenou
z lomenych tsedek, jez se bliz{ sinusoidé. Obecné Babylofiané

St
It ’
- 20 . ; . ;
100° 200° 300° 360°
Obr. 1.

étvrtvinu nahradi jedinou tétivou. Zde uiity tétivy tfi. Usiluje
se patrné o jemnéjsi pribliZeni neZ aritmetickou fadou sti{davée
stoupajfcf a klesajici.

. Pres zaokrouhlenf na celistvé stupn& 8asové pro 4™ je tabulka
divéryhodnd. Chceme z nf uréditi, na ktery stuped padl Babylo-’
Hanim bod jarni. Otdzka ta nenf zbytetni. U Reki byl na 0°,
coz jsme i my piejali. Ale kdysi byl i na 15° ba jsou i zdznamy,
jeZ jej kladou na 8° neb 10°. Pohyb bodu jarnftho muZe byti zdanlivy
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od nepiesného roku tropického. Ale je i skutetny od praecesse.
Dokud tato nebyla objevena, projevoval se jako pfemisténi bodu
jarnitho v ekliptice od predku zdédéné.

Stanovil jsem nejprve polohu slunovratd. Slunedni délce
90 + z piislusi u Babylonianti den tak dlouhy, jako v &das délky
90 — z. Totéz plati o délkdch 270 4 z, 270 — 2. Vyjdeme od
tab. 2 a nalezneme obyéejnou linearni interpolaci ke kazdé délce
dne soumérnou vidi slunovratu. Mame nyni dvé délky sluneéni,
jez soumérné obstupuji slunovrat. Aritmeticky stied obou d4 délku
slunovratu samého. Dostaneme pro néj 39 hodnot. T¥i vylouéime.
Jsou nespolehlivé, pochdzejice z hodnot slunovratu blizkych, kdy
zaokrouhleni dne na celistvé stupné dasové nejvice rusi. Zbude
ndm 36 polozek slunovratovych, mezi 99,56° az 96,7°. Pramér:
98,227°.

Podobné jsem uzil rovnodennosti. V babylonské aproximaci
m4 den délku 3% — y° prévé « dnii pfed rovnodennosti, ale 3% + y°
pravé z dnd po rovnodennosti. Zase jsme vyloudili t¥i hodnoty
opirajici se o nejkratsi a nejdelsi dny. Zbylo 36 hodnot, jez kohsa]r
mezi 9,8° aZ 6,6°. Stiedni hodnota jest 8,242°,

Ze slunovratt dostaneme tedy bod jarni 8,23°, z rovnoden-§
nosti 8,24°. Zajisté lze poéitati na to, Ze zlomek stupné byl okrouhly:
v Sedesatiéném ponéti &isel. Vidim v ném pfiblizeni k 15', takze,
bod jarni padl na 8° 15"

To je ale pravé hodnota, k niZ Kugler?) dospél zcela jinou
cestou, totiZ pres klinopisny materidl. Zvolil si nejprve tabulky,
kde délka dne byla udéna nezkrécend. Pak se mohl opfiti o babylon-,
ské schema k potitani délky dne z délky slunce; je zachovino ve
form& uplného podetniho navodu. Nynf navrhl si sim zmény
konstant, aby se podetni schema hodilo pro tabulku Kidinnuovu.’
Pak uréil numerickou zkouskou polohu bodu jarnfho. Schema
Kuglerovo vyjadiuje tab. 3.

Tabulka 3.
Délka slunce Na 1° Den Na 1° Délka slunce
8° 15’ Capri 2% 24° 4 8° 15" Capri
8 156 Amph. + 12/ 2 30 — 12" | 8 15 Arcit.
8 15 Piscium | + 24 2 42 — 24 8 15 Scropii
8 15 Arietis + 36 3 0 — 36 8 15 Librae
8 15 Tauri + 36 3 18 — 36 8 15 Virginis
8 15 Gemin. + 24 3 30 — 24 8 15 Leonis
8 15 Caneri +12 3 36 — 12 8 15 Caneri

2) Kugler, Mondrechnung, 95.
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Chceme-li znati délku. dne, kdyz slunce stialo v 9° 15’ Capri,
musfme k 2% 24° piidati 12’, kde 1’ = 45. Pro 10° 15’ Capri do-
staneme 22 24° 24’ atd.

Kugler legitimuje spravnost svého postupu tspéchem.?) Vy-
poéitava pro prislusné délky slunedni trvani dne, zaokrouhluje na
celistvé stupné dasové a srovnava se sloupcem C a D. Den vyjde
vidy presné pro kazdou dobfe &itelnou hodnotu originalu. Jen
na tfech mistech jsou tchylky o jednotku posledniho mista,
t. j. o Styfi minuty. Ale to se vyrovniva shodou pro polovinu
noci D. '

Lomené tsedky, jiz Babylofiané aproximovali vlnu, nebudeme
tentokrat vyjadfovat cosinem. Radéji srovndme pfimo jejich
aproximaci s délkou dne v Babyloné v riznou dobu roéni, jak nam
jej poskytuji tabulky Schochovy.4)

Tabulka 4.

® Den Den Schoch A ')
270° 2% 94° gh ggm gh 58m — 29m 270°
280 2 26 9 44 100 2 — 18 260
290 2 28 9 52 10 8 — 16 250
300 2 30 10 © 10 18 — 18 240
310 2 34 10 16 10 34 — 18 230
320 2 38 10 32 10 50 — 18 220
330 2 42 10 48 11 8 — 20 210
340 248 .| 11 12 11 28 — 16 200
350 2 54 11 36 11 48 — 12 190
0 3 0 12 0 12 8 S 180
10 3 6 12 -24 12 28 — 4 170
20 3 12 12 48 12 48 - 0 160
30 318 13 12 13 8 + 4 150
40 3 22 13 28 13 26 + 2 140
50 3 26 13 44 13 44 0 130
60 3 30 14 0 13 58 + 2 120
70 3 32 14 8 14 10 — 2 110
80 3 34 14 16 " 14 16 0 100
90 | 3 36 14 24 14 20 + 4 90

V tabulce 4 je den Kidinniv udén v nasich hodindch a minu-
tach ve 3. sloupci. Ve sloupci 4. jsou &isla Schochova a za nim
diference 4. Vidime, Ze babylonskd schematisace odchyluje se
az o — 22™ od nejkratitho dne, kdezto nejdelsf den o + 4™ se pro-

3) ,,Mondrechnung*‘‘, 101, sloupec VI. a VII.

4) K. Schoch, ,,Planeten-Tafeln fiir jedermann®. Str. 3. Tab. B. (1927).
— Udév4 se polovina denniho oblouku. Den zaéind, kdy# refrakef zvednuty
horni okraj slunce stoji na obzoru. Kond{ poslednim zédbleskem svétla za
obdobnych okolnosti. ’ .
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dluzuje. Brali patrné nejdeldi den okrouhle jako 3%, mejkratsf
2% &tyrhodin. Schoch udava na str. 3 v tab. D nejdelsi den babylon-
skych 14 19,56™m nejkratsi 9h 58,9,

Ani babylonska astronomie nespadla s nebe jako zazrak a do-
konalost. I jeji vymozZenosti se postupné vybojovaly a zlepsovaly.
Jesté neni odvaha drZeti se empirického, tabulovaného zikona.
Piednost se davd zjednodusujici schematisaci.

*
La longeur du jour dans les tables lunaires des Babyloniens.
(Extrait de larticle précedent.)

La table de Kidinnu No. 272 contient aprés la colonne B
avec les longueurs du soleil la colonne C' avec les longuers du jour
respectives. Voila la table 1. La colonne D calcule de C la moitié
de la nuit. Dans la table 2. qui est arrangée d’aprés les longueurs,
on trouve 39 valeurs pour C' comme fonction de la quantité B.
Le graphique (fig. 1.) montre que cette fonction approche de la
sinusoide. Chaque de I’onde est composé de trois cordes. A I’aide
des valeurs qui sont placées symétriquement autour des solstices
ou des équinoxes 4™ autour a trouvé la position du point verna.
des Babyloniens 8° 15'. '

La table No. 3. explique le mécanisme du calcul des Babylo-
niens découvert par Kugler. La table No. 4. fait la comparaison
entre les longueurs du jour des Babyloniens et entre celles de
Schoch. La différence s’explique par la tendance des Babyloniens
& avoir une valeur arrondie pour le plus court et le plus long jour.
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Uréeni radiantu roje z pozorovanych stop meteorii.
Zdenék Hordk, Praha.

Vénovano panu profesorovi dr. FrantiS8ku
Nuslovi k jeho sedmdesétiném dne 3. pro-
since 1937.

P¥i stanoveni radiantu meteorického roje ma podstatny vy-
znam otazka vah veliin, kterymi je uréena poloha zakreslenych
stop. Podle toho, jaké vihy pfisoudime témto veli¢indm, dochazime
metodou nejmensich &tverct k riznym podminkdm pro radiant.
Prof. Svoboda fesil tuto otdzku experimentalné pomoci t. zv.
umeélého meteoru.) Vysledek jeho pokusii je tento?): Ze tif podmi-
nek vyzadujicich, aby byl nejmensi soudet &tverci:

(I) vzdédlenosti radiantu od stop,
(IT) Ghla sevienych stopou a spojnici jejiho stiedu s radian-
- tem,
(ITI) ptedeilych vzdalenosti a Ghla,
ddvéa metoda II nejspravnéjsi hodnoty soufadnic radiantu.

V tomto é&lanku Fe$im problém teoreticky za piedpokladu,
Ze soufadnice krajnich bodd vSech stop jsou uréeny se stejnou
pfesnosti. Tim dochdzim k podmince, kterd v piipadé stejné
dlouhych stop ptiblizné odpovidd metodé II, kterou prof. Svoboda
shledal nejvyhodnéjsi. Za hoiejsitho pfedpokladu je mozno provésti
urdeni radiantu prosté uzitim vyrovnavaciho poétu, stanovime-li
jakkoliv pfibliznou polohu radiantu. K tomu se dobfe hodi graficka
metoda, kterou uvddim v tomto &lanku. Spoéiva v tom, Ze kazdé
stopé piifadi se podle zakona polarity uréity bod a tak se dostanou
body lezici pFiblizné na pifmce, které dualné odpovidéd bod, jenz
je hledanym radiantem. Metoda je zvlasté jednoduchd, jestlize
se k vyrovnani fady bodu uZije pfiblizné metody, kterou jsem jiz

1) J. Svoboda: Versuche mit dem kiinstlichen Meteor, Vierteljahrsschr,

d. Astron. Ges., 70, Lipsko 1935, str. 305—306.

?) J. Svoboda: Les essais expérimentaux du calcul d’un radiant du
courant météorique des trajets observés, C. R. du Congrés int. d. Math.
Oslo 1936, II, p. 237—238.
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difve teoreticky odvodil a prakticky vyzkousSel p¥i méfeni zdvislosti
tepelné vodivosti praskovych hmot na teploté.?) Uvedené grafické
metody je moZno uZiti také pfimo jako rychlé a pohodlné metody
k uréeni pfiblizného radiantu roje. V piipadé TreSeném podetnd
ve 4. odst. tohoto ¢lanku dava ostatné tato metoda sama dostatedns
presny vysledek.

1. Zakladni podminka.

Oznaéime-li &,, 7, pravoahlé soufadnice poéateéniho bodu A4,
a &,, 7', souradnice koncového bodu A4’, »-té stopy (obr. 1), plati

Obr. 1.

pro soufadnice m, n libovolného bodu stopy rovnice

= L

¢ili

(s — ) m — (E'v— &) 1 + &'y — &'y = 0. (1)
Obecné tato rovnice bude splnéna pravdénejpodobnéjsimi soufad-
nicemi X, Y radiantu R jen piiblizné, t. j.

v —m) X —(— &)Y + e — =2, (2)

pii éemZ opravy v, maji malé hodnoty. Abychom mohli uziti
metody nejmensich étvercd, nutno uréditi véhy P, oprav v, pro
které plati zndmy vzorec (srovn.®) str. 55)

1 on\2 1 ovy\? 1 o \2 1 ov,\2 1
P, (ﬁ) m T (an.) o (ﬁ) 7t (W) 7z @
3) Z. Horak: Teplotni koeficienty tepelné vodivosti pré§kovych hmot,

Technicky Obzor, XLV, Praha 1937, str. 68—71, 86—89. — Srovn. té%
Technicky Obzor, XLIV 1936, str. 200—204.
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kde p,, ¢,; P’», ¢’» jsou véhy soufadnic &,, %,; &, 7,. Pfedpokladam
piedev&im, Ze viechny &tyii soufadnice krajnich bodu téze stopy
maji stejnou vahu, coz podle (2) a (3) vede k vysledku
1 1 0,2+ 62
5= —[(¥Y—n")? "»—X)? = P (Ko B )] e ey
B = o LT =)+ (E = XP o o — ¥4 (X — ) =2
(4)

znati-li 4, a ¢', vzdalenosti podate¢niho a koncového bodu stopy
od radiantu. Kdybychom znali vahy p,, vypod&etli bychom z rov. (4)
P, a mohli bychom jiz napsati zdkladni podminku Gaussovy
metody

2 P,,? = [Pvv] = minimum, (5)

ktera vede k rovnicim:

o[Pw] = 0[Pvw]
x — % 7 =0 (6}

uréujicim pravdénejpodobnéjsi souradnice radiantu X, Y. Nej-
jednodussi predpoklad, ktery se mi zaroveii zda nejbezpedné&jsim
a vétSinou asponi piiblizné splnénym, je predpoklad, Ze soufad-
nice krajnich bodd v8ech stop jsou odhadnuty stejné
piesné. Bylo by mozno sice pokladati krajni body stop pomalejsich
nebo jasn&jich meteort za presnéji uréené, ale pochybuji, Ze by
bylo lehko kvantitativné spravné vystihnouti n&jakym obecnym
pravidlem vSechny pifpady. Je oviem mozno od piipadu k pifpadu
riznymi vahami p, oceniti zvlasté pfesna i méné jista pozorovani,
jako je tomu pfi kazdém méfeni. Pak plati obecny vzorec plynouci
z (4) .

p" ’
P=tos #)

v dal§im budu v8ak ve smyslu hofejsiho predpokladu klasti vSechna
p=1 t. j.

R )
&im% rovnice (5) pfejde v podminku

P,

0,2 o ' ’

Abychom mohli tento vysledek porovnati s vysledky pokusi
Svobodovych, je nutno déti této podmince geometricky vyznam.
Vyrazy v, je moZno psiti podle (2) ve tvaru

| XY I _|XY|_| &, |
lf:ﬂvl lfr’]-] |§v77vl’
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z néhoZ je pii pohledu na obr. 1 zfejmo, Ze |
v, = 240R4'y — 240R4, — 2404,4', = 24RA,4’,. (9)

Oprava v, je tedy rovna dvojndsobné plofe trojihelnika tvofeného
radiantem a krajnimi body »-té stopy. Tuto plochu nutno brati
kladng, lezi-li radiant napravo od stopy, divdme-li se smé&rem
pohybu meteoru. Je-li tedy B, libovolny bod této stopy
a & Uhel, ktery svird se stopou jeho spojnice s radiantem, jest

v, = A,A’, . RB, . sin ,. (10)

Volme nyni body' B, tak, aby &tverce jejich vzdalenosti od R byly
nepfimo Gmérné vaham P,, tedy podle (7) aby
RB} =k (8, + 0',2), (11)
kde %k je libovolna, ale pro viechny stopy stejna konstanta.
Znadi-li s, délku stopy, lze psati vzhledem k (10) a (11) rovnici (8)
ve tvaru
: k X s,28in? &, = minimum.

Konstantou % -lze oviem déliti, éim% obdrzime podminku
2’ (s, sin g,)2 = minimum,

v niz k jiz nevystupuje a miZeme tedy bez Gjmy obecnosti voliti
k = }. Pak je bod B, urden tim, Ze jeho vzdalenost od radiantu
je kvadratickym stfedem vzdalenosti obou krajnich bodd a budu
jej struéné nazyvati kvadraticky sti¥ed stopy (aé jeho poloha
je zavisla na poloze radiantu). Soudin s, sin ¢, je roven pramétu 4,4,"
stopy do sinéru kolmého k pifmce RB», coz vede k vysledku:
Pravdénejpodobnéj&i poloha radiantu je ddna podmin-
kou, Ze soudet &tverci stop, promitnutych kolmo k spoj-
nicim jejich kvadratickych stfedd s radiantem, je nej-
mensi. .

Pro nazornéjsi predstavu o poloze kvadratického stiedu stopy
odvodim jeho konstrukci. Polozime-li ¢’, = 6, 4 o,, bude

== 2 /2 2 2 2
RBVZ:i_;—m'Zavz_‘_avgv'i_%:(év"’_%) +(E);

2

odkud plyne tato konstrukce (obr. 2): Nanesme na kolmici, vzty-
¢enou k spojnici RA4’, ve vzdalenosti o,/2 od A4’,, délku o,/2 a konco- -
vym bodem C, opidme kolem R kruZnici. Jeji prisedik se stopou
je jejim kvadratickym stfedem B,. Je patrno, Ze bod takto se-
strojeny lez{ vidy dile od R neZ geometricky stied stopy a od-
déluje krajni body v poméru, ktery je rtzny pro rizné stopy.
Bylo by tedy moZno volbou konstanty k£ dociliti obecné toho,
aby bod B, splynul se stfedem stopy, jen pro jediny meteor.
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Vétsinou jsou vSak whly e, dosti malé, takZze o, = s,. Neni-li pak
stopa piili§ blizko radiantu, je kvadraticky stfed jen mélo vzdalen
od geometrického stfedu stopy a tim méné li§i se navzijem po-
méry, v nichZ kvadratické stiedy déli jednotlivé stopy. Pro malé
thly miZeme nahraditi sinus thlem, coZz vede k podmince

2 8,%,2 = minimum,

ve které podle predeslého muzeme s malou chybou méfiti thly e,

Obr. 2.

od geometrického st¥edu misto od sttedu kvadratického. Ve zvlast-
nim piipadé, kdy vSechny stopy jsou stejné dlouhé, mame tedy:

2 &2 = minimum.

v

Tato podminka odpovid4 pravé metodé II, kters podle Svobodo-
vych pokust je nejvyhodné&jsi ze t¥{ jim uvaZovanych metod.
Jezto pokusy byly kondny se stopami stejné dlouhymi, vidime,
ze Svobodova metoda II odpovidd piiblizné podmince zde od-
vozené. Z toho mozno souditi, Ze mij predpoklad o stejné presném
urdeni koncovych bodu vSech stop byl pii pokusech s umélym
meteoritem aspoil pFiblizné splnén, jezto odchylky metodou II
potitanych soufadnic radiantu od soufadnic skuteéného radiantu
jsou mensf ne# jejich pravdépodobné chyby (Svoboda?).

2. Potetni metoda vyrovnévaei.

Pravdénejpodobnéjsi soufadnice X, Y radiantu roje jsou
uréeny rovnicemi (8), do nichZ je nutno dosaditi za v, z rovnic (2)
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a za P, hodnoty (7), po pf. (4'). Ciselny vypodet lze viak provésti
pohodinéji uzitim- vyrovnivactho podtu. Jedns se zde o vyrovnani
pozorovani zprostfedkujicich v piipadé, kdy uréujici rovnice jsou
nerozvinuté a vzhledem k zprostiedkujicim veli¢éindm nelinedrni.
Re¥enf obecného problému tohoto druhu je struén® naznadeno
v Helmertové uéebnici vyrovnavaciho poétut) a podrobné uvedeno
v Cutfkové Podtu vyrovnavacim.)

Uréujici rovnice zni podle (1)
@'y —n) X — (& — &) Y + &, — &n's = 0.
Budte X,, Y, ptiblizné hodnoty, které se od nejvyhodné&jsich hodnot
X=X+ Y=Y, +y (12)
li¥f o malé korekce z, y, jichZ &tverce lze zanedbati. Oznadime-li
0’y — ) Xo— (§'s— &) Yo + &', — &' =1, (13)
Ny—1n=ay, & —§& = —0b, (14)
jsou rovnice oprav
v, = a,x + by + L. (15)
Opravy maji vahy absolutnich &lent J,:

1 oL\2 1 o,\2 1 ol,\2 1 al, \2 1
lTov o (85..) P T (57%) Qf T (85',) P’ b (877,-) q

a maji za difve udinéného piedpokladu p, = ¢, = p’, = ¢’, hod-
noty '

Pp=—3 P popt Pp= (16)

M R e o

znaéi-li dy, 0'¢y vzdalenosti podatedniho a koncového bodu stopy od
piiblizného radiantu R, (X,, Y,). Druh4 rovnice (16) plati v pfi-
padé, Ze pokladdme v8echny vahy p, za stejné a klademe je rovny
jedné (srovn. (7)). Normélni rovnice sestavime podle znidmého
piedpisu:

[Poaa] « + [Poab] y + [Peal] = 0, (17)
[Poab] & + [Pgbb] y + [Pobl] = 0

a FeSime obvyklym zptsobem, ¢im% ziskime korekce z, y. Koefi-
cienty vypodteme ze zméfenych soufadnic krajnich bodd stop.
Pohodlnéji je viak ziskdme graficky na podkladé jejich geometric-
kého vyznamu: Koeficienty a,, b, jsou prosté rozdily soufadnic
krajnich bodd. Vyzna¢ime-li na mapé také bod R, sestrojime

¢) F. R. Helmert - H. Hohenner: Die Ausgleichungsrechnung nach
d. Meth. d. kleinsten Quadrate, B. G. Teubner, 3. vyd., 1924, str. 173.

5) Ceskéd matice technické (8. sp. 173), Praha 1936, odst. 46. — V- né-
sledujicim p¥idr#im se nézvoslovi i oznadeni této knihy.
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Véo,z + ¢'? jako preponu pravouhlého trojihelnika o odvésnach
O, 0w & I, jako soudin délky stopy s, a kolmé vzdélenosti R,
od stopy. Soudin je kladny, lezi-li B, napravo od stopy, uvazo-
vané jako vektor sméru souhlasného s rychlostf{ meteoru.

Uvedeny postup je spravny, pokud X,, Y, jsou dostatetné
presné, a ¢im presnéjsi jsou, tim snaze se provadi vypodet korekei
x,y. Proto je vyhodno uZiti k urdeni soufadnic X, Y, néjaké
ptiblizné metody na pt. grafické metody, kterou uvadim v nasledu-
jicim odstavei.

3. Metoda graficka.

Metoda pozorovani meteort je v podstaté metodou grafickou.
I kdyZ uréujeme polohu radiantu vypoétem, mame co d&initi
s veli¢inami, které pfimo nepozorujeme, nybrz které odvozujeme
graficky ze zakreslenych stop. P¥i tom dopoustime se novych chyb,
jezto zakreslené stopy nevyluduji jistou libovili v odhadu soutadnic
krajnich bodd. Proto hledal jsem vhodnou metodu grafickou —
odpovidajici grafickému charakteru metody pozorovaci, kterd by
dovolovala pfimo na zakreslovaci mapé sestrojiti radiant roje.
Metodu zaloZil jsem na geometrickém zdkonu duality. Podle
tohoto zdkona, jak znamo, zustavaji v roviné v8echny geometrické
véty v platnosti, zaménime-li body a piimky. V naSem piipadé
jde o stanoveni pravdénejpodobnéjsiho priseéfku piimek, které
teoreticky maji prochazeti jednim bodem. Dudlné odpovidéd této
uloze problém najiti pravdénejpodobnéjsf polohu pfimky, na niz
teoreticky maji leZeti body oném pifmkam pifslusné. Piifadime-li
tedy néjakou duélni transformaci kazdé stopé uréity bod, mizeme
piimku, na které maji leZeti vS8echny tyto body, stanoviti vy-
rovndnim linearnf zavislosti mezi soufadnicemi bodi. Dualné této
piimce odpovidajici bod je pak hledanym radiantem.

Vyhodno je voliti za dudlni transformaci polaritu, jejiz
zakladni kuZelosetkou je kruZnice. Narysujeme tedy na mapé,
ve které jsou zakresleny stopy meteort, kruznici, jejiz stied nelezi
piili8 blizko Zadné ze stop, a sestrojime zndmym zpisobem pro
kazdou stopu jeji p6l vzhledem k narysované kruZnici.®) Tim do-
staneme Fadu bodu, které p¥iblizné lezi na piimce, jejiz p6l vzhle-
dem k dané kruznici je jiZ hledanym radiantem roje. Nejvyhodné&js{

¢) Protina-li (prodlouZend) stopa kruZnici, je jejim poélem pruseéik
tefen ke kruZnici, sestrojenych v pruseéicich stopy s kruZnici. Neprotiné-li
stopa kruZnici, sestrojime primér kolmy ke stop® a na ndm bod, ktery
tvofi s patou kolmice a koncovymi body priméru harmonickou é&étvefinu.
Konstrukei $tvrtého bodu harmonického provedeme znémym zplisobem
moci rovnob&Zek vedenych koncovymi body priiméru, je¥ protneme p¥ié-
ou jdouci priseffkem priméru se stopou.
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polohu této pfimky najdeme nejsnaze nékterou z grafickych metod
vyrovnavacich.?) _

Tim by bylo grafické feSeni problému provedeno, kdybychom
znali vahy jednotlivych péla stop. Obecné odpovéd na tuto otdzku
neni jednoduchd, nebot vahy pélu stop zavisf také na volbé kruz-
nice. Zavedenim vah by tedy grafickd metoda pozbyla na své jedno-
duchosti a tim také na své vyhodnosti. Chceme-li, aby byla jedno-
. ducha, musime se spokojiti s mensi pfesnosti. Proto uéinim pied-
poklad, Ze p6ly vSech stop maji stejnou vahu, ktery vede
k pohodlné grafické metodsé, jiz lze uziti jako metody p¥ibliZné.
Nezjistujeme-li totiz vahy bodi, je zbyteéno piesné je vyrovnavati
a sta¢i k stanoveni polary radiantu néktera metoda pFiblizn4,
éimz se konstrukce velmi zjednodusi.

Vhodné je zde na pi. piibliznd metoda vyrovnéani linedrni
zavislosti, kterou jsem odvodil v odst. 1. jiz citované prace3), pii
¢emz jsem ukazal, Ze lze ji upraviti na metodu grafickou (l. c.,
str. 70). Postup konstrukce je nésledujici: Rozdélime vSechny hody
do dvou stejné podetnych8) skupin kolmici k odhadnutému sméru
vyrovnané piimky a sestrojime tézi§té prvni i druhé skupiny bodd.
Spojnice obou tézist je pribliznd poloha vyrovnané p¥imky. Kon-
strukei tézisté kazdé skupiny provddime nejsnize postupné, se-
strojujice nejprve tézisté dvojic bodt a pak t&zi¥té téchto t&zist),
kterd pak maji vdhu dvojndsobnou atd. Konstrukce je témer
stejné jednoduché i v piipadé bodi rizné vahy.

4. Piiklad.

K objasnéni uvedené metody provedu uréeni radiantu z deseti
zakreslenych stop umélého meteoru, pozorovanych prof. Svobodou
na astronomické observatori deského vysokého udeni technického
v Praze. Obraz 3 pfedstavuje mapu s pravotihlou soufadnou
soustavou primek. Zakreslené stopy meteoru jsou oznadeny &isly
1 az 10, umisténymi u koncovych bodi stop opatfenych Sipkami
udévajicimi smér letu. Na map& byla provedena konstrukce pfi-
blizné polohy radiantu grafickou metodou popsanou .v odst. 3.
Body oznadené 1 aZ 10 jsou pély stop I az 10 vzhledem ke kruz-
nici K opsané kolem stiedu S. Bod I je t&Zist& levé poloviny bodi,
t. j. pola: 2, 7, 9, 1, 10 a bod IT je t&zit& pravé poloviny, t. j.

7) Viz na p¥. %) odst. 57.

8) Je-li potet bodi lichy, vedeme kolmici prostfednim bodem a po-
¢itéme jej do obou skupin s poloviéni vahou. Majf-li viak body jedné skupiny
vétEi odchylky ne# body skupiny druhé, pfipojime lichy bod ke skupind
prvni. Podobn& je nutno (i v pfipad$ sudého podtu bodd) vziti do jedné
skupiny vice bodi, jestlife vykazuje znatnd vét¥ rozptyl ne¥ druhé a to
tak, aby t&Zi&t® obou skupin byla uréens p¥ibliZns se stejnou st¥edni chybou.
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pola: 5, 3, 4, 6, 8. P6l R, spojnice r, bodi I a Il vzhledem ke
kruznici K je pfibliznym radiantem roje.

K zjidténi pravdénejpodobnéjsi polohy R radiantu wuzil jsem
vyrovnavaci metody uvedené v odst. 2. Za pfiblizné hodnoty
X,, Y, zvolil jsem soufadnice bodu R, odeétené na mapé:

X, = 11,31°, Y, = 4,73°. (18)
S—
A —
L &
9 2 8
N /1% o
0 \’;\ - 7. ‘ . \
~ 7 ’ -
& 7
5 ,‘ 91 \?;’110 //
N S ba\\\
. ~N N —= :9 8
- ” ‘\
/%a T TN
] 3
4,. .
| | ™~ |
| B L1 l ~w
5 0 ] 75 20 23°
Obr. 3.

K sestaveni normalnich rovnic (17) pro korekce z, y je tieba uréiti
veli¢iny @, by, I,, Py, definované rovnicemi (13), (14), (16), podle
nich% lze je po&itati ze soufadnic krajnich bodu stop odeétenych
na mapé. PohodIné&jsi je odvoditi jejich hodnoty pfimo z mapy.
Pro a,, b, je to velmi snadné. Plocha [, je rovna soudinu z délky
stopy a jeji kolmé vzdalenosti od R, a je kladnd, kdyz R, lezi
napravo od stopy, divime-li se ve sméru Sipky. K zjisténi P,.
zméfime pieponu pravoihlého trojuhelnika o odvésnich RyA,,
R,A',, umocnime na druhou a vezmeme prevratnou hodnotu.
Timto zpisobem ziskané hodnoty podévé niZe uvedené schema
vypodtu. Pfi tom jsou viechny velidiny méfeny ve stupnich a za P,
byly pro pohodlnéj’di vypodet vzaty hodnoty dané druhou rovni-
ci (16) ndsobené stem. Odchylky v,, nutné pro vypodet stiedni
chyby, potitany byly po rozfefeni normalnfch rovnic podle
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vztahu (15). Dosazenim soudt, uvedenych v pdslednim Fadku,
do rovnic (17) obdrZime normé&lni rovnice:
139,92 + 23,6y — 2,4 = 0,
23,62 + 274,9y — 13,4 = 0,
jichZz feSenim plynou korekce
x = 0,009°, y = 0,048°, (19)

Schema vypodétu.

» a | b ! | P, |Pyaa| Pyab | Poal|Pobb| Pyl | Poov
1 |+2,0/+3,5—0,40 4,30 | 17,2(+30,1|—3,4| 52,7— 6,0}—0,22 0,20
2 |+3,8—0,2—0,57| 1,84 | 26,6/ — 1,4—4,0 0,1|+ 0,2}—0,55| 0,57
3 | —1,01—4,2|+0,60| 3,02 3,0|+12,71—1,8| 53,3|— 7,6]+0,39| 0,47
4 |—2,0|+4,0] 0,005,26| 21,0—42,1] 0,0 84,2 0,0]+0,08| 0,03
5 |+1,9|+4,0/40,15| 2,94 | 10,6|-+22,3|+ 0,8 47,0+ 1,7|+0,26| 0,20
6 |+2,1/—4,2(4+0,80|1,03| 4,5/— 9,1|+1,7 18,2|— 3,5{+0,61] 0,39
7 |+3,7/40,2(+0,74] 3,02 | 41,3+ 2,2(+8,3 0,1|+ 0,4|-+0,78| 1,85
8 |+25—3,5—3,11/ 0,41 | 2,6/— 3,6/—=3,2| 5,0+ 4,5|—3,26| 4,35
9 |+3,3/+2,5(+0,26/ 1,09| 11,9+ 9,0{+1,0| 6,8+ 0,7|+0,41} 0,19
10 [—1,71—3,7|+1,87/0,55| 1,6|]+ 3,5|—1,8| 7,5|— 3,8/+1,68 1,55
[] | | 139,9 +23,6]—2,4 274,9]—13,4 9,80
Stfedni chyba jednitky vahy
[Pom’]
=4+1,1°
10—3  +
a vahy korekei
Pab]? [P,ab]?
Py i = 138, p, = [Pbhb] — 21— = 271,
[ ] [Pobb] pll [ 0 ]

[Poaa)
takze jejich st¥edni chyby '

= 4+ 0,09°, my = = = 4 0,07°.
sz Py

Pravdénejpodobnéjdi soufadnice radiantu jsou tedy podle (12),
(18) a (19):

X = 11,32° 4 0,06°, ¥ = 4,78° - 0,05°. (20)
K soufadnicim pfipojené pravdépodobné chyby jsou vét8i nez
korekce (19); vidime tedy, Ze v tomto pifpad$ pfiblizns graficks
metoda diva dostateéné presny vysledek. Svobodova metoda II
vede k vysledku [2) groupe 7]

X' = 11,37°, ¥' = 4,78°,
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tedy v mezich pfesnosti tplnd shodnému s hodnotami (20), coz
odpovidd difve zjifténému vztahu obou metod.

Z predeslého pifkladu je patrna uZitednost grafické metody.
I kdy? se nespokojime s vysledkem, ktery poskytuje sama o sobé,
usnadnf zna&né sestaven a fefenf normélnich rovnic i urdeni chyb,
jezto lze se omeziti na zcela maly podet mist.

]
Sur la détermination du radiant d’un courant météorique observé.

(Résumé de larticle précédent.)

En appliquant la méthode des moindres carrés au probléme
du calcul du radiant d’un courant météorique, on obtient des
résultats différents suivant les poids adoptés pour les trajets
observés. M. Svoboda a étudié le probléme au moyen d’expériences
faites sur un météore artificiel') et il a trouvé comme étant la plus
exacte la méthode fondée sur la supposition que la somme des
carrés des angles, dont il faut faire tourner les trajets dessinés autour
de leurs centres pour les faire passer par le radiant, est minima.2)

Dans cet article, j’envisage la question de la détermination
du radiant du point de vue théorique, en me plagant dans I’hypo-
thése que les coordonnées des extrémités de tous les trajets, obtenus
par l'observation, sont d’égale précision. Par la, je parviens a
une condition qui, en cas de trajets d’égale longueur, se réduit
& peu prés & celle trouvée par M. Svoboda comme la plus exacte.
Pour pouvoir y appliquer les méthodes de compensation connues,
on a besoin de valeurs approchées des coordonnées du radiant.
On les obtient, par exemple, en se servant de la méthode approxi-
mative graphique que j’ai imaginée dans ce but: On trace une
circonférence convenablement choisie et 1’on construit, pour chaque
trajet météorique, son poéle relatif & la circonférence. Comme tous
les trajets pointent — approximativement — vers le radiant du
courant, leurs poles sont alors sensiblement placés sur une droite
a savoir la polaire du radiant. Il suffit donc de trouver d’une maniére

. quelconque la position de cette droite et de construire son pole,

pour avoir le radiant cherché. On obtient facilement la position
de la polaire par le procédé approximatif suivant: On divise les
361es des trajets en deux groupes égaux et ’on construit les centres

e gravité de chacun d’eux. Ceci fait, la droite, qui joint ces deux -
centres, est la polaire du radiant approximatif. En terminant

_D’article, je montre par un exemple numérique que la méthode

graphique, dont je viens de parler, donne elle-méme, dans le cas
présent, les coordonnées du radiant avec une précision trés satis-
faisante.
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KRUH, svazek 12.

UVOD DO
INTEGRALNIHO POCTU

Napsal dr. VOJTECH JARNIK, profesor Karlovy university v Praze
8° 168 str. 12 obr. 1938 Broz. Ké& 26,40

Kni?ka je mySlena jako prvni uvod do integrélnfho poétu pro
zabhtetniky, a to jako pokratovéni Kosslerova Uvodu do poétu diferencisl-
niho (Kruh, 4). Pfedpoklads, Ze étena¥ ovlada latku obsaZenou v Kossleroveé
spisu, pfes to vSak opakuje v I. kap. n8které véci z této kniZky a pFipojuje
k nim doplhiky. Kap. II—V se pak zabyvaji integralnim poétem, pii ¢emZ
se zésadnd omezuji jen na reélns &isla. Cvileni (85) jsou volena vétSinou
jako bezprostfedni aplikace vyloZené latky.

Je to spolehlivy a pfi tom snadno srozumitelny vyklad prvnich po-
Satkd integrélntho podtu a tvo¥fi s Késslerovou kniZkou nepostréadatelnou
pomiicku pro viechny, ktefi chtdji vniknouti do zékladi diferencidlniho
a integrélniho poétu.

PRAVE VYSLO
Prof. dr. Karel Rychlik

Uvod do pocltu pravdépodobnosti.
4° VI, 144 str. © 1938 Broz. K& 30,—.

Dodd kakdy knihkupec nebo nakladatel
Jednota Ceskoslovenskyeh matematikii a fysikdi v Praze.
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