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Zvlastni linearni zobrazeni p¥imkového prostoru
v mnoistvi bodovych para roviny.
Josef Klima, Brno.
(Doslo dne 23. prosince 1936.)

V pojednani ,,0 jistém linedrnim zobrazeni ptimko-
vého prostoru v mnozstvi bodovych paru roviny“ ve
Véstniku Kralovské éeské spoleénosti nauk, roé. 1936 v odstavei 31
poukazal jsem na nejzajimavéjsi zvlastni pfipad tohoto zobrazend,
o némz bude zde pojednano. Pojednani toto v dalsim ozna¢im vidy
pismenou Z s &islem piislusného odstavce.

1. Za zakladni dva komplexy linearni zvolime zde shodné
komplexy X,, Z,, jichz osy O,, O, lezi v obrazné = a jsou vzijemné&
kolmé (obr. 1). Parametr obou komplext budiZz oznaéen + d, t. j.
jejich paprsky jsou normélami Sroubovic pravotodivého Sroubo-
vého pohybu o redukované vysce d. Levotodivé komplexy X, X,
jsou v involuci a svazek jimi uréeny m4a za zdkladni linedrni kon-
gruenci 7';,, rotaéni kongruenci o hlavnim paprsku Z | » v pri-
setiku (0,0,). V obraze 1 vyznaden kolmy primét na obraznu
7 = (0,0,). Jezto nulové body p,, p, roviny = jsou Gbéinymi body
os 0,, O,, prechazi zde karakteristickd projektivita I7x obecného
ptipadu v involuci na Gbé&iné pfimce X, roviny =z, o niz lze se
snadno presvédditi, e mé samodruzné body v kruhovych bodech
+ 4, — i roviny z. Ridici p¥imky 1D, 2D kongruence 7', jsou zde
imaginarni druhého druhu a sice jsou minimélnimi v rovindch
vzdalenych od z o délku + %, a — ¢, z nich pak prva jde bodem -+ ¢
a druhd — 4. Obrazy libovolné p¥imky jsou v stopnicich konjugo-
vanych polar této pfimky vzhledem k zakladnim komplextm na z.
Piimky roviny g || 7, vedené ve vzdalenosti z od 7z, maji tytéZ tbézné
obrazy 7y, 730 & sice v nulovych bodech (pélech) roviny p vzhle-
dem k X, a Z,.

Pél 7, je v Gbéiném bodé paprski komplexu X, leZicich
v roviné g, jez svirajf s osou + O, thel «, jeho# tg o = %— Zvolme

stfedové promitini o stiedu s, lezicim na ose Z kongruence 7', ,,,
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prumétné z a distanci ss® = d nad z. JestliZe je s’ priseéik osy + O,
s distanéni kruzZnici K% tohoto promitini, a pfeneseme-li vzdéle-
nost z roviny g od x a sice kladné z (nad x) ve smyslu — O, od hlav-
nfho bodu s° do bodu 7/, tu 7's’ udava smér paprski komplexu 2,
v roviné g a tedy pél 7,,. POl 750 roviny ¢ ke komplexu X, je ve
sméru kolmém k sméru uréujicimu r,,. Body 7 roviny ¢ zobrazuji se
v pary kolmic R,, R,, jez jdou ab&znymi body 7, resp. 7y,. PHimky
trsu 7 maji prvé obrazy na R, a druhé na R,.

Obr. 1.

Uréeme obrazy a,, a, libovolné piimky 4, jez je déna v st¥edo-
vém promitani (s, n) stopnikem a a GbéZnikem a®,. V rotaéni kon-
gruenci 7',, je pfimka rovnobéina s A4, jejiz stopnik je v otodeném
abéZniku ay, ktery vznikne z Gbéiniku a?, otodenim o 90° ve smyslu
+ kolem hlavntho bodu s°. Stopnik a pfimky 4 mé obrazy v pfim-
kach 4, = ap,, a Ay = apye a Ub&iny jeji bod a, v piimkéach
A = aupyo & AY% = aupw. V pruseticich (4,4,%), (4;4;%) jsou
obrazy a,, a, piimky 4. Z konstrukce obrazu a,, a, piimky je téz
patrno, jak obricené od obrazu a,, a, pfejdeme k pfimce A v pro-
storu. Zaménime-li obrazy a,, a; a oznalime a'; =a, a a'y = aq,,
tu piisluind pifmka A’ odpovidd piimce 4 v zborcené involuci
o imag. ¥dicich p¥imkach 1D, 2D. Splyva-li ¢, = ay = au = a na-
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leZi ptisludna pifimka A rotaéni siti 7'y,,.1) Piimky komplexu X, (ZXy)
zobrazuji se v pary bodové, jichZ spojnice jde bodem Pyp(Prw).
Tomuto zobrazeni vymykaji se pfimky rovnobéiné s obraznou .
Tyto piimky uréujeme vidy dvéma jejich body, jichZz prvé a tudiz
i drubé obrazy jsou spolu rovnobé&zny. P¥imky B, . . ., kolmé k piim-
ce A, musi miti otodeny abéznik b, na antipolife A ototeného
abéiniku a, pfimky 4 vzhledem k distanéni kruznici K¢. V obraze 1
zvolena pi{mka B tak, aby se protinala s 4 v bodé ¢, takZe spojnice
ab, = Q,, ab, = @, co obrazy téhoZ bodu ¢ jsou k sobé kolmy. Jak
uréily by se obrazy c,, ¢, pfimky, jdouci bodem ¢ kolmo k (AB)
ponechava se &tendafi.

2. Rovina ¢ (obr. 2) zobrazuje se v podobnost (¢) dvou poli
7y, 7y, jeZ jsou soumistné v z a jejichz odpovidajici si pfimky jsou

k sobé kolmé (Z, 4). Takovou podobnost (¢) mozno uréiti na pr.
samodruznym bodem e, a parem bodid @,, a, za podminky, Ze
€95 | el,,aq, ]ezto primky E, A se protinaji. Stopniky a. e,
piimek 4, K, . . . roviny ¢ jsou na jejf stopé P, a ototené ubézmk3
O; €y = el_,, ....na otodené tb&inici U, | P,. Z obrazu. patrno,
jak k libovolns zvolenému obrazu a;(a,;) sestroji se odpovidajiof
as(a,), déno-li P,, U,. Lze. tudiZ rovinu & urditi zde téZ vzajemné
kolmymi pfimkami P,, U,. V obrazci vyznadeny obrazy libovolné
piimky B(C) roviny &, jeZ néleZ{ komplexu 2;(Z,), patrné byby ||
| Oy(ci04 || Og). Prissedik e,,, je obrazem pifmky £ kongruence 7'y,
jez je v rovind e. PHimky P,, U, jsou obrazy nulového bodu le(%e)
roviny & vzhledem k X(ZX,). Pomér podobnosti k& = e, : e,¢; =
= €y : 48, . . . Pro (e) je tyZ pro viechny roviny, jei jdou tymz

1) ‘L. Eckhart: ,,Eine Abbﬂdung der linearen Strahlkomplexe auf dle
Ebene‘“ ve zpravich Videtiské akademie, ro¢. 1918.
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b&Znym bodem v m na X, a které maji stopy rovnobéZné.
Pimky N kolmé k roving ¢ maji tyZ otodeny Gb&znik n,, ktery je
antipélem ototené ubéinice U, vzhledem k distanéni kruznici K¢.
Obrazy n,, n, libovolné kolmice zvoleny na obrazech N,, N, ib&z-
ného bodu n, téchto kolmic libovolns&. .

Roviny jdouci nulovym bodem p,(p,) obrazny = vzhledem
k Z,(ZX,) zobrazuji se v singuldrni podobnost prvého ¥adu, jejiZ
singulérni bod v prvém poli 7, (v druhém poli 7,) je nulovy bod té
roviny k X;(X;) a singulédrni pfimka v druhém (prvém) poli je Gb&zné
piimka X,. Roviny rovnob&né s s zobrazuji se v singulédrni
podobnost druhého fadu, jejiz singularni body i pfimky jsou
ubéziné.

Obr. 3. Obr. 4.

V obr. 2 dina je$té rovina ¢ stopou P, a otodenou tbéznici U,
i lze snadno urditi obrazy 7, 7, prisednice R = (ep) znajice jeji
stopnik 7 = (P,P,) a ototeny tib&#nik r, = (U,U,). Dana-li by byla
jesté tieti rovina y a uréili bychom jest& obrazy priisednic (ey), (pp)
tu musely by prvé obrazy viech t¥#{ priseénic byti na pfimce a druhé
obrazy téZ na piimce kolmé k prvé, jeito tyto piimky byly by
obrazy ﬁrﬁseéiku (eqy).
3. Refme nékteré tlohy tykajici se vzajemné polohy
bodu, piimky a roviny. o
_ a) V obr. 3 sestrojen pruseéik z roviny &(P,, U,) s pFim-
kou A (a,, ag). V roviné ¢ myslime si piimku K, jejiz k, = a,,
ffkejme prvou kryci pfimku s 4. Piimky K a A4 jsou rtznobézné,
lezice v téZze nulové roviné komplexu X, a proto ke, = X;a X, |

1 X,. Kdyby rovina ¢ byla rovnobé&zna s = ve vzdalenosti 2, znali
bychom ihned smér obrazu X, podle obr. 1 ve spojnici 8'7’. -

. b) V obr. 4 uréeny obrazy p¥itky X, jdoucif bodem p (P, Py)
k mimobézkdm 4 (a,, ay), B (b, by). Piimka A s bodem p urduji
rovinu &, jeZ zobrazuje se v kolmou podobnost (¢) danou (P, @) ~
~.(Py, ay). V roving & zvolime podle a) prvou kryci p¥mku' K
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s pHimkou B (k, = b,) a urdime jeji druhy obraz k, jako odpovidajici
bod ke k, v (¢). V obr. 4, je agk, | ak, a jsou-li priseéiky téchto
kolmic s P, a P, body m,, my, tu musi meask, ~ m,a,k,. Nebo na
P,, P, zvoleny odpovidajici si body 7y, 7, (agry | ayr) a tu reky, |
| 7k,. Prisetik x = (¢B) ma obrazy X, = bk, a X, | X, bodem b,.
Hledans pfitka je X = (xp), pfi éemZ je kontrola a,z, | a,z,.
Kdyby piitka mimobéiek 4, B méla byti rovnobéina s piimkou
C (¢, ), tu bod p piedchoziho piipadu piesel by v Gb&iny bod
-piimky C, t. j. obraz P, 8el by bodem ¢, rovnobézné s O, atd.

¢) Ctyii mimob&iky A4, B, C, D maji obecné dvé ptitky
X, Y, nemaji-li polohu hyperboloidickou. Zobrazime-li tyto ptimky
druZinami a,a,, b,b,, ¢,¢s, dyds, 2,25, Y1y, tu promitajise body a,, by, ¢;,
d, z z, (y,) paprsky, jez jsou kolmy k spojnicim bodu z, (y,) s odpo-
vidajicimi body a,, by, ¢,, d,, 1 Yei nam druziny z,,, ¥y, zajimavou
planimetrickou Glohu. :

Obr. 5.

PFi¢ky mimobéZek v nafem zobrazeni uréime obvyklym zpua-
sobem. Na piimce C zvolime t¥i body m, n, p a promitneme je
z mimobétky A4 na piimku D do bodd m,n,!p a z B na tutéz
pifmku D do bodu 2m, 2n, 2p. Samodruzné body z, y projektivnich
soumistnych fad minlp A *m2n?p nalezeji hledanym pfickam.

V obr. 5 zvolen bod m tak, Ze rovina (mA) jde pélem obrazny =
k X, takie M, = c,a, a prvy obraz bodu m je M, = a,d,, kdeito
druhy obraz 1M, netieba rysovati. Obraz 2M, obdrifme podle b).
Podobné vhodné& zvoleno N,; = b,c, a P, = bycy a sestrojeny prvé
obrazy N,, 2N, a'P,, 2P,. SamodruZné paprsky X,, Y, projektivnich
soumfstnych svazka d; AMN,'P,) A d, (*M,2N,*P;) jsou prvymi
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obrazy bodi z, y, druhé pak obrazy X,, Y, jdou bodem d, kolmo
k prvym obrazim. Sestrojenim piidek z bodu z, y k 4, C tim, Ze
uréime prasediky rovin (2C) a (yC) s A dospivame k obrazim
X%, Y1Ye jeZ Tesi téZ vytknutou planimetrickou tlohu.

4. Linearni komplex I' zobrazuje se v korelaci (I") jez obsa-
huje involuci, uréujici absolutni body na abéiné piimece X (Z, 14).
Pélova kuZelosedka je zde kruznici C2? (Z, 18) (obr. 6) a jeji body
jsou koincidenéni s odpovidajicimi piimkami v (I"). Prvy obraz z,
sdruZené polary X k piimce X, vzhledem ke I', odpovida v (I)
ab&zné piimce X o, (Z, 14). JeZto spojnice bodu 2, s kruhovymi body
dotykaji se polarné kuzelosetky I je x, ohniskem kuzelosecky I'™.
Stejné druhy obraz x, polary !X je ohniskem kuZeloseéky I Koin-
cidenéni kuzelosetky v korelaci (I") dotykaji se dvojnasob a spoleé-
ny po6l dotyéné tétivy k obéma témto kuzelose¢kam ma splyvajici
odpovidajici ptimky v (I') a je tudiZ na X, jezto piimka tato obsa-
huje involuci konjugovanych
bodi v (I'). Prochdzi tudiz
spojnice x,x, stfedem c¢ kruz-
nice C? a prumér na této spoj-
nici je hlavni osou kuZelosetky
I'?. Kuzeloseéka I je hyper-
bolou (elipsou), jestlize z, je
vné (uvnitf) kruznice C2. Kdyz
z, a tudiZ i z, je na C?je kom-
plex I' specidlnim komplexem
sestavajicim z pritek pifmky
1X. Dospivame tak k zobra-
zen{ linearnitho komplexu v pr-
vek bod — kruinice podle
Eckharta.l) Zvolime-li prvy
obraz a, paprsku 4 kom-
plexu I', odpovidé mu v (I") oo? Obr. 6.
druhych obrazu, jez jsou body
odpovidajici piimky A,, ktera je chordalou kruznice C? s kruznici
opsanou nad primeérem a,z, Tedny ke kuZeloseéce I'? (v obr. 6 je
to elipsa), jeZ ma ohniska z,, #, a C? za kruZnici nad hlavni osou,
potitame-li k poli z,, a ozna¢ime je M,;, N,, maji odpovidajici body
v (v pruseéicich Mg, Ny & sice musi xgmg | M, a xgn, | N,. Jest
totiZ na pf. xym, odpov. piimkeu k ab&nému bodu pHmky M,
a musf jiti konjugovanym bodemm v IIx. Jestlize bod a, oznaéime
jakozto druhy obraz b,, jsou prvé obrazy na piimce B,, jeZ je chor-
délou kruZnice C? s kruZnici opsanou nad bz, jakoito primérem.

6..V obr. 7 ukdzano jak k pfimce @ dané obrazy ¢,, ¢, se-
strojime obrazy l¢,,1¢, sdruzené polary 1Q vzhledem ke
komplexu I', danému podle odstavce 4 kruznici C? a obrazy z,, Z,.
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Primky komplexu I', jeZ protinaji @ protinaji téZ Q. P¥imka B
komplexu I, jejiZ prvy obraz b, je v ¢, protina @ a ma druhy obraz
v libovolném bodé odpovidajici piimky B, | b,z,. Jezto viechny
tyto pifmky B musf protinati téz 1Q, je ¢, na ¢,z, a g, na B,. Stejné,
ozna¢ime-li g, jakoZto a, je prvy obraz a, pifimky A komplexu I’
vazan na odpov. piimku A4, | .4, a ze stejnych divodd musf g,
byti na 2.9, a ¢, na 4,. Tim jsou obrazy 1q,, g, konjugované poliry
1@ urdeny. Oba pary X 'X, Q'Q konjugovanych polar maji polohu
hyperboloidickou a proto prvé obrazy g, z,,'q; jsou na piimce
a stejné druhé obrazy a sice jest ¢,2,'q; ~ q.2,'q, (Z, 20).

Obr. 7.

6. Kdybychom méli uréiti poldrnou rovinu ¢ bodu e (%,, E,)
vzhledem ke komplexu linedrnimu I'(C?, z,2,), zvolime v trsu
o stiedu e libovolny paprsek @, na pf. ten, ktery nalez{ kongruenci
T,.5, jeho oba obrazy splyvaji v prusetiku ¢,,, = (E,E,). Konjugo-
vané polara 1Q ku @ je v roviné ¢ a tudiZ jeji obrazy lg,, 1¢, sestro-
jené podle odst. 5 uréuji's E, pifpadné E; podobnost (¢). Obdobn&
si potindme p¥i uréeni pélu f roviny ¢ (P, Uy). V roviné ¢ zvolime
opét pfimku @ na p¥. opét tu, jez nalez{ kongruenci 7,4, stanovime
jeji konjugovanou poldru ku I' a jejf priseéik s rovinou ¢, uréeny
podle odst. 3 a) je hledanym pélem f.

. 7. BudiZ v obraze 8 sestrojiti obrazy o,, 0, osy O lineér-
niho komplexu I'(C? z,7,). Ub&né pHmky maji tytéz dva
Obrazy 8«0, 830, kde 8, = p,, .8y = p,. "Konjugované k nim polary
majf ty% Gb&ny bod s, jehoZ obrazy jsou S, = 2,80, Sy = Zy8ya-
Prisedik s, = (S,5;) je otodenym tb&Zinikem v¥ech primért kom-
plexu a tedy téZ osy 0. Osa O je konjugovanou polérou ab&zné
piimky roviny ¢ kolmé k sméru pruméri. Otodend GbéZnice U,
roviny g je tudiZ antipoldrou k s, vzhledem k distanén{ kruznici K.
. Na bé&iné piimce roviny ¢ zvolime dva body m, n, jejichZ nulové
roviny u, » protinaji se v hledané ose O. Vyhodné je zvoliti obraz
M, = 8; a Ny = 8,, jeito nulova rovina u (») jde nulovym bodem
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Ps (1) Toviny n k X, (X)). Singulérni body v koneénu podobnostf
(#), (») jsou obrazy osy O. Bodem m (n) zvolena p¥mka @ (R) na pk¥.,
ktera néleZ{ T,y a uréen druhy (prvy) obraz g, (ir;) konjugovansé po-
lary 'Q (*R) a tu o, = 17, 0, =1q,.

Obr. 8.

8. Jestlize polara *X b&iné osy X, roviny z vzhledem ke
komplexu linedrnimu I' ndle%f koincidendni kongruenci T,
takZe x; = =, je v stfedu ¢ kruZnice C?, tu korelace (I') pfejde
v polaritu vzhledem k C2. Komplex I je invariantnf vzhledem
k zborcené involuci o imaginirnich oséch 1D, 2D, t. j. obsahuje
tyto osy a komplex I' je v involuci k obéma zékladnim komplexém
2y, X,y (Z, 28). :

,Kruznice obrazny s jejich stfedy zobrazuji ndm
linedrni komplexy trojmocné soustavy linedrnich kom-
plexi, jeZ jsou v involuci k svazku zédkladnich komplexd
(£12,).

. Obrazy 1q,, ¢, konjugované
polary '@ k libovolné piimce @
(obr. 9) urdi se stejnd jako v ob-
raze 7; snadno z obrazce vyplyvéa
Ze 1¢,'q, || ¢195. Nélezi-li Q ke kon-
gruenci 7',y z konstrukce ihned
plyne, Ze i 1Q je v T,,, a proto ~
komplex I'" obsahuje pHimky 1D,
). S

9. Obsahuje-li linearnf
komplex I' osu X, ale nena-

Casopis pro pistovéni matematiky a fysiky. 9 121



le%f svazku (ZX,2,), pfejde kruznice C? v pfimku C (obr. 10)
a body z,, z, jsou b&zné a neodpovidaji si v absolutni involuci /7y
(Z, 18). Body t,w, 8, odpovidajici v ITx bodiim #, = %30 a 8 = ¥
jsou singularnimi body centralni korelace (I"). Libovolnému bodu a,
odpovida piimka A, svazku 8,0, kters se spojnici a,t,,, protini se na
pimce C a naopak bodu b, odpovida paprsek B; prochazejici
bodem ¢, a protinajici se se spojnici s,b, na C. V obraze 10 vyznade-
.na konstrukce obrazi lg;, 1g, polary 1Q piimky @ o obrazech g, g,
vzhledem k linedrnimu komplexu I, jez vyplyva z konstrukce

Jae odst. 5. co? linearnich komplexu

I obsahujicich osu Xwo, zobra-
0, $4. zuje se v oot centralnich kore-
E laci, jejichZ singularn{ body ¢,

I
K80 | » iy O u
= B Kog S, jsou na ubéiné p¥imce a od-

povidajici singularni paprsky
protinaji se na piimce C v ko-
neénu.
Jestlize e, %300 0dpovida si
v absolutni involuci ITy, je pii-
slusny linearni komplex speci-
4lni a sestavad z pricek primky,
jez protina osu X, a je vroviné
Obr. 10. rovnob&zné s obraznou z, jejiz nu-
lovy bod vzhledem k X, je v Zw.
V ptipadé pak kdy mimo to pimka C je kolma k sméru z;,
(%20), dostavame dvojndsob singuldrni korelaci, jejiz singuldrni
piimka v druhém (prvém) poli je C a v prvém (druhém) poli
ubéina piimka; singularni body jsou v prvém poli abé&Zny bod
na C (%6) a v druhém poli z,, (Gb&Zny bod na C).
10. Necht v piedchozim piipadé splynou body z,. z,
v témz Gbéiném bodé&, komplex I" obsahuje osu X a nenalezi-li
svazku (X}, 2,) mé korelace (I') koincidenéni pfimku C. jez je
kolma k sméru 2,, = 2,,. Korelace (I') je centralni o spole¢ném
stfedu v abé&Zném bodé #,, = sy na piimce C a charakteristickd
projektivnost obou svazku je takd, %e samodruzné paprsky jsou
v C a X,. K urdeni obrazu takového komplexu stadi mimo prim-
ky C znéti jesté obrazy a,, a, jedné jeho pHimky A, &im? projektiv-
nost tato je dana. Patrné vzdalenosti bodu v prvém poli a odpovi-
dajici pffmky v druhém poli od piimky C jsou v konstantnim po-
méru k. Pro k = — 1 dostdvame obraz linedrniho komplexu,
ktery je v involuci k svazku (X, %,) (odst. 8) a (I") je centralni invo-
lutorni reciprocitou. »
Pro k = 0 je (I') dvojnésob singuldrni o singuldrni p¥imce C
v prvém.poli a X, v druhém poli.
Nalezfi-li linearni komplex I' pfedchoziho ptipadu
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svazku (2,2)), tu tio = 80 (Z, 17) a tedy t6% 2, = Zyw & Oba
svazky singularnich paprska splyvaji. V obr. 11 vyznaden tento
piipad, jakoZ i konstrukce obrazi lg,,lq, polary 1@ k libovolné
pfimee Q. Pro zékladni komplex X, je t, = s, = pyeo a pro X, pak
t, = 8 = p; (odst. 1).
Cty¥mocnou soustavu
linearnich komplexi obsa-
hujicich osu X, ozna¢me
pro dal§i £ a trojmocnou
soustavu z téchto, pro néz
Ziw = Tye Oznatme 53,

-

EZ7AAN
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Obr. 11. Obr. 12.

11. Uvazujme o dvou linedrnich komplexech I', I urde-
nych v obraze prvky C, z,;z, a (', 2';2'y (obr. 12). Komplexy ty
uréuji svazek linedrnich komplexi, jez obsahuji jejich spoleénou
linedrni kongruenci (I'I), kterd mé s kongruenci 7T,, spoleéné
piimky M, N, jejichz obrazy jsou v prisedicich m,.,, n,,, kruznic
C?, C"%. Dalsi komplexy I'* svazku majf za pélovou kruZnici O*2
kruznici svazku (C2C"?) a obraz z,* je na p¥imece I = 2y a 2y
na piimce II = xya’y a sice fada z,2",7,% ... na I je podobnou
s fadou x,x'yx,* ... na II. Ubéiné body piimek I, 11 prisluseji
totiz ke komplexu svazku, ktery obsahuje tb&mou pimku X
a jehoZz koincidendni kruznice prechézi v piimku My ,9M,s SVazku

(C2C"®) (odst. 9). Sttedy c,c’, c¢X,... krugnic €2, ("2, coxe . .
tvoif fadu 8 (c, ¢/, ¢, ...) podobnou s fadou I (a,, 'y, 1% 5« )-
Spojnice z,x,, &'s&'y, ¥,*2,%, . . . obaluji parabolu dotykajici se

piimek I, S, I1. Svazek linedrnich komplexii obsahuje dva speci-
alnf komplexy sestdvajicf z ptidek piimky A, p¥padng B. Urdeme
obrazy a,as, bib, piimek A4, B! K tomu uzijeme toho, %e piimky
4, B jsou konjugovanymi polérami k ob&ma komplextm I, I".
Body a,, b, jsou na.I a ay, b na II. K libovolnému bodu x,* na I
nélezf uréity bod 2, na I1 a body ty jsou obrazy konjugované polé-
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ry 1X* osy X vzhledem ke I'%. Konjugované polary k piimece 1X %
vzhledem ke I" a I splyvaji jen tehdy, kdyZ 1X x splyne s 4 nebo B.
Meéni-li se komplex I'* ve svazku (I'I") budou prvé obrazy konju-
govanych polar k piislusnym piimkam XX vzhledem ku I' a I
tvoriti na piimce I dvé projektivni fady, jichz samodruzné body
jsou v obrazech a,, b, ¥idicich pfimek kongruence (I'I"). Druhé
obrazy a,, b, 1ze obdobné dostati anebo na zakladé toho, Ze usesky
.0,ay, bib, jsou plileny piimkou S. Zvolme nejprve z,%, 2, v Gbéz-
nych bodech piimek I, II, tu dostaneme na I druzinu bodovou
1=z, I' = «',. Dile zvolme z,*, z,* v z;, z, a dostaneme na I
druzinu 24, 2’, kde 2’ je na chordale kruznice C'2 s kruZnici opsanou
nad x,2'; co primérem. Stejné pro splynuti 2%, z,* s '}, 2,
dostaneme obdobné urdenou treti druzinu 3, 3'4. Ze tii druzin 17’,
22', 33" projektivnosti na pifmece { uréime samodruzné body a,, b,
a k nim body a,, by na II. Kruznice A2, B2 opsané nad a,a,, b,b, co
pruméry nalezi k svazku (C%C’?) a jsou obrazy specialnich linedrnich
komplext svazku (I'I") sestavajicich z pfitek pfimek 4, B. V obraze
piimky A4, B jsou realné a kongruence (I'I”) je hyperbolickou
o Fidicich p¥imkach A, B. v

V ptipadé, kdy x,2’; | @2y, t. j. polary 1X, 1X’ se protinaji,
zname piedem jednu Fidici piimku na pf. B, jeZzto protind osu X
a mi ubéZiné obrazy b e, by a specidlni komplex (B) mé obraz
v chordale kruznic C?, C'2.

12. Libovolny svazek linedrnfch komplexti v soustavé 5S¢
(odst. 10) obsahuje dva komplexy soustavy 53, jeito projektivni

Obr. 13.

fady bodové 2,...A 2,... na X, maji dva samodruzné body. .
Mg&jme v obr. 13 dény dva linedrni komplexy I, I'"” naleZejici k 54
a sice koincidenénimi piimkami C, C' a Gbéznymi stiedy #,, sy, t';, &'y
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singularnich svazkd. Dalsi komplex I'” svazka (I'I”) mé koinci-
denéni ptimku C” jdouci prisedikem (CC’). Ptislu¥né abézné body
t"y, 8", Ize stanoviti dvojim zpiisobem. Libovolny bod a, (b,) na C”
je druhym (prvnim) obrazem jisté pfimky A kongruence (I'T"),
k némuz najdeme prvni (druhy) obraz a, (b,) na zakladé toho, Ze
pfimka ta je v obou komplexech I', I". Ud4ava pak spojnice aya, (bb,)
bod ", (8"3). Jinak lze uziti projektivnost #t;t"; ... A $:8's8"s A
A CC’C" ... Sestrojime tedy libovolnym bodem [ rovnobézky se
sméry uréujicimi tyto ubéZzné body, piipadné s koincidenénimi
pfimkami. Samodruznymi body ¢® = s, a t,* = s,® prochézeji té%
koincidenéni piimky C™, O®, jezto p¥islu$né k nim komplexy néale-
zZeji soustaveé 52 (odst. 10). Maji proto t¥i tyto vzdjemn& projektivni
svazky o stiedu ! tytéz dva samodruzné paprsky z dvou znémych
odpovidajicich si jejich trojin (¢,s,¢, t',8’5¢’) lze proto uréiti spoleénou
direkéni osu O a pomoci ni lze obrazy komplext svazku (I'I")
dopliiovati. Pro specidlnf linedrni komplexy svazku mus{ sméry
tie®, ho? stati kolmo k sméram $,,% s;00 a proto SmMEry Syw?, Spu’
jsou samodruznymi paprsky projektivnich svazkii [ (sp, 8%5. . ..) A
A l(zy, @'y, . . .) (v obraze 13 nesestrojovano).

13. Maji-li linedrni komplexy I',I" byti v involuci,
musi v obr. 12 obrazy ,, 2/; byti harmonicky sdruzeny k a,, b,

Obr. 14.

a tudiZ téZ (wg2'y@eby) = — 1, t. j. projektivita urdujici body
ay, by (@g, by) na primce I (II) je involuci. K tomu postadi, aby
2" =3 a tedy chordala P kruinice C'? s kruZnici opsanou
nad z,2’; co primérem, byla toto%na s chorddlou kruznice
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C? s kruznici majici 2,2’y za prumér (obr. 14). OvSem plati téz
soucasné, Ze chorddla P’ kruznice C? s kruZnici o praméru z,x’,
splyva s chordalou kruznice C'? s kruznici primeéru z,z’,. Dén-li
linearni komplex I' atvary C&?, x,x, obrazny, lze pro linearni
komplex I, ktery je s nim v involuci, zvoliti body 2’;, 2, libovolné,
ale kruznice (2 sestroji se jiz snadno z predchozi podminky. Z této
podminky pro involutornost komplext I" a I'" vyplyva ihned, Ze
_speciélni komplex sestavajici ze seden piimky A je v involuci s I,
jestli piimka A je obsaZena v komplexu I'. Jestlize komplex I
obsahuje 4béZnou osu X, obrazny x, tu aby byl v involuci s obec-
nym komplexem I' (C2, x,,) (obr. 15), musi podle hofej$i podminky
pfimka C” prochdzeti priiseéikem kolmic sestrojenych v ; a 2,
k smérim z'y,, Z'10-

Obr. 15. Obr. 16.

Eckhart v uvedeném pojednanil) ve vété 6 uvadi jinou
podminku pro involutornost komplext I', I". Abychom tuto pod-
minku odvodili, povimnéme si v obr. 16 piipadu, kdy I je v invo-
luci se zakladnimi komplexy X, X, (odst. 8), t. j. o'y, =2', =c¢'.
Zvolime-li podle pfedchoziho obeeného piipadu linedrni komplex I
v involuci s I', jdou chordaly vSech vytknutych kruznic tymz
bodem p, ktery je k stiedu ¢’ kruznice C’? involutorné sdruzen
v korelaci (I"), v niZ se zobrazuje komplex I'. Jest patrné 2’;p | 2,%,.
Body a'; = ¢’ a p jsou harmonicky sdruzeny vzhledem ke koinci-
denéni kruZnici C? a proto kruznice C’? protind kolmo kruz-
nici C2. -

VSechny komplexy linedrni, jez jsou v involuci
k linedrnimu komplexu I', tvoii étyfmocnou soustavu
a ta mi s trojmocnou soustavou komplext I”, jeZ jsou
v involuci k 2| a Z, spoleinou dvojmocnou soustavu
linedrnich komplext, jich% koincidenéni kruznice proti-
naji kolmo kruznici C2 '
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Mysleme si nynf v obr. 14 jesté¢ linearni komplex I'”, ktery je
v involuci ku I"a jehoz ", = 2", = ', a tudiz piisludng kruznice C"2
protina kolmo C2. Komplexy I, I'" jsouce v involuci ke I', uréuji
svazek (I"I'"), jehoZ vSechny komplexy jsou ke I' v involuci.
V tomto svazku (I"I'") je téz komplex obsahujici osu X, ktery
je tu specialnim komplexem, jehoZ pfimky seou piimku A4 jdouect
pélem p, obrazny x vzhledem k zékladnimu linedrnimu komplexu X,.
Koincidenéni atvar korelace (4) je v koneénu chordéla C* kruznic
("2, C"2. Aby tento specialni komplex byl v involuci 8 I", musi podle
horejsi podminky chordala C¢ prochidzeti bodem x,. Tento vztah
je Eckhartovou podminkou involutornosti komplexa I, I".

Dva lineadrni komplexy I'(C?, z,a,), I" (C'?, 2'12',) jsou
vinvoluci, jestliZe chordala kruznice C'?2 s kruznici o stie-
du 2’y a protinajici kolmo kruznici (2, jde bodem z,.

Z odvozeni patrno, Ze v této podmince lze zaméniti C2, C'2,
pfi soudasné zaméné z’; a x,, anebo zameéniti z,, z'; za x,. 2.

Obr. 17.

14. Uréeme podminku involuce dvou linedrnich kom-
plexta I', I soustavy &* (odst. 10)! Budiz jeden tento komplex I"
d4n koincidenéni pifimkou C a tb&znymi body ¢,, s,, kdeZto pro druhy
komplex I zvolme b&zné body t',, ¢’y (obr 17)! Vyhovuje zde oo?
komplexti I a jich koincidenén{ pifmky (" jsou spolu rovnobé&zné.
Abychom uréili smér téchto piimek, zvolme dva linedrni komplexy
_I'", I'", jez jsou v involuci s I" podle obr. 16, a jichZ svazek (I""I'™)
obsahuje jeden z komplexii I”. Zvolime z”", = 2", kdekoliv na
piimece C a jim vedeme piimky sméfujici k Gb&Znym bodim 2,
a 'y, na nichZ teba zvoliti «”; a 2", tak, aby jimi jdouci p¥imky
SMEri 40, 830 protinaly se na pfimce C. Libovolné kruZnice C"2, C"2
opsané kolem stfedi z”; a pilicim bodem ¢” tGseSky z",z"; jsou

127



koincidenénfmi kru’nicemi takovych dvou komplexd I, I'”.
Chordéla kruznic C"2, C"? udéva smér koincidendni piimky C’,
ktery je téZz kolmy k spojnici x",c”.

15. Svazek linearnich komplext (I'T”), jehoz ¢ = (2,
mé viechny koincidenéni kruZnice totoZné a obsahuje komplex
svazku (Z,2,), jehoZ obraz mé vSechny body primétny za samo-
druZné a totoiné singularnf svazky obrazu maji stied v Gb&%ném
bod& kolmic k spojnici z,2’; (odst. 10). Jestlize shodné fady z,
Z'y, ..., %y X'y, ... jsou na téze pifmce jdoucf stfedem kruznice
C? = (%, tu svazek (I'I”) obsahuje jeden komplex I'® trojmocné
soustavy linearnich komplext involutorni k svazku (Z,%,), jehoz
z,° = z°. Prusediky spojnice z,2, s C? v poslednim piipadé jsou
poly z,%, z,® nebo 2% = 2,%, x? = 2, dvou speciélnich linedrnich
komplext tohoto svazku, jichZ parametr = 0. Komplex linearni 1"
je pravotodivy jezto je v involuci k zédkladnimu komplexu X,
ktery je levotodivy a svazek (I™Z;) mé redlné specidlni kom-
plexy. Jest proto linearni komplex I', jehoZ z, a tudiz i a,
lezi uvnit¥ koincidenéni kruZnice C2? pravotodivym a
lezi-li vné levotodivym.

16. Linedrni komplexy I,I", v jejichz obrazech
'y, =2, a a2’y = x, uréuji svazek, jejichz koincidendni kruzZnice

jsou soustfedné a pifsluiné obrazy konjugované polary 1X splyvaji.
Svazek (I'T) obsahuje linearni kongruenci o ¥dicich pfimkéch
1X, X . Specidlni komplexy I'%, I'® svazku tohoto maji koincidenéni
kruzZnice C¢, C?, z nichZ prvd mé primér z,z, a druhd nekoneénd
veliky. Svazek obsahuje téZ komplexy, jichZz kruZnice koinciden¥ni
jsou imaginirni a které jsou levotodivé a jich spoledné pi¥imky
s kongruencf T',, tvoFice imaginirni plochu 2°, jez je spoleéna
ttem stejné vinutym linedrnim komplextim. Zvolime-li realného
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zéstupee imaginarni kruznice C? kruznici C,? (obr. 18), tu korelace
(I') uréuje se obdobné jako pfi redlné koincidenéni kruznici. Na pi.
bodu a, odpovids piimka 4,, které je chordélou kruznice C? a kruz-
nice opsané nad a,x, jakoito primeérem. Chordilu A; moino
obdrZeti téZ uvazovanim o svazku linedrnich komplexi o spoleéné
kruZnici koincidenéni C2, pfi némZ probfhd bod =z, pramér cz,.
Piimky A, odpovidajici bodu a, v obrazech téchto linearnich
komplext opisuji svazek. Splyne-li z, se stiedem ¢, tu odpovidajici
piimka 14, je antipolarou k a, vzhledem C,2, a je-li ; Gbé&inym
bodem, odpovidajici pfimka 24, jde bodem a, kolmo k c¢z;. Odpovi-
dajici pfimka 4, v (I') bodu a, jde pruseé¢ikem (1424) kolmo k cen-
trale kruinice C? a kruZnice opsané nad primeérem a,z,. Z kon-
strukce ihned patrno, jak se tato zjednodusi, kdyby kruznice C?
méla polomér = 0 a presla v minimalni piimky bodu c.

17. Tti linearni komplexy I', I, I'" nendlezejici témuz
svazku uréuji dvojmocnou soustavu linedrnich komplexi zvanou
té% sit komplexu linearnich. Linearni komplexy, jez jsou v involuci
8 témito tfemi zdkladnimi komplexy I, I, I'" a tudiZ s celou siti,
tvoii opét sit’ linedrni linedrnich komplexi A, A’, A”, ktera obsa-
huje komplex A° trojmocné linearni soustavy linearnich komplexii,
jez jsou v involuci k svazku (X,2;). I musf koincidenéni kruz-
nice C2, (', C"y, ... sité [I'T'I"...] kolmo protinati koinci-
denéni kruznici L*»° komplexu A°. Podle toho lze snadno sestro-
jiti koincidenéni kruznice komplexu sité [I'T"I]. Jsou-li ¢, ¢,

¢”, ... stiedy kruznic C2, C'%, C"%, ..., tu musi pole bodové c, ¢/,
¢",... byti afinni se soumistnym polem =z, z';, 2", ..., jeito

odpovidajici si fady bodové, piindlezejici témuz svazku linearnich
komplext obsaZzenému v siti, jsou podobné. Afinita téchto dvou
soumfstnych poli mé jeden samodruzny bod ¢'® = z,° v koneénu,
k némuz patiici komplex I je v involuci se svazkem (X, Z,) a jeho
kruznice koincidenéni C2%° protind kolmo kruZnice koincidenéni
sité [A44'A"].

18. Ctyti linedrni komplexy I', I, I, I'", které nejsou
v téZe siti, uréuji linearni trojmocnou soustavu linearnich komplexi,
jez je v involuci k linearnimu svazku linedrnich komplexa /1, 4°, . . .
Koincidenéni kruznice L2, L'?, ... protinaji kolmo kruznici C2%°
patiei k siti [I'1"I"] a kruznici 1C?° patifci k siti [I"]""I'"] a proto
fada 1,1, ... stfedd koincidenénich kruinic je na chordale obou
téchto kruZnic a je podobns s fadou z}, 2%, ... bodu pat¥icich
k 4,4, ... Dva pary odpovidajicich si bodd obou fad lze snadno
urditi. Kdyby komplexy I', IV, I'", I'" byly speciélni, dostali by-
chom uréeni svazku linedrnich komplexi &tyifmi paprsky spoleéné
kongruence linearni. -

19. M&jme koneéné pét linedrnich komplexa I, ..., I'Y,
které nejsou v téze linedrni trojmocné soustavé, tu uréuji jeden
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