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Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 28. November 1936.)

Griechische Buchstaben bedeuten reelle Zahlen; kleine latei-
nische Buchstaben bedeuten ganze Zahlen, eventuell auch Rest-
klassen modulo einer natiirlichen Zahl. Ein geordnetes System
von n (gleichen oder ungleichen) Restklassen a,, .. ., a, modulo ¢
(n > 0, ¢ > 0) heiBe ein (n, ¢)-System; Bezeichnung: {a,, . . ., @a}.
Man setze noch ‘

B, anl o by, s ba} = {hay + By, han + oo}

und analog fiir mehrere Summanden.
Hilfssatz 1. Zu jedem x > 0 gibt es zwei ganze Zahlen f; =
= fi(x) > 0, By = Pa(x) > 0 mait folgenden Eigenschaften: Ist ¢ > 0,
sind a,, . . ., qy paarweise inkongruent mod q und ist I > nq, so g@bt
es ein b mit folgenden Eigenschaften:
2. 2u jedem r gibt es ein System von héchstens B, Zahlen &g, mit
g =-+1, 2&:0, 1< k<1, Zeay, = br (mod q).
. s

Beweis: bekannt 1)

Hilfssatz 2. Zu jedem o« > 0, n > 0 gibt es 2wer natirliche
Zahlen Ly = Ly(x, n), Ly = Ly(«, n) mzt folgenden Eigenschaften: Ist
qg>0,1=> g™ und ist

: A, A, .. A (i = {ag, - - -, Gpi})
eine Menge von | verschiedenen (n, q)-Systemen, so gibt es zu jedem
(n, g)-System B eine Summe von hochstens L, (n, q)-Syeteme'n
&Ag‘ mat £

1) Hilfssatz 1. ist mit dem Hilfssatz 2. der Note von P. Erdos u. V.

Jarnik, Eine Bemerkung iiber lineare Kongruenzen (Acta’ arithmetica 2
(1938), S. 214—220) identisch; nur wurde dort nicht betont, da Zg; = 0

gefordert werden darf. Dies folgt aber daraus, daB8 der dortige Beweis nur
mit den Differenzen a, — ay arbeitet.
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& = j: 1, 28{ = 0, 1 g ]C,' é l ZeiAki = LzB
i 1

Beweis. Fiir n = 1 folgt Hfs. 2 aus Hfs. 1 mit L, = §,!, L, = ;.
Es seialso n > 1 und Hfs. 2 sei bis n — 1 wahr. Fiir jedes a sei 9N,
die Menge aller 4; mit as; = a; 84 sei die Anzahl der Elemente
von Ma; P sei die Menge aller @ mit 1 < a < g, s> 0. Wegen
0< 8 < ¢ 8 + ...+ 8 =12 ag® gibt es erstens ein a’ mit
8¢ = g™ und zweitens ist die Anzahl der Elemente von C)) min-

destens gleich «g.
Es sei B ={b,, ..., by} ein (n, q)-System. Nach Hfs. 2 mit
n = 1 gibt es hochstens L,(«, 1) Zahlen ¢;c; mit

= 4 1, 285 =0, ¢;eP,?) 2;8,'6,7 = Ly(x, 1) b, (mod gq).
Fiir geeignete At,‘. € A und geeigne;;e d,, ..., dy—, ist dann
Zeidy, = {dy, . - ., dp—y, bu . Ly(x, 1)} = D
Das n-te Ellement des (n, g)-Systems E = Ly(x,1). B— D ist

also gleich Null. Nach Hfs. 2 mit n — 1 statt n gibt es also hochstens
L,(cx, n—1) (n, g)-Systeme 7,4, mit

= 4 1, Zn, = 0, Ah’e% ;'n,Ah’.sz(oc,n—l).E
i j

(das letzte Element des (n, g)-Systems Zn;An; ist namlich gleich
a’'Zn; = 0). Dann ist aber
Ly(x, n — 1) ZeiAy, + Znjdn; = Ly(ox, n — 1) Lo(x, 1) . B,
. ,
w.Z. b.w. '

Herr Khintchine hat folgenden schénen Satz bewiesen3):

Hauptsatz. Zu jedem n > 0 und jedem y > 0 gibt es ein I' =
= I'(y, ) > 0 mit folgender Eigenschaft: Es seien 6, ..., O,
%y, . - -, On gegeben; die U ngleichungen

| 96; — ’ptl< (=1...m), 0<g<yt» (1)

seien fir kein ¢ > 1 lbsbar (in ganzen Zahlen ¢, p;, . . ., pa); dann
sind die Ungleichungen

|x0,~—y.-—-oal<71 t=1..,n),0<ac It" (2)

far jedes ¢ > 0 lgsbar (in ganzen Zahlen x, y,, . . ., ya)2)

%) Lies: c; ist ein Element der Menge .

3) A. Khmtchme, Ein Satz iiber lineare diophantische Approxima-
tionen, Math. Annalen 118 (1936), S. 398—415.

4) Die Umkehrung dieses Satzes ist auch richtig und leicht zu be-
weisen; vgl. 1. ¢.3), S. 399—401.

110



Ich will fiir diesen Satz im Falle n > 15) einen neuen, auf dem
Hfs. 2 beruhenden Beweis geben (wobei aber mehrere Betrachtun-
gen des Herrn Khintchine auch in meinem Beweis vorkommen).®)

Beweis. Man setze M, = L, (2", n— 1), M,= L, (2",
n—1 1 1

n—1), My = Mgy » +4My", I'=(My+1)y *+2)s0daB
M,, M, natiirliche Zahlen sind.
' 1
Es sei £ > 0; dann setze man ¢’ = [(M3 + 1) y_Wt] + 1. Mit
q. Dy, - - -» Pn bezeichne man dasjenige System mit mdglichst kleinem
g > 0, fiir welches die Ungleichungen

1 .
190 —pil <4 (=1,...m)
gelten; also ist (¢, py.....pn) =1, pt" <qg < t'7, also y <1,
1

1<t <t < I'*t. Man setze d; = (¢, 1), ¢ = diq's, Ps = dip’; und
man bestimme noch b; so, daBl p';b; =1 (mod ¢’s), (bs, dy) = 1
(¢ =1, ..., n). (Das geht: denn es sei d; = d'd";, wo in d’; nur die
Primzahlen p | ¢, in d"; nur die Primzahlen p f ¢’; aufgehen; dann
kann man b; mit p';b; = 1 (mod ¢’;), b; = 1 (mod d";) finden, und
es ist (b, d';) = (b;, d"s) = 1.)

Behauptung I. Betrachtet man alle Zahlensysteme wuy, . . ., uy
mat it

1 n

wi = s + 2z 0 < i < d, ogz,-gm%‘ (= 1,....n)7), (3)
so sind die (n — 1, q)-Systeme
{uby — ugb,, . . ., by — Upby} (4)

paarweise verschieden (thre Anzahl ist grofer als 2—”7@*—1).
Beweis: Sonst konnte man durch Subtraktion zweier Systeme

(3) ein System v, . . ., v, mit »,2 + ... 4+ v,2 > 0 und mit
—1
' 1 ql'_“_.
b, —vibi = 0 (mod @), v = kigi’ + i | k| <di, |ys| < y» >
t=1,...mn)

%) Der Fall n = 1 ist leicht und langst bekannt.

%) (20. XII. 1936.) Herr L. J. Mordell hat zwar einen noch kiirzeren
Beweis dieses Satzes gefunden, welcher den Minkowskischen Linearformen-
satz benutzt. Ich publiziere trotzdem meinen Beweis, da er auf einer ganz
anderen Grundlage beruht.

1 n—1
7) Es ist jymq » d7 < gdi™ = ¢';; also sind die betrachteten
Systeme u,, . . ., u, paarweise verschieden.
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finden. Es gabe also ein g mit .
lglS4g<gq vbi=g(modg) (i=1,...n),
also wire (mit geeigneten my) _
gp's = bip's (kig's + yi) = e (mod ¢%), gp's — mg's = i,

1 1
o5

1
7 ——lgp«—ma ISty *<g
Bl |gPs gl 1
1000~ miI < 191|0— BN+ |oB—m| < L+ < g

also ¢ = 0 (nach der Defxmtlon von ¢q), also vh; =0 (mod g),
yb¢ = 0 (mod ¢'s), yi = 0 (mod ¢';), aber | %;| < ¢'; (vgl. die FuB-
note?), also y; = 0, also bikig’s =0 (mod q), bik; = 0 (mod dy),.
k; = 0 (mod dy), aber | k;| < dg, also ks = 0, also »; = 0 — Wider-
spruch.

n—1 n—1 -

Behsuptung I i<y % g7 (i=1,...m).
Bewéis®): Sonst ware <
sl
t"“—1<y ngn <d‘ (5)
fiir ein 4; man wahle (SchubfachschluB) ein £ und n — 1 Zahlen m
(G =1, 1<7<n)m1t ‘
LSk en, k'O —my| <3 (6)
(fiir § = 4); nach (5) wire aber mit mg = kp’,
b 05— my| = k’ O —pi| <X <L

| s _m‘ - Iq pll dt’— d{ 'tT:

also wire (6) auch fur j = & wahr, was wegen 0 < kg', < t'8—1¢'; <
< dig's = q der Definition von ¢ widerspricht. ,

Schluss des Beweises (fiir » > 1). Man bestimme na.chema,nder
8, Te by (t = 1,..., n), sodaBl

| g'so— M;,s.- | < My, pirs = 8¢ (mod ¢'s), My(ri —ry) =hi
(also k, = 0). Wendet man nun Hfs. 2 (mit » — 1 statt n und mit
& = 2—"y) an, wobei man fiir 2 die Menge der Systeme (4) nimmt,
so ergibt sich die Existenz von 2n ganzen Zahlen X;, ¥; mit

1n—1
lel—Xﬁ‘.E hi(modq), Xy =79« + Y, | Yi| £ < ‘%’Ml'}'"q ® d—‘l
(e =1, n).

Es gibt also ein & mit (¢ = .. ,n)

8) Fast wortlich nach Khmtchme, l c.3), Hxlfssatz 5.
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