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Sur le nombre des topologies d’un ensemble ddnné.

Bed¥ich Pospifil, Brno.
(Regu le 29 avril 1937.)

Soit £ un ensemble quelconque; soit exp £ l’ensemble de
tous les sous-ensembles de E. Soit top £ l'ensemble de toutes les
fonctions définies sur exp £ tout entier et dont les valeurs appar-
tiennent & exp E. Soit prop E l’ensemble de toutes les fonctions
(propositionnelles) définies sur top £ et qui ne prennent que les
valeurs 0 et 1. De plus, désignons par E, .]l’espace topologique
général‘‘ dont les points parcourent précisément ’ensemble E et tel
que la ,fermeture dans E, d'un M C E quelconque est égale
a u(M). Je désigne encore par tg la fonction bien déterminée par les
deux conditions suivantes: a) tx e prop E et b) u e top E entraine
tg(u) = 1 si et seulement si Ky est un espace de Hausdorff non isolé
ne contenant qu’un seul point qui ne soit pas isolé dans E,. Soit
@ € prop E; je désigne par E, I’ensemble de toutes les ..topologies
générales’ u € top £ telles que ¢(u) =

Les petits types allemands désigneront toujours des puissances
infinies, exp ¢ = 2f. La relation X ~ g veut dire que X est un
ensemble de puissance g.

Soit uz e prop E; soit ug(u) =1 si et seulement si (i) w(0) =0
et (i) M;C M, entraine w(M,) C w(M,). D’aprées M. Markoff,?)
a chaque u avec ug(u) = 1 et chaque e € E on peut faire correspond-
re un sous-ensemble O, de exp E de telle fagon que e € u(M) si et
seulement si, pour tout U € O,, on ait MU = 0. Sous le nom de
caractére dans I’espace E, du point e, on entend?) la puissance la
plus petite possible d’un tel systéme 0.. Lorsque ug = ¢ € prop E,
je désigne par E,(a) I’ensemble de toutes les topologies générales
avec p(u) = 1 telles que tous les caractéres des points dans l'espace
E, sont < q, mais non pas < a pour tous les points.

1. Soit E ~ 9, 1g < ¢ e prop E; alors, on a E, ~expexp b.

En effet, top £ ~ exp exp b, alors By ~m entlaine m < exp

1) Voir Alexandroff-Hopf, Topologie I, p. 42, Aufgabe, Grundlehren d.
math. Wiss., Berlin 1935.
%) d’aprés MM. Alexandroff et Urysohn.

100



exp . La relation inverse m > exp exp a résulte, pour a = exp b,
du theoreme suivant.

Soit B ~ Y, ¢ € prop E, LE< ¢ < pe, h < aexph; alors,
on a E ta) ~ exp a.

Ava,nt de démontrer ce théoreme, je vais en tirer trois coro-
laires qui suivent. Deux fonctions u et v appartenant & top £ sont
dites homéomorphes, s’il existe une transformation biunivoque f
de Een E tout entier telle que fu(M) = v f(M). L’ensemble E,
ou Ey(a) resp. est la somme des classes disjointes telles que les
deux fonctions u et v appartiennent & la méme classe, si et seule-
ment si elles sont homéomorphes. Soit | B, | ou | Ey(a) | resp.
Pensemble de toutes les classes en question.

3. Soit B ~ ¢, g < @ e prop E; alors,ona | E, | ~expexp b.

En effet, la puissance d’une classe ¢ | E, | est < h®» = exp b,
c’est a dire << exp exp b. Sila puissance de | E, | était < exp exp b,
on aurait E, ~m < exp exp b ce qui cont.redlt au théoréme 1. La
puissance de | B, | ne peut pas surpasser celle de E, d’ou I'on tire
la thése désirée. ,

De méme, en se servant du théoréme 2 (au lieu de 1), on prouve

4. Soit E ~Vp, gepropE, g ¢ ug, hZ a<exph,
exp b < exp a; alors, on a | Ey(a) | ~exp a.

Car on a h® = exp h < exp a par hypothése.

5. Soit B ~ X,; Uensemble B fpeut étre méirisé précisément de
exp N, maniéres différentes.

En effet, il est évident qu’il n’y a guere plus de exp %, métri-
ques sur E. Posons alors, dans le théoréme 2, ) = q = ¥y et p(u)=1
si et seulement si l’espace Ey4 est normal. Alors, notre théoréme
résulte immédiatement du fait bien connu que tout espace normal
possédant une base ouverte dénombrable est métrisable.?)

Il nous reste encore a prouver le théoréme 2. On tire sans peine
de la définition des caractéres que Ey(a) ~m < exp a. Soit I I'espa-
ce du dernier théoréme de mon artlcle cité.4) Soit 4(M) la fermeture
dans l’espace I de 'ensemble M; on a «g(3) = 1, alors ¢(z) = 1; de
plus, tous les caractéres des points dans I sont <a Dans les
notations de I’article précité, oo est un élément f = oo de ’ensemble
F ~exp a. Pour mettre en évidence que I dépend de f, soit I;
I’espace qui s’obtient de I en y remplagant f = co par un symbole *
fixe qui ne dépend pas de f sans changer la topologie. Soit fe F,
geF, =+ g. En vertu des propriétés de ’espace @ de l’article pré-
cité, il existe un entourage U; et U, resp. du point * dans Iy et I,

3) C’est un théoréme céldbre de M. Urysohn. Voir p. ex. Alexandroff-
Hopf, 1. c. p. 81 ou Kuratowski, Topologie I, p. 104, Monografje matema-
tyczne, Warszawa-Lwoéw, 1933.

4) Sur la puissance d’un espace contenant une partie dense de puissance
donnée, Casopis 67 (1937/38), 89—96.
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