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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Mohutnost prostoru s hustou ¢dsti dané mohutnosti.?)
Bedfich Pospiil, Brno.
(Dodlo dne 27. bfezna 1937.)

Mala némecka pismena jsou transfinitni mohutnosti; misto 2m
pi¥me exp m. Citat v zavorce se vidy vztahuje k Cechovym ,, Topo-
logickym prostoram*.2) 7

Definice: MnoZina H le# husté v topologickém prostoru P,
kdyz uzavér v P mnoziny H je roven P (1.1).

V tomto &lanku budeme studovat, jakd mize byt mohutnost
prostoru, ve kterém leZi husté mnoZina dané mohutnosti. Diklad-
néjstho studia bude tfeba toliko v p¥ipadé AHU-prostoria (6.1,
8.4, 7.1). Rozsiffme-li totiz dvahy uZ i jen na ABU-prostory (8.3),
je odpovéd trividlni. K libovolnému danému p sestrojme totiz
prostor R takto: Mohutnost prostoru R bude ¢ a za uzévéry neko-
neénych &asti prostoru prohlisime prostor R; jinak bude uzavér
mnoziny roven té mnoZiné samotné. Ziejm& R je ABU-prostor
mohutnosti v, v némz lezi husté kazda nekonedns 8ast. V piipads
AHU-prostoru je odpovéd takovato:

Nuind a dostatetnd podminka, aby existoval AHU-prostor mo-
hutnosti p, ve kterém lezi husté mnoZina mohutnosti ¥, jest, aby byly
splnény merovnosti h < p < expexp h.

Dikaz: Jest jasno, Ze musf byt § < p. Necht tedy P je AHU-
prostor mohutnosti p, ve kterém lezi husté mnoZina H mohutnosti §.
Kazdému bodu p prostoru P pfitadme systém S, $4stf mnoziny H
takovy, Ze jest S € Sy, kdyZ a jen kdy% p lezd v uzédvéru mnoziny 8.
Bud pe P, ge P, p +q. Ponévadz P je H-prostor (8.4), existuji
disjunktni okoli O, a O, (2.1) bod# resp. p a q. Z toho, Ze mnozina H
lezi husté v P, se snadno vidi (4.1.1), %e uzédvér mnotiny HO,
resp. HO, obsahuje p resp. g, tedy, Ze HO, € Sy, HO, € S,. Ziejms
viak HO, nepatii do S, a HOp nepatii do S¢ (4.1.1). Tedy Sp + Sq.
Tedy riznym bodim p a ¢ jsou piifazeny rizné systémy S, a S,.

1) Tento muj &lének pat¥i do serie &¢lénkh Fesicich problémy poloZené

panem profesorem Cechem v jeho topologickém seminé¥i.
2) "Casopis 66 (1987), str. D 226—264.
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Ale &, jsou mnoziny, jejich% elementy jsou dasti mnoZiny H. Césti
mnoZiny H je ale exp b a tedy mnoZin &, je nanejvyse exp exp b.
Tedy i bodit v P je nanejvys tolik, to jest p < expexp b, c. b. d.

Zbyvé jekté dokéazat, Ze podminka jest dostatedna. To ale plyne.
z tvrzeni ostiejitho, které nasleduje a které se ukaze pozdéji uzi-
tednym. Pro dikaz dostateénosti na&f podminky staéi totiz v tom,
co nasleduje, klasti a = exp ).

Jesthize h < a < exp by, pak nutnd a dostateénd podminka, aby
existoval AHU-prostor mohutnosti p, ve kterém lezt husté mmnoZina
mohutnosti § a jehoZ vecky body maji charakter < a, jest, aby byly
splnény merovnosti h < p < exp a.

Zase musi byt h < p. Necht P a H spliiuji podminky jako
v predeslém dikaze a mimo to jesté yp(p) < a pro kazdy pe P.
KaZdému bodu p € P pfitadme Gplny systém £, okoli (4.2) bodu p
mohutnosti yp(p). Bud B, mnozina viech HU, kde U € i,. Jako
v predeslém dikaze se vidi, Ze BVp=+ B, pro p + q. Aviak B, jsou
¢4sti mnoziny mohutnosti exp §, totiZ mnoziny vSech &asti mno-
%iny H. P¥i tom ale @, md mohutnost < . Ale dasti mnoziny mo-
hutnosti exp §, které samy maji mohutnost < a, je nanejvys a-ta
mocnost &fsla exp ), to jest nanejvys exp (ha) = exp a. Bodd
prostoru P je nanejvys tolik co téch B, a tedy p < exp a. c. b.- d.

Dukaz dostatednosti:

1. Necht X je AH-prostor, z; koneéné mnoho jeho
bodid. Pak ka%dému k lze ptifaditi okoli Ji bodu x; tak,
%e Jpjsou po dvou disjunktni. Necht totiz Oy a O pro ¢ =+ j
jsou disjunktni okoli bodii.resp. #; a z;, Pak staéf za J; brat spo-
le¢nou &ast (prinik) vSech O; s pevnym k.

2. Pro pevnou mnozinu M mohutnosti § necht je & prostor
vSech funkei, jichZz argument probihéd M a které nabyvaji hodnot
1 a 2. P¥i tom definujici okoli (4.1.1) bodu ¢ v @ budou odpovidat
koneénym &¢astem mnoziny M. Okoli odpovidajici koneéné éasti K
mnoziny M bude prosté mnoZina viech y € @ takovych, Ze p(k) =
= (k) pro k € K. @ je AHU-prostor mohutnosti exp b, jak se lehko
uvaii (4.1 — (I°) a (II°), axiomy (III°) v 7.1, 6.3, 8.4). Vyberme
tedy z @ &ist X mohutnosti a < exp b. ' ' '

3. Xje AHU-prostor (1.5) mohutnosti aa ma otevienou
basi mohutnosti < § (6.4). Definujici okoli v @ a tedy i v X
jsou oteviens. Stadi tedy ukézat, Ze definujicich okolf v @ je na-
nejvys h. Zvolme na okamzik K pevné. VSech odpovidajicich mu
okoli viech mo#nych bodd v @ je zfejmé tolik, kolik je vSech
mo¥nych parcidlnich funkef definovanych na K k funkeim z @. Je
jich tedy exp k, kde k je hohutnost mnoZiny K. Tedy pevnému K
odpovidé konedn® mnoho téch ekoli, to jest méné nez ¥,. Probiha-li
nyni K viecky moZné kone¢né &4sti mnoziny M, kterych je celkem ,
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je téch okoli nanejvys 8, h =15, c. b. d. Bud B pevna oteviena
base mohutnosti < §h v prostoru X.

4. ,Ctveretkem‘‘ budu nazyvat vzdy mnoZinu viech uspofd-
danych pari {, y}, kde x € J,, y € J,, pii éemi J; a J, jsou pevné —
na &tveretku zdvislé — elementy base B. Ten Stveretek oznadme
J, X Jg; J; a J, jsou jim urdeny.

5. Oznadme F mnozinu viech funkef, jichz argument probiha X
a jichZ hodnoty jsou v X. Pak F ma mohutnost

a® < (exp h)* = exp (ha) = exp a < af,

to jest F ma mohutnost exp a. ,
6. Bud D mnozina v8ech koneénych skupin d &tveretku:

Jy X Ty e X g ioos g X Iy

— na poradku nezalezi — takovych, Ze mnoziny Jj jsou po dvou
disjunktni. Pii tom J; X J'; jsou t. zv. ,,soufadnice‘‘ elementu d.

7. Pii pevné funkei f € F necht K; je mnozina viech uspofd-
danych para {z, y}, kde ze¢ X, ye X, y = f(z). K; je ,kfivka
o rovnici y = f(x)*“.

8. Oznadme Q = F + D a zavedme v @ topologii takto: Defi-
nujicim okolim bodu d € D bude mnoZina -obsahujici jeden jediny
bod d. Necht z; pro k =1, 2, .. ., » jsou prvky mnoziny K; v ko-
neéném poétu. Kazdy element z; zavieme do étvereéku Z;. Definuji-
cim okolim bodu f patiicim k (neuspofddanym)skupindm (zy, z,, . . .,

Zn) & (Zy, Zy,.. . ., Zy) rozumime kazdou mnozinu, kterd obsahuje f
a viecky d € D — leda aZ na koneéné mnoho — takové, Ze ke kazdé-
mu k= 1,2,... n existuje souradnice bodu d (ta soufadnice je

étveredek) lezici v Z; a obsahujici 2.

9. Q ma mohutnost exp a. @ md mohutnost aspoii exp a
podle 5. Base B ma podle 3 mohutnost nejvys §. Tedy étveredkt
je nanejvyse h? = §. Tedy koneénych skupin &tveretku je rovnéz
nanejvys b a tedy D ma mohutnost < §. S 5 dohromady to da,
%e @ mé mohutnost nejvys expa + b, t. j. exp a, c. b. d.

10. Bud f, e F, fyeF, f, =+ f,. Existuje tedy z e X, pro néz
Y =+ Yy, kde yp = fi(x) pro I = 1, 2. Existuji pak disjunktni mno-
ziny J'; a J';, prvky to base B, takové, Ze y;¢J;. Bud J € B
a necht zeJ. Necht z = {z, y;} a necht Z; =J x J. Je-li Oy
néjaké okoli bodu f; patiici ke skupindm (2;) a (Z;), pak okoli
0, a 0, jsou disjunktni. Pro jiné pary bodu z @ se axiom (III°)g
v (6.3.9) verifikuje zcela trividlné. RovnéZ i ostatni podminky pro
AHU-prostor — jsou citovany v 2. Tedy: @ je AHU-prostor.

.. 11. Necht definujici okoli O, bodu fe F patii ke sku-
pindm (z,...) a (Z,...); necht def. okoli O, bodu f patii ke
skupindm (2,2, ..., 2s), (Z;, Zs, . . ., Zs); necht z 2. Pak O,
neobsahuje O, a tedy zvla&té O, & 0,. Necht Z; = J; X J's.
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Podle 1 a 3 lze ka%dé konedné skupiné (2, z,, . . -, Zn, Znt1 - - «» 2N),
kde z = {x;, i}, mie X, y1e X, 2, = 2, nalézti takova okoli J,*
pror =1,..., N bodu resp. 2, v X, %e jsou po dvou disjunktni.
Lze o nich zfejmé pfedpokladat, kdyZ jsme je eventualné zmensili,
Ze jsou to prvky base B, %e neobsahuji x pfi oznadeni z = {z, y}
a ze Ji* C Ji. Bud J"p = J'; a jinak bud J’, libovolné definujici
okoli bodu y,. Necht Z,* = J,* x J",. Pak mnozina vSech Z,*
je bodem z D. Takovych bodi je ale nekone¢né mnoho, nebot ke
kazdému pfirozenému N takovy existuje. Do O, jich ale nepatii
nejvy8 koneéné mnoho. Tedy néjaky takovy bod nélezi do O,
a zfejmé nenaleZi do O, ¢. b. d. Skupinu (2, ...,2s), k niz
patii O,, oznadujme vidy O,

12. Bud fe F. Pak okoli bodu f patiici k pevnym skupindm
(2 - - -, 2n) & (Z,, . .., Zy) vzniknou viecka z jednoho z nich ubi-
ranim konednych &asti. Je jich tedy tolik co téch koneénych &asti,
tedy nanejvys tolik co koneénych dasti mnoziny D, to jest nejvys b.
Viech skupin (z,, 2, . . ., 2,) je ale a a skupin (Z,, Z,, . . ., Z,) nej-
vySe h. Tedy vSech téch okoli viibec je nanejvys ha = a. Tedy
2f) < a.

13. Bud B systém definujicich okoli bodu fe F a necht ma
mohutnost < q. Bud @’ soudet viech O’, pro 0’y ¢ V. Pak B’ ma
mc hutnost < a. Ponévadz v8ak K; mé mohutnost a, existuje v K;
prvek z, ktery do @’ nendlezi. Necht okoli I bodu f patif ke skupi-
nam (z) a (Z) s libovolnym z. Podle 11 I neobsahuje zadné O, e V
a tedy B nenf Gplny systém okoli bodu f. Ze systému definujicich
okoli nelze tedy vybrat aplny systém okoli bodu f, ktery by mél
mohutnost < a. Tedy yxo(f) = a (4.2.3). 12 a 13 d4 tedy celkem
zelf) = a.

14. Podle 9 prostor @ ma mohutnost exp a a obsahuje mno-
#inu D mohutnosti < § < exp a. Existuje tedy v @ mnoZina D’ mo-
hutnosti § obsahujici D. Mnozina D le%i ale v @ husté: Pro d € D je
totiz d v uzdvéru mnoZiny D a priori (1.1 — (II¥)). Pro feF
z xo(f) = a > 1 plyne pro kaZdé definujici okoli O; bodu f existence
bodu ¢ € @, ¢ =+ f, ¢ € Oy. Z toho pak plyne g € D a tedy kazdé okoli
bodu f protne D a tedy f nalezi do uzavéru mnoziny D (4.1.1),
c. b. d. Tim spiSe le#i D’ v @ husté (1.1 — (III¥)). Z nerovnosti
h < p<expa vychdzi existence prostoru @ DD’ vnofeného
do Q (1.5), jehoz mohutnost je p. MnoZina D’ lezi v Q' ziejmé husté
a jest udinéno zadost pozadavkim nasi véty.

Poznamka: Pfi dikazu prvni véty necht si étenat povSimne
toho, #e podminka zistane nutnou i pii AH-prostorech. Staéi viak
uZ ke konstrukci 4 HU-prostoru.

Aplikace: Pismeno I (eventudlné s indexy) znaéi vidy AHU-
prostor, jeho% kazdy bod p — mimo jeden vyjimedny, ktery vidy
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oznadujme symbolem oo (se stejnymi indexy jako I) — mé okolf
obsahujici jediné p. Okoli bodu co maji vesmés mohutnost > 1.

Aby ukazal, Ze charakter bodu miZe prevysit mohutnost
prostoru, sestrojil Urysohn?®) spodetny prostor I’, kde y,(00’) > ¥,.
Jinak v3ak se o y;/(c0’) nevi nic. Jako aplikace pfedchozi konstruk-
ce uvadim jeSté prostor I libovolné predem dané mohutnosti
(misto %, u Urysohna) s charakterem bodu oo netoliko zndmym
= b, ale dokonce v pifpustnych mezich libovolné volitelnym:

Nutnd a dostateénd podminka. aby existoval prostor I mohut-
nosts Yy, kde oo md charakter a > 9, jest aby bylo a < exp h.

Pocet okoli bodu a tedy ani charakter nemtze ptevysit po-
et viech ¢asti prostoru a tedy a < exph. Tim je nutnost odi-
vodnéna.

Prostor I vyhovujici tvrzeni véty se skladd z jednoho bodu
feF, z celé mnoziny D a z jakési mnoZziny mohutnosti b, jejiz
prvky nejsou ani v F ani v. D. Definujici okolf bodu f budou stejné
jako v prostoru @ v dikaze druhé véty. Podle 13 stadi klast f = oo.

Novék zlepsil Urysohniiv piiklad v jiném sméru. Sestrojil
totiz spodetny dédiény N-prostor (8.6.5), jehoz body maji vesmés
nespotetné, jinak vSak neznamé, charaktery. V piistim &isle Caso-
pisu poddm konstrukei zahrnujici Novakovo i moje nyné&jif zlepSeni
Urysohnova prostoru. Bude tp dédiény N-prostor predem dané
mohutnosti ) s charaktery bodd vesmés rovnymi predem dané
mohutnosti = § v p¥{pustnych mezich. '

Poznédmka: Rikdme, Ze prostor & je R,-prostor, kdy# pro
kazdy bod p € O a kazdé jeho okoli O v @ existuje okoli 2 v @ bodu
p takové, e Q = Q = O — O — Q C O; pti tom I je uzavér v @
mnoziny I' C ©. Misto ,,AHU-prostor‘ mozno v ptedeslych vétach
psat ,, AHR,U-prostor. Stadi misto @ uvazovat prostor @ takovy,
ze zase @ = F + D a (d) je okolim v © bodu d ¢ D; aviak okolim
v O bodu f € F patifcim ke skupindm (z,, 2y, . . ., 24) 8 (Zy, Z,, . . .. Zp)
— se stejnymi podminkami jako prve — bude kazdd mnozina
A — K + B s koneénym K, kde A je mnozina téch d ¢ D, %e pro
kazdé k= 1,2, ..., n jakasi soufadnice Ji X J'z bodu d jest
C Zi a xp e Ji pii 2 = {@n, Y2}, 2x € X, yz € X, a kde B je mnozina
téch ge F, Ze {ap, g(xr)} e Z; pro kazdé k=1,2,...,n.0 je
R,-prostor, nebot definujici okoli v @ jsou uzaviend, ponévadz
definujici okoli v X jsou uzavfena. Ostatek se doslova opakuje.

*

3) Uber die Machtigkeit zusammenhéngender Mengen, Math.
Annalen 94 (1925), 262—295. .
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