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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Mohutnost prostoru s hustou ¢dsti dané mohutnosti.?)
Bedfich Pospiil, Brno.
(Dodlo dne 27. bfezna 1937.)

Mala némecka pismena jsou transfinitni mohutnosti; misto 2m
pi¥me exp m. Citat v zavorce se vidy vztahuje k Cechovym ,, Topo-
logickym prostoram*.2) 7

Definice: MnoZina H le# husté v topologickém prostoru P,
kdyz uzavér v P mnoziny H je roven P (1.1).

V tomto &lanku budeme studovat, jakd mize byt mohutnost
prostoru, ve kterém leZi husté mnoZina dané mohutnosti. Diklad-
néjstho studia bude tfeba toliko v p¥ipadé AHU-prostoria (6.1,
8.4, 7.1). Rozsiffme-li totiz dvahy uZ i jen na ABU-prostory (8.3),
je odpovéd trividlni. K libovolnému danému p sestrojme totiz
prostor R takto: Mohutnost prostoru R bude ¢ a za uzévéry neko-
neénych &asti prostoru prohlisime prostor R; jinak bude uzavér
mnoziny roven té mnoZiné samotné. Ziejm& R je ABU-prostor
mohutnosti v, v némz lezi husté kazda nekonedns 8ast. V piipads
AHU-prostoru je odpovéd takovato:

Nuind a dostatetnd podminka, aby existoval AHU-prostor mo-
hutnosti p, ve kterém lezi husté mnoZina mohutnosti ¥, jest, aby byly
splnény merovnosti h < p < expexp h.

Dikaz: Jest jasno, Ze musf byt § < p. Necht tedy P je AHU-
prostor mohutnosti p, ve kterém lezi husté mnoZina H mohutnosti §.
Kazdému bodu p prostoru P pfitadme systém S, $4stf mnoziny H
takovy, Ze jest S € Sy, kdyZ a jen kdy% p lezd v uzédvéru mnoziny 8.
Bud pe P, ge P, p +q. Ponévadz P je H-prostor (8.4), existuji
disjunktni okoli O, a O, (2.1) bod# resp. p a q. Z toho, Ze mnozina H
lezi husté v P, se snadno vidi (4.1.1), %e uzédvér mnotiny HO,
resp. HO, obsahuje p resp. g, tedy, Ze HO, € Sy, HO, € S,. Ziejms
viak HO, nepatii do S, a HOp nepatii do S¢ (4.1.1). Tedy Sp + Sq.
Tedy riznym bodim p a ¢ jsou piifazeny rizné systémy S, a S,.

1) Tento muj &lének pat¥i do serie &¢lénkh Fesicich problémy poloZené

panem profesorem Cechem v jeho topologickém seminé¥i.
2) "Casopis 66 (1987), str. D 226—264.
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Ale &, jsou mnoziny, jejich% elementy jsou dasti mnoZiny H. Césti
mnoZiny H je ale exp b a tedy mnoZin &, je nanejvyse exp exp b.
Tedy i bodit v P je nanejvys tolik, to jest p < expexp b, c. b. d.

Zbyvé jekté dokéazat, Ze podminka jest dostatedna. To ale plyne.
z tvrzeni ostiejitho, které nasleduje a které se ukaze pozdéji uzi-
tednym. Pro dikaz dostateénosti na&f podminky staéi totiz v tom,
co nasleduje, klasti a = exp ).

Jesthize h < a < exp by, pak nutnd a dostateénd podminka, aby
existoval AHU-prostor mohutnosti p, ve kterém lezt husté mmnoZina
mohutnosti § a jehoZ vecky body maji charakter < a, jest, aby byly
splnény merovnosti h < p < exp a.

Zase musi byt h < p. Necht P a H spliiuji podminky jako
v predeslém dikaze a mimo to jesté yp(p) < a pro kazdy pe P.
KaZdému bodu p € P pfitadme Gplny systém £, okoli (4.2) bodu p
mohutnosti yp(p). Bud B, mnozina viech HU, kde U € i,. Jako
v predeslém dikaze se vidi, Ze BVp=+ B, pro p + q. Aviak B, jsou
¢4sti mnoziny mohutnosti exp §, totiZ mnoziny vSech &asti mno-
%iny H. P¥i tom ale @, md mohutnost < . Ale dasti mnoziny mo-
hutnosti exp §, které samy maji mohutnost < a, je nanejvys a-ta
mocnost &fsla exp ), to jest nanejvys exp (ha) = exp a. Bodd
prostoru P je nanejvys tolik co téch B, a tedy p < exp a. c. b.- d.

Dukaz dostatednosti:

1. Necht X je AH-prostor, z; koneéné mnoho jeho
bodid. Pak ka%dému k lze ptifaditi okoli Ji bodu x; tak,
%e Jpjsou po dvou disjunktni. Necht totiz Oy a O pro ¢ =+ j
jsou disjunktni okoli bodii.resp. #; a z;, Pak staéf za J; brat spo-
le¢nou &ast (prinik) vSech O; s pevnym k.

2. Pro pevnou mnozinu M mohutnosti § necht je & prostor
vSech funkei, jichZz argument probihéd M a které nabyvaji hodnot
1 a 2. P¥i tom definujici okoli (4.1.1) bodu ¢ v @ budou odpovidat
koneénym &¢astem mnoziny M. Okoli odpovidajici koneéné éasti K
mnoziny M bude prosté mnoZina viech y € @ takovych, Ze p(k) =
= (k) pro k € K. @ je AHU-prostor mohutnosti exp b, jak se lehko
uvaii (4.1 — (I°) a (II°), axiomy (III°) v 7.1, 6.3, 8.4). Vyberme
tedy z @ &ist X mohutnosti a < exp b. ' ' '

3. Xje AHU-prostor (1.5) mohutnosti aa ma otevienou
basi mohutnosti < § (6.4). Definujici okoli v @ a tedy i v X
jsou oteviens. Stadi tedy ukézat, Ze definujicich okolf v @ je na-
nejvys h. Zvolme na okamzik K pevné. VSech odpovidajicich mu
okoli viech mo#nych bodd v @ je zfejmé tolik, kolik je vSech
mo¥nych parcidlnich funkef definovanych na K k funkeim z @. Je
jich tedy exp k, kde k je hohutnost mnoZiny K. Tedy pevnému K
odpovidé konedn® mnoho téch ekoli, to jest méné nez ¥,. Probiha-li
nyni K viecky moZné kone¢né &4sti mnoziny M, kterych je celkem ,
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je téch okoli nanejvys 8, h =15, c. b. d. Bud B pevna oteviena
base mohutnosti < §h v prostoru X.

4. ,Ctveretkem‘‘ budu nazyvat vzdy mnoZinu viech uspofd-
danych pari {, y}, kde x € J,, y € J,, pii éemi J; a J, jsou pevné —
na &tveretku zdvislé — elementy base B. Ten Stveretek oznadme
J, X Jg; J; a J, jsou jim urdeny.

5. Oznadme F mnozinu viech funkef, jichz argument probiha X
a jichZ hodnoty jsou v X. Pak F ma mohutnost

a® < (exp h)* = exp (ha) = exp a < af,

to jest F ma mohutnost exp a. ,
6. Bud D mnozina v8ech koneénych skupin d &tveretku:

Jy X Ty e X g ioos g X Iy

— na poradku nezalezi — takovych, Ze mnoziny Jj jsou po dvou
disjunktni. Pii tom J; X J'; jsou t. zv. ,,soufadnice‘‘ elementu d.

7. Pii pevné funkei f € F necht K; je mnozina viech uspofd-
danych para {z, y}, kde ze¢ X, ye X, y = f(z). K; je ,kfivka
o rovnici y = f(x)*“.

8. Oznadme Q = F + D a zavedme v @ topologii takto: Defi-
nujicim okolim bodu d € D bude mnoZina -obsahujici jeden jediny
bod d. Necht z; pro k =1, 2, .. ., » jsou prvky mnoziny K; v ko-
neéném poétu. Kazdy element z; zavieme do étvereéku Z;. Definuji-
cim okolim bodu f patiicim k (neuspofddanym)skupindm (zy, z,, . . .,

Zn) & (Zy, Zy,.. . ., Zy) rozumime kazdou mnozinu, kterd obsahuje f
a viecky d € D — leda aZ na koneéné mnoho — takové, Ze ke kazdé-
mu k= 1,2,... n existuje souradnice bodu d (ta soufadnice je

étveredek) lezici v Z; a obsahujici 2.

9. Q ma mohutnost exp a. @ md mohutnost aspoii exp a
podle 5. Base B ma podle 3 mohutnost nejvys §. Tedy étveredkt
je nanejvyse h? = §. Tedy koneénych skupin &tveretku je rovnéz
nanejvys b a tedy D ma mohutnost < §. S 5 dohromady to da,
%e @ mé mohutnost nejvys expa + b, t. j. exp a, c. b. d.

10. Bud f, e F, fyeF, f, =+ f,. Existuje tedy z e X, pro néz
Y =+ Yy, kde yp = fi(x) pro I = 1, 2. Existuji pak disjunktni mno-
ziny J'; a J';, prvky to base B, takové, Ze y;¢J;. Bud J € B
a necht zeJ. Necht z = {z, y;} a necht Z; =J x J. Je-li Oy
néjaké okoli bodu f; patiici ke skupindm (2;) a (Z;), pak okoli
0, a 0, jsou disjunktni. Pro jiné pary bodu z @ se axiom (III°)g
v (6.3.9) verifikuje zcela trividlné. RovnéZ i ostatni podminky pro
AHU-prostor — jsou citovany v 2. Tedy: @ je AHU-prostor.

.. 11. Necht definujici okoli O, bodu fe F patii ke sku-
pindm (z,...) a (Z,...); necht def. okoli O, bodu f patii ke
skupindm (2,2, ..., 2s), (Z;, Zs, . . ., Zs); necht z 2. Pak O,
neobsahuje O, a tedy zvla&té O, & 0,. Necht Z; = J; X J's.
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Podle 1 a 3 lze ka%dé konedné skupiné (2, z,, . . -, Zn, Znt1 - - «» 2N),
kde z = {x;, i}, mie X, y1e X, 2, = 2, nalézti takova okoli J,*
pror =1,..., N bodu resp. 2, v X, %e jsou po dvou disjunktni.
Lze o nich zfejmé pfedpokladat, kdyZ jsme je eventualné zmensili,
Ze jsou to prvky base B, %e neobsahuji x pfi oznadeni z = {z, y}
a ze Ji* C Ji. Bud J"p = J'; a jinak bud J’, libovolné definujici
okoli bodu y,. Necht Z,* = J,* x J",. Pak mnozina vSech Z,*
je bodem z D. Takovych bodi je ale nekone¢né mnoho, nebot ke
kazdému pfirozenému N takovy existuje. Do O, jich ale nepatii
nejvy8 koneéné mnoho. Tedy néjaky takovy bod nélezi do O,
a zfejmé nenaleZi do O, ¢. b. d. Skupinu (2, ...,2s), k niz
patii O,, oznadujme vidy O,

12. Bud fe F. Pak okoli bodu f patiici k pevnym skupindm
(2 - - -, 2n) & (Z,, . .., Zy) vzniknou viecka z jednoho z nich ubi-
ranim konednych &asti. Je jich tedy tolik co téch koneénych &asti,
tedy nanejvys tolik co koneénych dasti mnoziny D, to jest nejvys b.
Viech skupin (z,, 2, . . ., 2,) je ale a a skupin (Z,, Z,, . . ., Z,) nej-
vySe h. Tedy vSech téch okoli viibec je nanejvys ha = a. Tedy
2f) < a.

13. Bud B systém definujicich okoli bodu fe F a necht ma
mohutnost < q. Bud @’ soudet viech O’, pro 0’y ¢ V. Pak B’ ma
mc hutnost < a. Ponévadz v8ak K; mé mohutnost a, existuje v K;
prvek z, ktery do @’ nendlezi. Necht okoli I bodu f patif ke skupi-
nam (z) a (Z) s libovolnym z. Podle 11 I neobsahuje zadné O, e V
a tedy B nenf Gplny systém okoli bodu f. Ze systému definujicich
okoli nelze tedy vybrat aplny systém okoli bodu f, ktery by mél
mohutnost < a. Tedy yxo(f) = a (4.2.3). 12 a 13 d4 tedy celkem
zelf) = a.

14. Podle 9 prostor @ ma mohutnost exp a a obsahuje mno-
#inu D mohutnosti < § < exp a. Existuje tedy v @ mnoZina D’ mo-
hutnosti § obsahujici D. Mnozina D le%i ale v @ husté: Pro d € D je
totiz d v uzdvéru mnoZiny D a priori (1.1 — (II¥)). Pro feF
z xo(f) = a > 1 plyne pro kaZdé definujici okoli O; bodu f existence
bodu ¢ € @, ¢ =+ f, ¢ € Oy. Z toho pak plyne g € D a tedy kazdé okoli
bodu f protne D a tedy f nalezi do uzavéru mnoziny D (4.1.1),
c. b. d. Tim spiSe le#i D’ v @ husté (1.1 — (III¥)). Z nerovnosti
h < p<expa vychdzi existence prostoru @ DD’ vnofeného
do Q (1.5), jehoz mohutnost je p. MnoZina D’ lezi v Q' ziejmé husté
a jest udinéno zadost pozadavkim nasi véty.

Poznamka: Pfi dikazu prvni véty necht si étenat povSimne
toho, #e podminka zistane nutnou i pii AH-prostorech. Staéi viak
uZ ke konstrukci 4 HU-prostoru.

Aplikace: Pismeno I (eventudlné s indexy) znaéi vidy AHU-
prostor, jeho% kazdy bod p — mimo jeden vyjimedny, ktery vidy
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oznadujme symbolem oo (se stejnymi indexy jako I) — mé okolf
obsahujici jediné p. Okoli bodu co maji vesmés mohutnost > 1.

Aby ukazal, Ze charakter bodu miZe prevysit mohutnost
prostoru, sestrojil Urysohn?®) spodetny prostor I’, kde y,(00’) > ¥,.
Jinak v3ak se o y;/(c0’) nevi nic. Jako aplikace pfedchozi konstruk-
ce uvadim jeSté prostor I libovolné predem dané mohutnosti
(misto %, u Urysohna) s charakterem bodu oo netoliko zndmym
= b, ale dokonce v pifpustnych mezich libovolné volitelnym:

Nutnd a dostateénd podminka. aby existoval prostor I mohut-
nosts Yy, kde oo md charakter a > 9, jest aby bylo a < exp h.

Pocet okoli bodu a tedy ani charakter nemtze ptevysit po-
et viech ¢asti prostoru a tedy a < exph. Tim je nutnost odi-
vodnéna.

Prostor I vyhovujici tvrzeni véty se skladd z jednoho bodu
feF, z celé mnoziny D a z jakési mnoZziny mohutnosti b, jejiz
prvky nejsou ani v F ani v. D. Definujici okolf bodu f budou stejné
jako v prostoru @ v dikaze druhé véty. Podle 13 stadi klast f = oo.

Novék zlepsil Urysohniiv piiklad v jiném sméru. Sestrojil
totiz spodetny dédiény N-prostor (8.6.5), jehoz body maji vesmés
nespotetné, jinak vSak neznamé, charaktery. V piistim &isle Caso-
pisu poddm konstrukei zahrnujici Novakovo i moje nyné&jif zlepSeni
Urysohnova prostoru. Bude tp dédiény N-prostor predem dané
mohutnosti ) s charaktery bodd vesmés rovnymi predem dané
mohutnosti = § v p¥{pustnych mezich. '

Poznédmka: Rikdme, Ze prostor & je R,-prostor, kdy# pro
kazdy bod p € O a kazdé jeho okoli O v @ existuje okoli 2 v @ bodu
p takové, e Q = Q = O — O — Q C O; pti tom I je uzavér v @
mnoziny I' C ©. Misto ,,AHU-prostor‘ mozno v ptedeslych vétach
psat ,, AHR,U-prostor. Stadi misto @ uvazovat prostor @ takovy,
ze zase @ = F + D a (d) je okolim v © bodu d ¢ D; aviak okolim
v O bodu f € F patifcim ke skupindm (z,, 2y, . . ., 24) 8 (Zy, Z,, . . .. Zp)
— se stejnymi podminkami jako prve — bude kazdd mnozina
A — K + B s koneénym K, kde A je mnozina téch d ¢ D, %e pro
kazdé k= 1,2, ..., n jakasi soufadnice Ji X J'z bodu d jest
C Zi a xp e Ji pii 2 = {@n, Y2}, 2x € X, yz € X, a kde B je mnozina
téch ge F, Ze {ap, g(xr)} e Z; pro kazdé k=1,2,...,n.0 je
R,-prostor, nebot definujici okoli v @ jsou uzaviend, ponévadz
definujici okoli v X jsou uzavfena. Ostatek se doslova opakuje.

*

3) Uber die Machtigkeit zusammenhéngender Mengen, Math.
Annalen 94 (1925), 262—295. .
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Sur la puissance d’un espace contenant une partie dense de
puissance donnée.

(Extrait de l'article précédent.)

Les petits types allemands désigneront toujours des puissances
infinies; je pose .exp m = 2™. Sous le nom de caractére xe(p) du
point p dans l'espace E, on entend*) la plus petite puissance d’un
systéme € d’entourages de p dans E tel que, pour tout @ ouvert
dans E et contenant p, il existe un U e § avec U C G.

La réponse & la question proposée au titre étant triviale pour
les espaces topologiques plus généraux, je me bornerai toujours
a I’étude des espaces de Hausdorff, c’est & dire des espaces véri-
fiant les axiomes 4, B, C, D des »»Grundziige der Mengenlehre* de
Hausdorff (p. 213) sans vérifier peut-étre aucun des deux ,,Abzahl-
barkeitsaxiome*. Dans ce cas, on a le théoréme suivant:

La condition ) < p < exp exp V) est nécessaire et suffisante pour
qu'il existe un espace de Hausdorff de puissance p contenant une
partie dense de puissance §.

La nécessité résulte immédiatement des axiomes B et D (sans
faire intervenir les autres). La suffisance peut étre tirée du théoréme
suivant dont nous ferons 'usage plus tard encore.

Soit h < a < exph. Alors la condition h < p < exp a est néces-
saire et suffisante pour qui’l ewiste un espace de Hausdorff de
puissance p contenant une partie dense de puissamce V) et o le
caractére d’aucun point me surpasse q.

Il est aisé d’en prouver la nécessité. Alors, soit M un ensemble
de puissance §. Soit @ I'espace de toutes les fonctions dont 'argu-
ment parcourt M et dont les valeurs sont égales & 1 ou & 2. Les
ensembles

E (ye®d, pk) = (k) pour ke K),
'

K parcourant les sous-ensembles finis de M, seront les entourages
(définissants) de p dans @. Soit X un sous-espace de puissance g
de I’espace @. C’est un espace de Hausdorff ayant une base ou-
verte B de puissance < . Soit F' la famille de toutes les fonctions
qui transforment X en un sous-ensemble de X. Sous le nom de
,,carré”, j’entends tout produit cartésien J, X J, ou J;eB,
Jy € B. Soit D la famille de tous les systémes d finis de carrés

Iy X'y Iy X Tl ooy dn X I

%) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compacts, Verhandligen der Kon. Akademie Amsterdam,
Deel XIV, No. 1, 1929.

94



tels que les J3 sont disjoints deux & deux. Les carrés J; X J’; sont
les ,.coordonnées‘‘ de d. Chaque point de D sera isolé dans I’espace
Q = F 4 D, dont je vais construire la topologie. Soit fe F, 2z €

eE[y=f(x)], k=1,2, ..., n (n naturel). Soit Z; un carré con-
{2y}

tenant z;. Les entourages dans @ de f correspondant & (2,, 2y, . . ., 2s)
et (Z,. . .., Z,) seront tous les ensembles contenant f ainsi que tous
les d € D — sauf un nombre fini tout au plus — tels que, pour tout
k=1.2 ... n, il existe une coordonnée de d contenant z; et

contenue dans Z; . O; étant un tel entourage, soit O’y I’ensemble

des z; en question. Alors, @ est un espace de Hausdorff. Soit f ¢ F

et soit LY un systéme de puissance << a d’entourages (définissants)

de f. Il existe alors un point z € £ [y = f(x)] qui n’est contenu dans
z

Y

aucun O'; pour O; ¢ V. Les entourages de f correspondant & (2) et
(Z) avec un Z quelconque ne contiennent aucun Oy e Q. Alors
za(f) = a, d’otr yq(f) = a, car il n’existe pas plus de a entourages
définissants de f. Or, f n’est pas isolé ce qui entraine la densité
de D dans @. Soit D C D' C Q' C @, D’ et ' ayant la puissance §
et p resp. L’espace Q' et sa partie dense D’ satisfont évidemment
a la thése du théoréme. ‘

Application: Le symbole I (muni d’indices éventuellement)
désigne toujours un espace de Hausdorff dont tous les points sont
isolés sauf un seul qui ne l'est pas et qui sera toujours désigné
par oo (muni des mémes indices que l’est 7). Pour démontrer qu’un
caractére peut surpasser la puissance de l’espace tout entier,
Urysohn a construit®) un espace I’ dénombrable avec y;/(o0’) non
dénombrable, mais inconnu. A titre d’application, je vais construire
an exemple plus général:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un espace
I de puissance h avec xr(0) = a > b est que Pon ait a < exp h.

La nécessité est évidente. L’espace I & construire se compos:
d’un seul f € F' quelconque, de tous les points de D et de p autres
points. Soit f = oo et les entourages de f soient définis de la maniére
décrite pour l’espace Q. '

M. Novak a construit un espace dénombrable complétement
normal aux caractéres > X,, mais inconnus. Dans le numéro suivant
du Casopis, je vais construire un espace complétement normal de
puissance § quelconque et aux caractéres = q > § pour tout q
admissible a priori.

Remarque: Les termes ,.espace de Hausdorff* peuvent étre
remplacés par ,espace de Hausdorff de dimension 0 dans les
théorémes précédents. On n’a qu’a considérer, au lieu de @, I’espace
O = F + D, les d € D étant isolés dans @ et les entourages dans O
de f e F appartenant & (2,, 2, . . ., 2s) et (Z,, Zy, . . ., Zy) — sous les
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mémes conditions qu’auparavant — étant les ensembles 4 — K+ B
avec K fini, A étant I’ensemble de tous les d € D tels que, pour tout
k=1,2,..., n, il existe une coordonnée Ji X J'x C Z; de d avec
ZreJi ol 2p = {@r, Ya}, Tr € X, yr e X, et B étant ’ensemble des
geF avec {xg, g(xr)} € Zg pour tout k = 1,2,..., n En effet, les
entourages définissants dans @ sont fermés; car il en est ainsi de X.



Spocetny ARU-prostor, jenZ neobsahuje Zidny bod
spocetnosti.
J. Novak, Brno.
(Doslo dne 10. dubna 1937.)

Je znamo, %e charakter bodu ve spoéetném AHU -prostorul)
nemusi byti spoéetny. P. Urysohn podava pfiklad toho v po;edn{mi
,,Uber die Machtigkeit der zusammenhingenden Mengen*, Math.
Ann. 94, str. 288. Jeho prostor sestava z isolovanych prlrozenjrch
&isel a z ¢isla 0, jehoZz charakter je nespodetny.

A\’ topologlckem semind¥i poloZil prof. Cech dne 27. ¥ijna 1936
tento problém: Existuje spoéetny 4 RU-prostor,?) jehoZ charakter
je v kazdém bodé nespodetny ?

Dne 3. listopadu 1936 jsem podal v topologickém semindii
konstrukei dvou spodetnych 4 RU-prostorii s uvedenou vlastnosti.
Ka%d4 neprazdna podmnoZina prvého prostoru, jez neobsahuje
isolovany bod, je rovnéz fesenim tohoto problému.

Necht P je mnoZina viech raciondlnich &isel. Do P zavedeme
topologii %, tim, %e budeme definovati okoli. Necht ¢ je kladné
redlné ¢&islo. e-ovym okolim O,(a, ¢) bodu @ e P rozumime mnoZinu:

O\(a, &) = (a) +z(§n,a+ ) (@, a0 + &),

n=1

kde &, je iracionalni &éislo vyhovujici vztahu ¢ + —— o S Sé&<

<a —|— —; jsou-li &, B redlné &isla, resp. — oo nebo - oo, pak

symbol (oc, f) znamend mnozinu v8ech racionalnich éisel mezi « a f.
Probéhne-li ¢ viecka kladna redlns éfsla, dostaneme systém
O, (@) dasti mnoziny P té vlastnosti, Ze O,(a) == 0, a € Oy(a, ¢) pro
kazdé ¢ > 0. Q,(a) je systém definujicich okoli bodu a.?) Systémy
tyto zavadéji do P topologii u,.
1) C. odst. 6-1, 7-1, 8-4 (C znamens: Cech Topologlcke prostory, Casopis,
66 (1937), str. 226 D — 264 D).

2) . odst. 85.
3) C. odst. 4-1.
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Definujme £-ové okoli Oy(a, €) bodu @ € P takto:
Oa(a, 6) = (a’ — &, (l) + Ol(ay 8)'

Dostaneme jiné definujici systémy ,(z), z ¢ P bodu =z, jimiz je
zavedena do P topologie u,. Ponévadi pro kazdy x e P existuje
ke kazdému okolf Oy(z, €) okoli O,(x, €) C Oy(z, €) a nikoliv naopak,
]est topologie u, siln&jsi nez topologle u,.3)

Snadno se da dokazati, Ze v prostoru (P, w;) (z = 1, 2) jsou
splnény tyto axiomy:

(III°)g: Kdyz b € Oi(a, ), pak existuje okoli Os(b, ) C Oy(a, ¢).

(III°)4 Kdyz O € Qi(a), 0" € Oi(a), existuje okoli O € Qi(a)
takové, ze OC O’ .0".

Prostor (P, u;) je tudiz AU-prostorem.?)

Je-li ¢ kladné iracionalni &islo, pak okoli Oi(a, ¢) (: = 1, 2) jest
uzaviené. Vskutku komplementé,rm’ mnozina P — Oy(a, ) jest
oteviend, nebot je soudétem otevienych intervali raciondlnich
éisel tvaru («, B), jez jsou, jak se snadno presvédéime, v prostoru
(P, u;) oteviené. Je tedy splnén také axiom (III°)g, takZe prostory
(P, uy) a (P, u,) jsou spoéetné A RU-prostory.2)

Abychom dokézali, Ze Zadny bod prostoru (P, ;) (2 = 1, 2)
neni bodem spodetnosti, dokdzeme nap¥ed lema. Pravime, Ze po-
sloupnost bodu topologického prostoru R konverguje k bodu z ¢ R,
kdyz v kazdém jeho okoli se nachdzeji skoro viecky body té po-
sloupnosti.®) :

Lema. Necht ze R je A-bod, jehoz charakter je spodetny.

Necht M C R, x ¢ M. Pak existuje v M bodové posloupnost, je
konverguje k bodu z.

Diikaz. PonévadZ z je A-bodem a bodem spodetnosti, existuje
monotonni posloupnost {Oa}y-1 okoli bodu =, jez je Gplnym
systémem okoli toho bodu. Ponévadz ze M, jest O, . M 0

(n=1,2,...). Zvolme bod z,eO,. M. Pak {xn}n-1 je bodovi
posloupnost v M, jez konverguje k bodu z.

Necht ae (P, w) (¢ = 1,2). Pro nepiimy dukaz predpokla-
dejme, Ze yy(a) = R,. Bod a nilei{ do uzévéru w; (E [a < 2]),

nebot’ kaZzdé okoli O4(a, €) ma body spoleéné s mnozmou E’ [a < z].
Proto podle lematu existuje v E’ [a, < 2] bodova posloupnost {wp}n=15

1 1
jez konverguje k bodu a. Neobsahu]e—h mnoZina (a + prre il + F)
4) §. odst. 7-2 a konec odst. 6-3.
§) Je-li bod x, k n¥émuZ konverguje bodové posloupnost, H- bodem,
pak tato konverguje k jedinému bodu z; neni-li H-bodem, pak miZe tato
posloupnost konvergovati také k jinym bodam.
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Pl : . . 1 :
zadny bod z této posloupnosti, polozme 7, = a + i v opad-

ném pifpadé obsahuje tento interval jenom koneény podet bodu

. N . 1\ .,
posloupnosti. Existuje tudiZ iracionalni &islo #, (n,, <a+ —n—") té

vlastnosti, Ze interval racionalnich &isel (17,,, a + — | neobsahuje
kL

zédny bod z posloupnosti {a}n-1. V okolich O, (a, ?lt-) = (a) +

2 1 1 1 1
+,.Zl (7),., a + -;t—”) 0, (a,, ;) = (a — a) + 0, (a, ;) se nena-
chizi 7a4dny bod z konvergentni posloupnosti {zp}n-1, COZ je
spor. Proto yy(a) > X, t. j. charakter kazdého bodu v prostorech
(P, u,) a (P, u,) je nespodetny. _
Dokazali jsme, ze v mnoZiné E [a < z] neexistuje bodova

z€P
posloupnost konvergujici k bodu a. Lehce se pozni, zZe pii topo-
logii u, takova posloupnost neexistuje ani v mnoziné K [a > x],

z€P

tedy ani v mnoziné P—(a). DokaZzme nyni, Ze kazdy bod libovolné
neprazdné podmnoziny @ C (P, u,), jez neobsahuje isolovany bod,
ma charakter nespoéetny. Necht a e Q. Predpoklidejme pro ne-
piimy dikaz, Ze v Q—(a) existuje bodova posloupnost, konver-
gujici k bodu a. Pak tato posloupnost konverguje k témuz bodu
také v prostoru (P, u,) — (a), coz je spor. Proto yq(a) > ¥,.

Naproti tomu prostor (P, u,) nemé tuto vlastnost, jak uka-

zuje tento piiklad: @ = (a) + i (a — %) C (P, uy). Bod a ma
n=1

v prostoru @ charakter 8.
Brno, topologicky seminaf.
»

Sur deux espaces réguliers et dénombrables sans points de caractére
dénombrable.’

(Extrait de Particle précédent.)

P. Urysohn a construit un espace dénombrable ayant un point
de caractére indénombrable. Dans cet article on donne la con-
struction de deux espaces réguliers dénombrables dont chaque
point posséde un caractére indénombrable. Le premier de ces es-
paces contredit d’une fagon héréditaire au premier axiome de
dénombrabilité tandisque ’autre ne posséde pas cette propriété.



Sur le nombre des topologies d’un ensemble ddnné.

Bed¥ich Pospifil, Brno.
(Regu le 29 avril 1937.)

Soit £ un ensemble quelconque; soit exp £ l’ensemble de
tous les sous-ensembles de E. Soit top £ l'ensemble de toutes les
fonctions définies sur exp £ tout entier et dont les valeurs appar-
tiennent & exp E. Soit prop E l’ensemble de toutes les fonctions
(propositionnelles) définies sur top £ et qui ne prennent que les
valeurs 0 et 1. De plus, désignons par E, .]l’espace topologique
général‘‘ dont les points parcourent précisément ’ensemble E et tel
que la ,fermeture dans E, d'un M C E quelconque est égale
a u(M). Je désigne encore par tg la fonction bien déterminée par les
deux conditions suivantes: a) tx e prop E et b) u e top E entraine
tg(u) = 1 si et seulement si Ky est un espace de Hausdorff non isolé
ne contenant qu’un seul point qui ne soit pas isolé dans E,. Soit
@ € prop E; je désigne par E, I’ensemble de toutes les ..topologies
générales’ u € top £ telles que ¢(u) =

Les petits types allemands désigneront toujours des puissances
infinies, exp ¢ = 2f. La relation X ~ g veut dire que X est un
ensemble de puissance g.

Soit uz e prop E; soit ug(u) =1 si et seulement si (i) w(0) =0
et (i) M;C M, entraine w(M,) C w(M,). D’aprées M. Markoff,?)
a chaque u avec ug(u) = 1 et chaque e € E on peut faire correspond-
re un sous-ensemble O, de exp E de telle fagon que e € u(M) si et
seulement si, pour tout U € O,, on ait MU = 0. Sous le nom de
caractére dans I’espace E, du point e, on entend?) la puissance la
plus petite possible d’un tel systéme 0.. Lorsque ug = ¢ € prop E,
je désigne par E,(a) I’ensemble de toutes les topologies générales
avec p(u) = 1 telles que tous les caractéres des points dans l'espace
E, sont < q, mais non pas < a pour tous les points.

1. Soit E ~ 9, 1g < ¢ e prop E; alors, on a E, ~expexp b.

En effet, top £ ~ exp exp b, alors By ~m entlaine m < exp

1) Voir Alexandroff-Hopf, Topologie I, p. 42, Aufgabe, Grundlehren d.
math. Wiss., Berlin 1935.
%) d’aprés MM. Alexandroff et Urysohn.
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exp . La relation inverse m > exp exp a résulte, pour a = exp b,
du theoreme suivant.

Soit B ~ Y, ¢ € prop E, LE< ¢ < pe, h < aexph; alors,
on a E ta) ~ exp a.

Ava,nt de démontrer ce théoreme, je vais en tirer trois coro-
laires qui suivent. Deux fonctions u et v appartenant & top £ sont
dites homéomorphes, s’il existe une transformation biunivoque f
de Een E tout entier telle que fu(M) = v f(M). L’ensemble E,
ou Ey(a) resp. est la somme des classes disjointes telles que les
deux fonctions u et v appartiennent & la méme classe, si et seule-
ment si elles sont homéomorphes. Soit | B, | ou | Ey(a) | resp.
Pensemble de toutes les classes en question.

3. Soit B ~ ¢, g < @ e prop E; alors,ona | E, | ~expexp b.

En effet, la puissance d’une classe ¢ | E, | est < h®» = exp b,
c’est a dire << exp exp b. Sila puissance de | E, | était < exp exp b,
on aurait E, ~m < exp exp b ce qui cont.redlt au théoréme 1. La
puissance de | B, | ne peut pas surpasser celle de E, d’ou I'on tire
la thése désirée. ,

De méme, en se servant du théoréme 2 (au lieu de 1), on prouve

4. Soit E ~Vp, gepropE, g ¢ ug, hZ a<exph,
exp b < exp a; alors, on a | Ey(a) | ~exp a.

Car on a h® = exp h < exp a par hypothése.

5. Soit B ~ X,; Uensemble B fpeut étre méirisé précisément de
exp N, maniéres différentes.

En effet, il est évident qu’il n’y a guere plus de exp %, métri-
ques sur E. Posons alors, dans le théoréme 2, ) = q = ¥y et p(u)=1
si et seulement si l’espace Ey4 est normal. Alors, notre théoréme
résulte immédiatement du fait bien connu que tout espace normal
possédant une base ouverte dénombrable est métrisable.?)

Il nous reste encore a prouver le théoréme 2. On tire sans peine
de la définition des caractéres que Ey(a) ~m < exp a. Soit I I'espa-
ce du dernier théoréme de mon artlcle cité.4) Soit 4(M) la fermeture
dans l’espace I de 'ensemble M; on a «g(3) = 1, alors ¢(z) = 1; de
plus, tous les caractéres des points dans I sont <a Dans les
notations de I’article précité, oo est un élément f = oo de ’ensemble
F ~exp a. Pour mettre en évidence que I dépend de f, soit I;
I’espace qui s’obtient de I en y remplagant f = co par un symbole *
fixe qui ne dépend pas de f sans changer la topologie. Soit fe F,
geF, =+ g. En vertu des propriétés de ’espace @ de l’article pré-
cité, il existe un entourage U; et U, resp. du point * dans Iy et I,

3) C’est un théoréme céldbre de M. Urysohn. Voir p. ex. Alexandroff-
Hopf, 1. c. p. 81 ou Kuratowski, Topologie I, p. 104, Monografje matema-
tyczne, Warszawa-Lwoéw, 1933.

4) Sur la puissance d’un espace contenant une partie dense de puissance
donnée, Casopis 67 (1937/38), 89—96.
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resp. avec UyU, = (*). La fermeture dans I; et I, resp. de I’ensemble
Uy — (*) étant égale a U; et Uy — (*) resp., les topologies des espa-
ces I et I, sont différentes. Car on a * e Uy, alors Uy & Uy — (¥*).
Nous avons ainsi acquis des topologies différentes du type voulu
sur I’ensemble £ = D 4 (*) ~§ en nombre exp a ce qui prouve
le théoréme 2.

Les théorémes 1, 2, 3, 4 restent vrais, si I’on y change la défi-
nition de ¢z et celle de E,(a) comme il suit: 1. la relation tg(u) = 1
veut dire que Ey est un espace complétement normal de dimension
0 et 2. Ey(a) est ’ensemble de toutes les topologies générales de E
avec @(u) = 1 et telles que tous les caractéres des points dans
l’espace Ky, sont = a. Onn’a qu’ase servir, aulieude I, de 'espace N
du théoréme 1 de mon article cité ci-dessous.’) De méme, on
obtient des théorémes analogues, si ’on remplace I par l’espace
I' ou N' du théoréme qui vient d’étre cité, supposé que 3 < h <
Sasexph

Séminaire topologique, Brno.

*

0 podtu topologii na dané mnoZiné.
(Obsah ptedeslého ¢lanku.)

V tomto élanku mimo jiné Fe$fm problém 2 na konci Cechovych
Topologickych prostorii®): Podet topologii kazdého typu, ktery se
vyskytuje v citovaném &lanku pana prof. Cecha (mimo typ metri-
sovatelnych prostort), na nekoneéné spodetné mnoziné jest roven
poétu v8ech &asti mnoZiny redlnych &isel.

) 5) Théordmes d’existence pour les caractéres des points, Casopis 67
(1937/38). )
¢) Casopis 66 (1937), D 225—264.
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Zum Interpolationsprobleme im Kreisringe regu-
' lirer Funktionen I.

Ernst Lammel, Prag.
(Eingegangen am 29. April 1937.)

f(z) sei eine im Kreisringe r < |z | < R regulidre Funktion.
Die Folge {z,}, (v = 1,2, ...) liege daselbst so, dal} sie weder auf
| 2| = R noch auf | 2z | = r Hiufungspunkte besitzt. Es ist also fir
jedes u \

r<o<l|z|<P<R (1)

Wir wollen zeigen, daf} sich dann f(z) in der Form

@

4, +§A,ﬂf __i"z + B, +;B.H;§:—§; (2)

=1 p=1 1— z__
R2
darstellen laft.

Jede im Kreisringe r < | z | < R regulare Funktion f(z) laBt
sich bekanntlich als Summe zweier Funktionen fz(z) und f.(z)
darstellen, wobei fz(2) fiir |z | < R und f,(2) fiir |z | > r regular
ist. Man kann offenbar von f.(2) noch voraussetzen, dal fy(oo) =
= 0 ist. A

§ 1. Reihenentwicklung fir fgr(2).

Da nach (1)
|2 | EP<R;p=12,...
ist, so 1aBt sich fg(z) in eine Reihe von der Form

® v

entwickeln, welche fiir jeden Wert von z aus |z | < R und gleich-
méBig auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z | < R gegen
fr(z) als Grenzfunktion konvergiert. Fiir die Koeffizienten {4,},
(»=0,1,...) gelten die Integraldarstellungen
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L§ 128 4, (41 <R, <R)

0=

2w z—z
lz|=R,
1 ;I.ZE
R /2(2) S
4, = i i(z_zl)(z_zz)dz(lz,l<R1<R, y=1,2).
lzl=R, ’
und | Zntaa
2
A” - R B fR(z) dz
2mi ¥
(=R (2— 2) (2 — 2Zn41) | [——=
» v=1 1 _ﬁ
R2

m=2; |2,| <Ba<Rfirv=12,...,n+ 1)}

Nun gilt fir die Funktion f,(2), welche fiir | z | > r regular
ist, wegen f,( o) = 0 die fiir jeden Wert von z aus | z | > r konver-
gente Reihenentwicklung

¢
o) =D - (3)
k=1
welche auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z | > r gleich-
mafBig konvergiert. Da fir k=1,2,...

dz dz
Sg?ﬁz " ff;zk(z —e—m)

lel=R, lel=Rs
und dz
= 0 =2
lel=Rp 24z — 2p) (2 — 2n +1)1_I———'~
-1l __ 22

R2

ist, so erhalten wir fir die Koeffizienten {4,}, (» =0,1,...)
schlieflich die Integraldarstellungen

_ 1 f)
do=550,"-d  (al <R <B),
_ lz|=R,
| _ak
___F (z) o
4= 2ni”5€t(z—zl)<z—zg)dz"z"<R*<R’”—"2”4)
z|=R, .

1) Vgl. E. Lammel, Zum Interpolationsprobleme im Einheitskreise
regulirer Funktionen. Casopis pro p&stovani matematiky a fysiky, 66 (1936),
57—61.
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und

1— z,,z,,.H
1 — R § /(z) dz
o 2mi "l 5o,
le1=Rn (2 — 2y) (2 *‘Zn+1)| |—E,_z

’ v=11'—F
(n > 2; ]z.|<R,.<Rf1'irv=l,2,...,n+l).

§2. Reihenentwicklung fiir die Funktion f,(2).

Wir setzen zunédchst voraus, daB z, = 2;, sobald » =+ i ist.

Der fiir | z | > r reguliren Funktion f,(z) 148t sich in eindeuti-
ger Weise eine Reihe von der Form

B+ ZB er = (5)

y=1 =1
mit |z,|>7; w=1,2,... zuordnen. Die Koeffizienten {B,},
r»=0,1,...) sind namhch durch die Funktionswerte von f,(z)
an den Stellen zu(w =1, 2,...) eindeutig bestimmt.

Um zu einer Integraldarstellung fiir die Entwicklungskoeffi-

zienten {B,}, (v = 0, 1, 2, . . .) zu gelangen, beachte man Folgendes:
Die n + 1 Koeffizienten B (»=0,1,2,...,m) sind durch die
Funktionswerte von f,(2) an den n 4 1 ‘Stellen (w=12,.
n + 1) eindeutig bestimmt. Es hat also jede andere in [z | > r
regulare Funktion gr(2) dieselben » +- 1 Koeffizienten B; (v = 0,
L 2,. ..m), wenn sie mit f;(z) an den n + 1' Stellen z,, (,u =1,
2,..,n+1)im Funktlonswerte iibereinstimmit.

Elne solche Funktion gr(2) wird sicher durch Lo .
5m(2) = B, +ZB Erz = (6)

gegeben, worin die B, (v = 0, 1, ... ., n) durch die Funktlonswerbe
f(zs) (u=1,2,...,m + 1) ausgedriickt zu denken sind.

Um B, (n = 2) zu berechnen, d1v1d1eren wir (6) durch

(z — 2n) (2 - zn+1) 1"[ Z—2y
n —"znzh+1 prs 1‘"—2,.2
undmtegnerenlangslz l=rmr<m<l|zljp=12..,n+L
Wir erhalten, wenn wir s,(z) durch f,(z) ersetzen, - ~
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" —;nzn+1 f+(2)
By = — St § o - dz. (7a)
=ra (2 —2a) (2 — 2nad) | [3—=-
"

17— 2z
Um B, bzw. B, zu berechnen, dividieren wir (6) durch

_Ar—m) ez (—2)
% 2 — 212

und integrieren langs |z | =7y (r <7, < |2z |) bzw. |2 | =1n (r <
<1 <|zu|; p=1,2). Wir erhalten, wenn wir s,(z) durch f.(z)
ersetzen,

o & fr z) >

B, = B, rr—y dz bzw. (7b)
—lzl-——r.
ez fr(2)
By =—— 2m (z—2) (2 —2,) e
|z|=r,
Nun ist
1 1 1
Bo=—27—ﬁ (‘z“—z_zl)fr(z) dz
lz|=r,
also wegen (3) . o
B, = pr R dz. (7c)
lzl=r1

Tntt in der Folge {z,}, (¥ = 1, 2, . . .) dieselbe Stelle I-mal auf,
so muB man an solchen Stellen von f,(z ) nicht nur den Funktions-
wert, sondern auch die Ableitungen bis zur (I — 1)-ten Ordnung
heranziehen, damit f,(z) wieder in eindeutiger Weise eine Reihe (6)
zugeordnet werden kann. IThre Koeffizienten werden auch jetzt
durch (7a, b, ¢) gegeben.

Da
fr(z) . /z(2) _
§z——'zl =0, G—a)—m) 2"
and |2] =1y
fR(z) dz =0
2 — 2

lg|=ry, (z — 2y) (2 — zn+1)I—[

_.z“

ist, 'so’ erhalten wir fiir die Koefflzmnten {B)}, (»=0,1,2,..2)
von (6) schlieBlich die Integraldarstellungen r
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1(z)
Bo——-Qm z—zldz (r<ro<lz|),
l2|=ro
__Tr —22 f(z) o
Bl_ 21 (z_zl)(z_zz)dz (7<7'1<Izp|:/1~—1,2)
|2|=m,
und
— _7‘ —Z,,Z,H_l 1(2)
Ba = 27 "—1 s, dz (8)

lel=rn (2 — 2p) ( 2——zn+ﬂ| |
7‘2——2,,

(n22;r<r,.<|z,‘|fury_l,2,...,n+ 1).

Um zu zeigen, dal die formal gebildete Reihe (5) fiir jeden
Wert von z aus | z | > r konvergiert und zur Summe f,(z) besitzt,
sobald

r<eZlzlip=12...

ist, bilden wir von (5) die m-te Partialsumme s,(z) und subtra-
hieren sie von f,(z). )

Beachtet man, da
1 r
o) = — s § k¢ <i<iz)

1e1=t

ist und beniitzt man die Integraldarstellungen (7a, b, ¢), so erhalt
man fir m > 1

By +1(2) = fo(2) — sm(z) =

B
_ 1 fe(8) 2—2m+1 r? —Z,,
T 2m C—zC—z,,.+1n L—z.
1g1=t
r—z,¢
wobei r <l <Min (|2]; |2 |, |25~ | 2Zm+1|) ist.

Wegen (3) konnen wir [, = L so wihlen, da r < L <
< Min (g, | 2 |) ist.

Dafir [z|>rundr<o<Z|zs;0=012,....,m

m
2]+ 12 [zl +e\"

Hr”—zz nf’+'lzul|21§(r’+elﬂ) o

und fir | (| =L;r <L <o
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m
— _ L \m
HC _zu > 2|zu| LA = [ .
P —2, = f—lzullil— oL—r
p=1 p=
wird, so erhalten wir
jz] 4+ 8 \ ™

LML) |z|+e [+ elz]
lRm+1(z)1§Izl_L Q—L Q—L )

: oL —r?
wenn M (L) = Max | f,({) | bedeutet.
=L
|z + e e—L 1 . .
2, A Y ols] < — und l;_,m,—l-l—r?—T ist, so wird
l2]+e  e—

3 : < 1, sobald man nur L > r hinreichend nahe
P +olz| oL—r?
an r wahlt. Fiir ein solches L wird aber

lim | Rpss(2) | = 0,
+

w. z. b. w.

Man sieht sofort, daB Ry, 4+,(2) fir m — oo auf jeder abgeschlos—
senen Punktmenge aus |z| < r sogar glelchmaﬂlg gegen Null
konvergiert.

Als Endergebnis erhalten wir mithin folgenden Satz:

Jede im Kreisringe r < |z | < R reguliare Funktion
f(z) 148t sich in eine Reihe von der Form

,:%‘L
4, +ZA +BO+ZB [
r=1 p=11 u=1
Rz
entwickeln, wenn die Folge {2}, (u=1,2,...) aus r <
<|z| < R weder auf |z| =7 noch auf |z| '—'R einen Hau

fungspunkt besitzt.
Fir die Koeffizienten {4,}, (+ =10,1,2,...) bzw. {B,},
(»=0,1,2,...)geltendieIntegraldarstellungen (4) bzw. (8).
. o
K problému interpolace funkei regulérnich v mezikruZf I.
(Obsah pfedeslého &lanku.)

Necht ‘-)JZ ]e mezikruz{ r < |z | < R; necht {z,} je posloupnost
bodu z M, jez nemés hromadnych boddt na kruZnicich |z | =,
| = R. Potom Ize kaZdou funkei f(z), regulérni a ]ednoznaénou

, rozvinouti v IR v fadu (2) s koeficienty (4), (8). ;
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Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 28. November 1936.)

Griechische Buchstaben bedeuten reelle Zahlen; kleine latei-
nische Buchstaben bedeuten ganze Zahlen, eventuell auch Rest-
klassen modulo einer natiirlichen Zahl. Ein geordnetes System
von n (gleichen oder ungleichen) Restklassen a,, .. ., a, modulo ¢
(n > 0, ¢ > 0) heiBe ein (n, ¢)-System; Bezeichnung: {a,, . . ., @a}.
Man setze noch ‘

B, anl o by, s ba} = {hay + By, han + oo}

und analog fiir mehrere Summanden.
Hilfssatz 1. Zu jedem x > 0 gibt es zwei ganze Zahlen f; =
= fi(x) > 0, By = Pa(x) > 0 mait folgenden Eigenschaften: Ist ¢ > 0,
sind a,, . . ., qy paarweise inkongruent mod q und ist I > nq, so g@bt
es ein b mit folgenden Eigenschaften:
2. 2u jedem r gibt es ein System von héchstens B, Zahlen &g, mit
g =-+1, 2&:0, 1< k<1, Zeay, = br (mod q).
. s

Beweis: bekannt 1)

Hilfssatz 2. Zu jedem o« > 0, n > 0 gibt es 2wer natirliche
Zahlen Ly = Ly(x, n), Ly = Ly(«, n) mzt folgenden Eigenschaften: Ist
qg>0,1=> g™ und ist

: A, A, .. A (i = {ag, - - -, Gpi})
eine Menge von | verschiedenen (n, q)-Systemen, so gibt es zu jedem
(n, g)-System B eine Summe von hochstens L, (n, q)-Syeteme'n
&Ag‘ mat £

1) Hilfssatz 1. ist mit dem Hilfssatz 2. der Note von P. Erdos u. V.

Jarnik, Eine Bemerkung iiber lineare Kongruenzen (Acta’ arithmetica 2
(1938), S. 214—220) identisch; nur wurde dort nicht betont, da Zg; = 0

gefordert werden darf. Dies folgt aber daraus, daB8 der dortige Beweis nur
mit den Differenzen a, — ay arbeitet.
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& = j: 1, 28{ = 0, 1 g ]C,' é l ZeiAki = LzB
i 1

Beweis. Fiir n = 1 folgt Hfs. 2 aus Hfs. 1 mit L, = §,!, L, = ;.
Es seialso n > 1 und Hfs. 2 sei bis n — 1 wahr. Fiir jedes a sei 9N,
die Menge aller 4; mit as; = a; 84 sei die Anzahl der Elemente
von Ma; P sei die Menge aller @ mit 1 < a < g, s> 0. Wegen
0< 8 < ¢ 8 + ...+ 8 =12 ag® gibt es erstens ein a’ mit
8¢ = g™ und zweitens ist die Anzahl der Elemente von C)) min-

destens gleich «g.
Es sei B ={b,, ..., by} ein (n, q)-System. Nach Hfs. 2 mit
n = 1 gibt es hochstens L,(«, 1) Zahlen ¢;c; mit

= 4 1, 285 =0, ¢;eP,?) 2;8,'6,7 = Ly(x, 1) b, (mod gq).
Fiir geeignete At,‘. € A und geeigne;;e d,, ..., dy—, ist dann
Zeidy, = {dy, . - ., dp—y, bu . Ly(x, 1)} = D
Das n-te Ellement des (n, g)-Systems E = Ly(x,1). B— D ist

also gleich Null. Nach Hfs. 2 mit n — 1 statt n gibt es also hochstens
L,(cx, n—1) (n, g)-Systeme 7,4, mit

= 4 1, Zn, = 0, Ah’e% ;'n,Ah’.sz(oc,n—l).E
i j

(das letzte Element des (n, g)-Systems Zn;An; ist namlich gleich
a’'Zn; = 0). Dann ist aber
Ly(x, n — 1) ZeiAy, + Znjdn; = Ly(ox, n — 1) Lo(x, 1) . B,
. ,
w.Z. b.w. '

Herr Khintchine hat folgenden schénen Satz bewiesen3):

Hauptsatz. Zu jedem n > 0 und jedem y > 0 gibt es ein I' =
= I'(y, ) > 0 mit folgender Eigenschaft: Es seien 6, ..., O,
%y, . - -, On gegeben; die U ngleichungen

| 96; — ’ptl< (=1...m), 0<g<yt» (1)

seien fir kein ¢ > 1 lbsbar (in ganzen Zahlen ¢, p;, . . ., pa); dann
sind die Ungleichungen

|x0,~—y.-—-oal<71 t=1..,n),0<ac It" (2)

far jedes ¢ > 0 lgsbar (in ganzen Zahlen x, y,, . . ., ya)2)

%) Lies: c; ist ein Element der Menge .

3) A. Khmtchme, Ein Satz iiber lineare diophantische Approxima-
tionen, Math. Annalen 118 (1936), S. 398—415.

4) Die Umkehrung dieses Satzes ist auch richtig und leicht zu be-
weisen; vgl. 1. ¢.3), S. 399—401.
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Ich will fiir diesen Satz im Falle n > 15) einen neuen, auf dem
Hfs. 2 beruhenden Beweis geben (wobei aber mehrere Betrachtun-
gen des Herrn Khintchine auch in meinem Beweis vorkommen).®)

Beweis. Man setze M, = L, (2", n— 1), M,= L, (2",
n—1 1 1

n—1), My = Mgy » +4My", I'=(My+1)y *+2)s0daB
M,, M, natiirliche Zahlen sind.
' 1
Es sei £ > 0; dann setze man ¢’ = [(M3 + 1) y_Wt] + 1. Mit
q. Dy, - - -» Pn bezeichne man dasjenige System mit mdglichst kleinem
g > 0, fiir welches die Ungleichungen

1 .
190 —pil <4 (=1,...m)
gelten; also ist (¢, py.....pn) =1, pt" <qg < t'7, also y <1,
1

1<t <t < I'*t. Man setze d; = (¢, 1), ¢ = diq's, Ps = dip’; und
man bestimme noch b; so, daBl p';b; =1 (mod ¢’s), (bs, dy) = 1
(¢ =1, ..., n). (Das geht: denn es sei d; = d'd";, wo in d’; nur die
Primzahlen p | ¢, in d"; nur die Primzahlen p f ¢’; aufgehen; dann
kann man b; mit p';b; = 1 (mod ¢’;), b; = 1 (mod d";) finden, und
es ist (b, d';) = (b;, d"s) = 1.)

Behauptung I. Betrachtet man alle Zahlensysteme wuy, . . ., uy
mat it

1 n

wi = s + 2z 0 < i < d, ogz,-gm%‘ (= 1,....n)7), (3)
so sind die (n — 1, q)-Systeme
{uby — ugb,, . . ., by — Upby} (4)

paarweise verschieden (thre Anzahl ist grofer als 2—”7@*—1).
Beweis: Sonst konnte man durch Subtraktion zweier Systeme

(3) ein System v, . . ., v, mit »,2 + ... 4+ v,2 > 0 und mit
—1
' 1 ql'_“_.
b, —vibi = 0 (mod @), v = kigi’ + i | k| <di, |ys| < y» >
t=1,...mn)

%) Der Fall n = 1 ist leicht und langst bekannt.

%) (20. XII. 1936.) Herr L. J. Mordell hat zwar einen noch kiirzeren
Beweis dieses Satzes gefunden, welcher den Minkowskischen Linearformen-
satz benutzt. Ich publiziere trotzdem meinen Beweis, da er auf einer ganz
anderen Grundlage beruht.

1 n—1
7) Es ist jymq » d7 < gdi™ = ¢';; also sind die betrachteten
Systeme u,, . . ., u, paarweise verschieden.
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finden. Es gabe also ein g mit .
lglS4g<gq vbi=g(modg) (i=1,...n),
also wire (mit geeigneten my) _
gp's = bip's (kig's + yi) = e (mod ¢%), gp's — mg's = i,

1 1
o5

1
7 ——lgp«—ma ISty *<g
Bl |gPs gl 1
1000~ miI < 191|0— BN+ |oB—m| < L+ < g

also ¢ = 0 (nach der Defxmtlon von ¢q), also vh; =0 (mod g),
yb¢ = 0 (mod ¢'s), yi = 0 (mod ¢';), aber | %;| < ¢'; (vgl. die FuB-
note?), also y; = 0, also bikig’s =0 (mod q), bik; = 0 (mod dy),.
k; = 0 (mod dy), aber | k;| < dg, also ks = 0, also »; = 0 — Wider-
spruch.

n—1 n—1 -

Behsuptung I i<y % g7 (i=1,...m).
Bewéis®): Sonst ware <
sl
t"“—1<y ngn <d‘ (5)
fiir ein 4; man wahle (SchubfachschluB) ein £ und n — 1 Zahlen m
(G =1, 1<7<n)m1t ‘
LSk en, k'O —my| <3 (6)
(fiir § = 4); nach (5) wire aber mit mg = kp’,
b 05— my| = k’ O —pi| <X <L

| s _m‘ - Iq pll dt’— d{ 'tT:

also wire (6) auch fur j = & wahr, was wegen 0 < kg', < t'8—1¢'; <
< dig's = q der Definition von ¢ widerspricht. ,

Schluss des Beweises (fiir » > 1). Man bestimme na.chema,nder
8, Te by (t = 1,..., n), sodaBl

| g'so— M;,s.- | < My, pirs = 8¢ (mod ¢'s), My(ri —ry) =hi
(also k, = 0). Wendet man nun Hfs. 2 (mit » — 1 statt n und mit
& = 2—"y) an, wobei man fiir 2 die Menge der Systeme (4) nimmt,
so ergibt sich die Existenz von 2n ganzen Zahlen X;, ¥; mit

1n—1
lel—Xﬁ‘.E hi(modq), Xy =79« + Y, | Yi| £ < ‘%’Ml'}'"q ® d—‘l
(e =1, n).

Es gibt also ein & mit (¢ = .. ,n)

8) Fast wortlich nach Khmtchme, l c.3), Hxlfssatz 5.
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0<z<gq, =X+ Myr; (mod g),
wp's = P (Xibi + Myri) = Xi + Mysi =Yy + Mysi (mod ¢'s), also
| 2p’s — yig'c — My8:| = | Yi| mit geeigneten y;, also (Behaup-
tung IT) :
| @ps — g — g | = di | @p’s — yeg's — oeg's | <'
1 n—1 n—l
< di(} Myyng ™ i+ M) < My T Maqy nt—l
also wegen 0 < x < q)

i
| 20— — o | < 2| 0 — B | o — e — g
SO |
<_+Ma <M;+1y . 5 <

T
y"t -
DS qgsin<IPY
* : !
Novy diikkaz jedné Chindinovy véty.
(Obsah ptredeslého &lanku.)
Jde o dikaz této véty: ke kazdému y > 0 a kazdému celému
n > 0 existuje &slo I'= I'(y,n) > 0 s touto vlastnosti: Budte
O, ..., 0O ... x, redlns éisla; nerovnostl

lq@c——l’il <— (%=1 coam), 0 < gt

necht nemaji pro Zddné celé t' > 1 feSeni (v celjch éislech ¢ P1;
.. Pa). Potom nerovnosti .

. |
| 2@; — yi — o | <?(z=l,...,n), o< Tt

maji pro kasdé ?elé t > 0 feeni (v celych &islech , y,, . . Un)- |
o

%) Anmerkung bei der Korrektur: Der unter ¢) erwiahnte Beweis von
Mordell ist inzwischen erschienen; vgl. L. J." Mordell, A theorem of Khin-
tchine on linear dlophantme approximation, Journ. London Math Soo
12 (1937), 166—167.
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Zvlastni linearni zobrazeni p¥imkového prostoru
v mnoistvi bodovych para roviny.
Josef Klima, Brno.
(Doslo dne 23. prosince 1936.)

V pojednani ,,0 jistém linedrnim zobrazeni ptimko-
vého prostoru v mnozstvi bodovych paru roviny“ ve
Véstniku Kralovské éeské spoleénosti nauk, roé. 1936 v odstavei 31
poukazal jsem na nejzajimavéjsi zvlastni pfipad tohoto zobrazend,
o némz bude zde pojednano. Pojednani toto v dalsim ozna¢im vidy
pismenou Z s &islem piislusného odstavce.

1. Za zakladni dva komplexy linearni zvolime zde shodné
komplexy X,, Z,, jichz osy O,, O, lezi v obrazné = a jsou vzijemné&
kolmé (obr. 1). Parametr obou komplext budiZz oznaéen + d, t. j.
jejich paprsky jsou normélami Sroubovic pravotodivého Sroubo-
vého pohybu o redukované vysce d. Levotodivé komplexy X, X,
jsou v involuci a svazek jimi uréeny m4a za zdkladni linedrni kon-
gruenci 7';,, rotaéni kongruenci o hlavnim paprsku Z | » v pri-
setiku (0,0,). V obraze 1 vyznaden kolmy primét na obraznu
7 = (0,0,). Jezto nulové body p,, p, roviny = jsou Gbéinymi body
os 0,, O,, prechazi zde karakteristickd projektivita I7x obecného
ptipadu v involuci na Gbé&iné pfimce X, roviny =z, o niz lze se
snadno presvédditi, e mé samodruzné body v kruhovych bodech
+ 4, — i roviny z. Ridici p¥imky 1D, 2D kongruence 7', jsou zde
imaginarni druhého druhu a sice jsou minimélnimi v rovindch
vzdalenych od z o délku + %, a — ¢, z nich pak prva jde bodem -+ ¢
a druhd — 4. Obrazy libovolné p¥imky jsou v stopnicich konjugo-
vanych polar této pfimky vzhledem k zakladnim komplextm na z.
Piimky roviny g || 7, vedené ve vzdalenosti z od 7z, maji tytéZ tbézné
obrazy 7y, 730 & sice v nulovych bodech (pélech) roviny p vzhle-
dem k X, a Z,.

Pél 7, je v Gbéiném bodé paprski komplexu X, leZicich
v roviné g, jez svirajf s osou + O, thel «, jeho# tg o = %— Zvolme

stfedové promitini o stiedu s, lezicim na ose Z kongruence 7', ,,,
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prumétné z a distanci ss® = d nad z. JestliZe je s’ priseéik osy + O,
s distanéni kruzZnici K% tohoto promitini, a pfeneseme-li vzdéle-
nost z roviny g od x a sice kladné z (nad x) ve smyslu — O, od hlav-
nfho bodu s° do bodu 7/, tu 7's’ udava smér paprski komplexu 2,
v roviné g a tedy pél 7,,. POl 750 roviny ¢ ke komplexu X, je ve
sméru kolmém k sméru uréujicimu r,,. Body 7 roviny ¢ zobrazuji se
v pary kolmic R,, R,, jez jdou ab&znymi body 7, resp. 7y,. PHimky
trsu 7 maji prvé obrazy na R, a druhé na R,.

Obr. 1.

Uréeme obrazy a,, a, libovolné piimky 4, jez je déna v st¥edo-
vém promitani (s, n) stopnikem a a GbéZnikem a®,. V rotaéni kon-
gruenci 7',, je pfimka rovnobéina s A4, jejiz stopnik je v otodeném
abéZniku ay, ktery vznikne z Gbéiniku a?, otodenim o 90° ve smyslu
+ kolem hlavntho bodu s°. Stopnik a pfimky 4 mé obrazy v pfim-
kach 4, = ap,, a Ay = apye a Ub&iny jeji bod a, v piimkéach
A = aupyo & AY% = aupw. V pruseticich (4,4,%), (4;4;%) jsou
obrazy a,, a, piimky 4. Z konstrukce obrazu a,, a, piimky je téz
patrno, jak obricené od obrazu a,, a, pfejdeme k pfimce A v pro-
storu. Zaménime-li obrazy a,, a; a oznalime a'; =a, a a'y = aq,,
tu piisluind pifmka A’ odpovidd piimce 4 v zborcené involuci
o imag. ¥dicich p¥imkach 1D, 2D. Splyva-li ¢, = ay = au = a na-

1156



leZi ptisludna pifimka A rotaéni siti 7'y,,.1) Piimky komplexu X, (ZXy)
zobrazuji se v pary bodové, jichZ spojnice jde bodem Pyp(Prw).
Tomuto zobrazeni vymykaji se pfimky rovnobéiné s obraznou .
Tyto piimky uréujeme vidy dvéma jejich body, jichZz prvé a tudiz
i drubé obrazy jsou spolu rovnobé&zny. P¥imky B, . . ., kolmé k piim-
ce A, musi miti otodeny abéznik b, na antipolife A ototeného
abéiniku a, pfimky 4 vzhledem k distanéni kruznici K¢. V obraze 1
zvolena pi{mka B tak, aby se protinala s 4 v bodé ¢, takZe spojnice
ab, = Q,, ab, = @, co obrazy téhoZ bodu ¢ jsou k sobé kolmy. Jak
uréily by se obrazy c,, ¢, pfimky, jdouci bodem ¢ kolmo k (AB)
ponechava se &tendafi.

2. Rovina ¢ (obr. 2) zobrazuje se v podobnost (¢) dvou poli
7y, 7y, jeZ jsou soumistné v z a jejichz odpovidajici si pfimky jsou

k sobé kolmé (Z, 4). Takovou podobnost (¢) mozno uréiti na pr.
samodruznym bodem e, a parem bodid @,, a, za podminky, Ze
€95 | el,,aq, ]ezto primky E, A se protinaji. Stopniky a. e,
piimek 4, K, . . . roviny ¢ jsou na jejf stopé P, a ototené ubézmk3
O; €y = el_,, ....na otodené tb&inici U, | P,. Z obrazu. patrno,
jak k libovolns zvolenému obrazu a;(a,;) sestroji se odpovidajiof
as(a,), déno-li P,, U,. Lze. tudiZ rovinu & urditi zde téZ vzajemné
kolmymi pfimkami P,, U,. V obrazci vyznadeny obrazy libovolné
piimky B(C) roviny &, jeZ néleZ{ komplexu 2;(Z,), patrné byby ||
| Oy(ci04 || Og). Prissedik e,,, je obrazem pifmky £ kongruence 7'y,
jez je v rovind e. PHimky P,, U, jsou obrazy nulového bodu le(%e)
roviny & vzhledem k X(ZX,). Pomér podobnosti k& = e, : e,¢; =
= €y : 48, . . . Pro (e) je tyZ pro viechny roviny, jei jdou tymz

1) ‘L. Eckhart: ,,Eine Abbﬂdung der linearen Strahlkomplexe auf dle
Ebene‘“ ve zpravich Videtiské akademie, ro¢. 1918.
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b&Znym bodem v m na X, a které maji stopy rovnobéZné.
Pimky N kolmé k roving ¢ maji tyZ otodeny Gb&znik n,, ktery je
antipélem ototené ubéinice U, vzhledem k distanéni kruznici K¢.
Obrazy n,, n, libovolné kolmice zvoleny na obrazech N,, N, ib&z-
ného bodu n, téchto kolmic libovolns&. .

Roviny jdouci nulovym bodem p,(p,) obrazny = vzhledem
k Z,(ZX,) zobrazuji se v singuldrni podobnost prvého ¥adu, jejiZ
singulérni bod v prvém poli 7, (v druhém poli 7,) je nulovy bod té
roviny k X;(X;) a singulédrni pfimka v druhém (prvém) poli je Gb&zné
piimka X,. Roviny rovnob&né s s zobrazuji se v singulédrni
podobnost druhého fadu, jejiz singularni body i pfimky jsou
ubéziné.

Obr. 3. Obr. 4.

V obr. 2 dina je$té rovina ¢ stopou P, a otodenou tbéznici U,
i lze snadno urditi obrazy 7, 7, prisednice R = (ep) znajice jeji
stopnik 7 = (P,P,) a ototeny tib&#nik r, = (U,U,). Dana-li by byla
jesté tieti rovina y a uréili bychom jest& obrazy priisednic (ey), (pp)
tu musely by prvé obrazy viech t¥#{ priseénic byti na pfimce a druhé
obrazy téZ na piimce kolmé k prvé, jeito tyto piimky byly by
obrazy ﬁrﬁseéiku (eqy).
3. Refme nékteré tlohy tykajici se vzajemné polohy
bodu, piimky a roviny. o
_ a) V obr. 3 sestrojen pruseéik z roviny &(P,, U,) s pFim-
kou A (a,, ag). V roviné ¢ myslime si piimku K, jejiz k, = a,,
ffkejme prvou kryci pfimku s 4. Piimky K a A4 jsou rtznobézné,
lezice v téZze nulové roviné komplexu X, a proto ke, = X;a X, |

1 X,. Kdyby rovina ¢ byla rovnobé&zna s = ve vzdalenosti 2, znali
bychom ihned smér obrazu X, podle obr. 1 ve spojnici 8'7’. -

. b) V obr. 4 uréeny obrazy p¥itky X, jdoucif bodem p (P, Py)
k mimobézkdm 4 (a,, ay), B (b, by). Piimka A s bodem p urduji
rovinu &, jeZ zobrazuje se v kolmou podobnost (¢) danou (P, @) ~
~.(Py, ay). V roving & zvolime podle a) prvou kryci p¥mku' K
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s pHimkou B (k, = b,) a urdime jeji druhy obraz k, jako odpovidajici
bod ke k, v (¢). V obr. 4, je agk, | ak, a jsou-li priseéiky téchto
kolmic s P, a P, body m,, my, tu musi meask, ~ m,a,k,. Nebo na
P,, P, zvoleny odpovidajici si body 7y, 7, (agry | ayr) a tu reky, |
| 7k,. Prisetik x = (¢B) ma obrazy X, = bk, a X, | X, bodem b,.
Hledans pfitka je X = (xp), pfi éemZ je kontrola a,z, | a,z,.
Kdyby piitka mimobéiek 4, B méla byti rovnobéina s piimkou
C (¢, ), tu bod p piedchoziho piipadu piesel by v Gb&iny bod
-piimky C, t. j. obraz P, 8el by bodem ¢, rovnobézné s O, atd.

¢) Ctyii mimob&iky A4, B, C, D maji obecné dvé ptitky
X, Y, nemaji-li polohu hyperboloidickou. Zobrazime-li tyto ptimky
druZinami a,a,, b,b,, ¢,¢s, dyds, 2,25, Y1y, tu promitajise body a,, by, ¢;,
d, z z, (y,) paprsky, jez jsou kolmy k spojnicim bodu z, (y,) s odpo-
vidajicimi body a,, by, ¢,, d,, 1 Yei nam druziny z,,, ¥y, zajimavou
planimetrickou Glohu. :

Obr. 5.

PFi¢ky mimobéZek v nafem zobrazeni uréime obvyklym zpua-
sobem. Na piimce C zvolime t¥i body m, n, p a promitneme je
z mimobétky A4 na piimku D do bodd m,n,!p a z B na tutéz
pifmku D do bodu 2m, 2n, 2p. Samodruzné body z, y projektivnich
soumistnych fad minlp A *m2n?p nalezeji hledanym pfickam.

V obr. 5 zvolen bod m tak, Ze rovina (mA) jde pélem obrazny =
k X, takie M, = c,a, a prvy obraz bodu m je M, = a,d,, kdeito
druhy obraz 1M, netieba rysovati. Obraz 2M, obdrifme podle b).
Podobné vhodné& zvoleno N,; = b,c, a P, = bycy a sestrojeny prvé
obrazy N,, 2N, a'P,, 2P,. SamodruZné paprsky X,, Y, projektivnich
soumfstnych svazka d; AMN,'P,) A d, (*M,2N,*P;) jsou prvymi
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obrazy bodi z, y, druhé pak obrazy X,, Y, jdou bodem d, kolmo
k prvym obrazim. Sestrojenim piidek z bodu z, y k 4, C tim, Ze
uréime prasediky rovin (2C) a (yC) s A dospivame k obrazim
X%, Y1Ye jeZ Tesi téZ vytknutou planimetrickou tlohu.

4. Linearni komplex I' zobrazuje se v korelaci (I") jez obsa-
huje involuci, uréujici absolutni body na abéiné piimece X (Z, 14).
Pélova kuZelosedka je zde kruznici C2? (Z, 18) (obr. 6) a jeji body
jsou koincidenéni s odpovidajicimi piimkami v (I"). Prvy obraz z,
sdruZené polary X k piimce X, vzhledem ke I', odpovida v (I)
ab&zné piimce X o, (Z, 14). JeZto spojnice bodu 2, s kruhovymi body
dotykaji se polarné kuzelosetky I je x, ohniskem kuzelosecky I'™.
Stejné druhy obraz x, polary !X je ohniskem kuZeloseéky I Koin-
cidenéni kuzelosetky v korelaci (I") dotykaji se dvojnasob a spoleé-
ny po6l dotyéné tétivy k obéma témto kuzelose¢kam ma splyvajici
odpovidajici ptimky v (I') a je tudiZ na X, jezto piimka tato obsa-
huje involuci konjugovanych
bodi v (I'). Prochdzi tudiz
spojnice x,x, stfedem c¢ kruz-
nice C? a prumér na této spoj-
nici je hlavni osou kuZelosetky
I'?. Kuzeloseéka I je hyper-
bolou (elipsou), jestlize z, je
vné (uvnitf) kruznice C2. Kdyz
z, a tudiZ i z, je na C?je kom-
plex I' specidlnim komplexem
sestavajicim z pritek pifmky
1X. Dospivame tak k zobra-
zen{ linearnitho komplexu v pr-
vek bod — kruinice podle
Eckharta.l) Zvolime-li prvy
obraz a, paprsku 4 kom-
plexu I', odpovidé mu v (I") oo? Obr. 6.
druhych obrazu, jez jsou body
odpovidajici piimky A,, ktera je chordalou kruznice C? s kruznici
opsanou nad primeérem a,z, Tedny ke kuZeloseéce I'? (v obr. 6 je
to elipsa), jeZ ma ohniska z,, #, a C? za kruZnici nad hlavni osou,
potitame-li k poli z,, a ozna¢ime je M,;, N,, maji odpovidajici body
v (v pruseéicich Mg, Ny & sice musi xgmg | M, a xgn, | N,. Jest
totiZ na pf. xym, odpov. piimkeu k ab&nému bodu pHmky M,
a musf jiti konjugovanym bodemm v IIx. Jestlize bod a, oznaéime
jakozto druhy obraz b,, jsou prvé obrazy na piimce B,, jeZ je chor-
délou kruZnice C? s kruZnici opsanou nad bz, jakoito primérem.

6..V obr. 7 ukdzano jak k pfimce @ dané obrazy ¢,, ¢, se-
strojime obrazy l¢,,1¢, sdruzené polary 1Q vzhledem ke
komplexu I', danému podle odstavce 4 kruznici C? a obrazy z,, Z,.
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Primky komplexu I', jeZ protinaji @ protinaji téZ Q. P¥imka B
komplexu I, jejiZ prvy obraz b, je v ¢, protina @ a ma druhy obraz
v libovolném bodé odpovidajici piimky B, | b,z,. Jezto viechny
tyto pifmky B musf protinati téz 1Q, je ¢, na ¢,z, a g, na B,. Stejné,
ozna¢ime-li g, jakoZto a, je prvy obraz a, pifimky A komplexu I’
vazan na odpov. piimku A4, | .4, a ze stejnych divodd musf g,
byti na 2.9, a ¢, na 4,. Tim jsou obrazy 1q,, g, konjugované poliry
1@ urdeny. Oba pary X 'X, Q'Q konjugovanych polar maji polohu
hyperboloidickou a proto prvé obrazy g, z,,'q; jsou na piimce
a stejné druhé obrazy a sice jest ¢,2,'q; ~ q.2,'q, (Z, 20).

Obr. 7.

6. Kdybychom méli uréiti poldrnou rovinu ¢ bodu e (%,, E,)
vzhledem ke komplexu linedrnimu I'(C?, z,2,), zvolime v trsu
o stiedu e libovolny paprsek @, na pf. ten, ktery nalez{ kongruenci
T,.5, jeho oba obrazy splyvaji v prusetiku ¢,,, = (E,E,). Konjugo-
vané polara 1Q ku @ je v roviné ¢ a tudiZ jeji obrazy lg,, 1¢, sestro-
jené podle odst. 5 uréuji's E, pifpadné E; podobnost (¢). Obdobn&
si potindme p¥i uréeni pélu f roviny ¢ (P, Uy). V roviné ¢ zvolime
opét pfimku @ na p¥. opét tu, jez nalez{ kongruenci 7,4, stanovime
jeji konjugovanou poldru ku I' a jejf priseéik s rovinou ¢, uréeny
podle odst. 3 a) je hledanym pélem f.

. 7. BudiZ v obraze 8 sestrojiti obrazy o,, 0, osy O lineér-
niho komplexu I'(C? z,7,). Ub&né pHmky maji tytéz dva
Obrazy 8«0, 830, kde 8, = p,, .8y = p,. "Konjugované k nim polary
majf ty% Gb&ny bod s, jehoZ obrazy jsou S, = 2,80, Sy = Zy8ya-
Prisedik s, = (S,5;) je otodenym tb&Zinikem v¥ech primért kom-
plexu a tedy téZ osy 0. Osa O je konjugovanou polérou ab&zné
piimky roviny ¢ kolmé k sméru pruméri. Otodend GbéZnice U,
roviny g je tudiZ antipoldrou k s, vzhledem k distanén{ kruznici K.
. Na bé&iné piimce roviny ¢ zvolime dva body m, n, jejichZ nulové
roviny u, » protinaji se v hledané ose O. Vyhodné je zvoliti obraz
M, = 8; a Ny = 8,, jeito nulova rovina u (») jde nulovym bodem
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Ps (1) Toviny n k X, (X)). Singulérni body v koneénu podobnostf
(#), (») jsou obrazy osy O. Bodem m (n) zvolena p¥mka @ (R) na pk¥.,
ktera néleZ{ T,y a uréen druhy (prvy) obraz g, (ir;) konjugovansé po-
lary 'Q (*R) a tu o, = 17, 0, =1q,.

Obr. 8.

8. Jestlize polara *X b&iné osy X, roviny z vzhledem ke
komplexu linedrnimu I' ndle%f koincidendni kongruenci T,
takZe x; = =, je v stfedu ¢ kruZnice C?, tu korelace (I') pfejde
v polaritu vzhledem k C2. Komplex I je invariantnf vzhledem
k zborcené involuci o imaginirnich oséch 1D, 2D, t. j. obsahuje
tyto osy a komplex I' je v involuci k obéma zékladnim komplexém
2y, X,y (Z, 28). :

,Kruznice obrazny s jejich stfedy zobrazuji ndm
linedrni komplexy trojmocné soustavy linedrnich kom-
plexi, jeZ jsou v involuci k svazku zédkladnich komplexd
(£12,).

. Obrazy 1q,, ¢, konjugované
polary '@ k libovolné piimce @
(obr. 9) urdi se stejnd jako v ob-
raze 7; snadno z obrazce vyplyvéa
Ze 1¢,'q, || ¢195. Nélezi-li Q ke kon-
gruenci 7',y z konstrukce ihned
plyne, Ze i 1Q je v T,,, a proto ~
komplex I'" obsahuje pHimky 1D,
). S

9. Obsahuje-li linearnf
komplex I' osu X, ale nena-
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le%f svazku (ZX,2,), pfejde kruznice C? v pfimku C (obr. 10)
a body z,, z, jsou b&zné a neodpovidaji si v absolutni involuci /7y
(Z, 18). Body t,w, 8, odpovidajici v ITx bodiim #, = %30 a 8 = ¥
jsou singularnimi body centralni korelace (I"). Libovolnému bodu a,
odpovida piimka A, svazku 8,0, kters se spojnici a,t,,, protini se na
pimce C a naopak bodu b, odpovida paprsek B; prochazejici
bodem ¢, a protinajici se se spojnici s,b, na C. V obraze 10 vyznade-
.na konstrukce obrazi lg;, 1g, polary 1Q piimky @ o obrazech g, g,
vzhledem k linedrnimu komplexu I, jez vyplyva z konstrukce

Jae odst. 5. co? linearnich komplexu

I obsahujicich osu Xwo, zobra-
0, $4. zuje se v oot centralnich kore-
E laci, jejichZ singularn{ body ¢,

I
K80 | » iy O u
= B Kog S, jsou na ubéiné p¥imce a od-

povidajici singularni paprsky
protinaji se na piimce C v ko-
neénu.
Jestlize e, %300 0dpovida si
v absolutni involuci ITy, je pii-
slusny linearni komplex speci-
4lni a sestavad z pricek primky,
jez protina osu X, a je vroviné
Obr. 10. rovnob&zné s obraznou z, jejiz nu-
lovy bod vzhledem k X, je v Zw.
V ptipadé pak kdy mimo to pimka C je kolma k sméru z;,
(%20), dostavame dvojndsob singuldrni korelaci, jejiz singuldrni
piimka v druhém (prvém) poli je C a v prvém (druhém) poli
ubéina piimka; singularni body jsou v prvém poli abé&Zny bod
na C (%6) a v druhém poli z,, (Gb&Zny bod na C).
10. Necht v piedchozim piipadé splynou body z,. z,
v témz Gbéiném bodé&, komplex I" obsahuje osu X a nenalezi-li
svazku (X}, 2,) mé korelace (I') koincidenéni pfimku C. jez je
kolma k sméru 2,, = 2,,. Korelace (I') je centralni o spole¢ném
stfedu v abé&Zném bodé #,, = sy na piimce C a charakteristickd
projektivnost obou svazku je takd, %e samodruzné paprsky jsou
v C a X,. K urdeni obrazu takového komplexu stadi mimo prim-
ky C znéti jesté obrazy a,, a, jedné jeho pHimky A, &im? projektiv-
nost tato je dana. Patrné vzdalenosti bodu v prvém poli a odpovi-
dajici pffmky v druhém poli od piimky C jsou v konstantnim po-
méru k. Pro k = — 1 dostdvame obraz linedrniho komplexu,
ktery je v involuci k svazku (X, %,) (odst. 8) a (I") je centralni invo-
lutorni reciprocitou. »
Pro k = 0 je (I') dvojnésob singuldrni o singuldrni p¥imce C
v prvém.poli a X, v druhém poli.
Nalezfi-li linearni komplex I' pfedchoziho ptipadu
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svazku (2,2)), tu tio = 80 (Z, 17) a tedy t6% 2, = Zyw & Oba
svazky singularnich paprska splyvaji. V obr. 11 vyznaden tento
piipad, jakoZ i konstrukce obrazi lg,,lq, polary 1@ k libovolné
pfimee Q. Pro zékladni komplex X, je t, = s, = pyeo a pro X, pak
t, = 8 = p; (odst. 1).
Cty¥mocnou soustavu
linearnich komplexi obsa-
hujicich osu X, ozna¢me
pro dal§i £ a trojmocnou
soustavu z téchto, pro néz
Ziw = Tye Oznatme 53,

-

EZ7AAN
7N

Obr. 11. Obr. 12.

11. Uvazujme o dvou linedrnich komplexech I', I urde-
nych v obraze prvky C, z,;z, a (', 2';2'y (obr. 12). Komplexy ty
uréuji svazek linedrnich komplexi, jez obsahuji jejich spoleénou
linedrni kongruenci (I'I), kterd mé s kongruenci 7T,, spoleéné
piimky M, N, jejichz obrazy jsou v prisedicich m,.,, n,,, kruznic
C?, C"%. Dalsi komplexy I'* svazku majf za pélovou kruZnici O*2
kruznici svazku (C2C"?) a obraz z,* je na p¥imece I = 2y a 2y
na piimce II = xya’y a sice fada z,2",7,% ... na I je podobnou
s fadou x,x'yx,* ... na II. Ubéiné body piimek I, 11 prisluseji
totiz ke komplexu svazku, ktery obsahuje tb&mou pimku X
a jehoZz koincidendni kruznice prechézi v piimku My ,9M,s SVazku

(C2C"®) (odst. 9). Sttedy c,c’, c¢X,... krugnic €2, ("2, coxe . .
tvoif fadu 8 (c, ¢/, ¢, ...) podobnou s fadou I (a,, 'y, 1% 5« )-
Spojnice z,x,, &'s&'y, ¥,*2,%, . . . obaluji parabolu dotykajici se

piimek I, S, I1. Svazek linedrnich komplexii obsahuje dva speci-
alnf komplexy sestdvajicf z ptidek piimky A, p¥padng B. Urdeme
obrazy a,as, bib, piimek A4, B! K tomu uzijeme toho, %e piimky
4, B jsou konjugovanymi polérami k ob&ma komplextm I, I".
Body a,, b, jsou na.I a ay, b na II. K libovolnému bodu x,* na I
nélezf uréity bod 2, na I1 a body ty jsou obrazy konjugované polé-
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ry 1X* osy X vzhledem ke I'%. Konjugované polary k piimece 1X %
vzhledem ke I" a I splyvaji jen tehdy, kdyZ 1X x splyne s 4 nebo B.
Meéni-li se komplex I'* ve svazku (I'I") budou prvé obrazy konju-
govanych polar k piislusnym piimkam XX vzhledem ku I' a I
tvoriti na piimce I dvé projektivni fady, jichz samodruzné body
jsou v obrazech a,, b, ¥idicich pfimek kongruence (I'I"). Druhé
obrazy a,, b, 1ze obdobné dostati anebo na zakladé toho, Ze usesky
.0,ay, bib, jsou plileny piimkou S. Zvolme nejprve z,%, 2, v Gbéz-
nych bodech piimek I, II, tu dostaneme na I druzinu bodovou
1=z, I' = «',. Dile zvolme z,*, z,* v z;, z, a dostaneme na I
druzinu 24, 2’, kde 2’ je na chordale kruznice C'2 s kruZnici opsanou
nad x,2'; co primérem. Stejné pro splynuti 2%, z,* s '}, 2,
dostaneme obdobné urdenou treti druzinu 3, 3'4. Ze tii druzin 17’,
22', 33" projektivnosti na pifmece { uréime samodruzné body a,, b,
a k nim body a,, by na II. Kruznice A2, B2 opsané nad a,a,, b,b, co
pruméry nalezi k svazku (C%C’?) a jsou obrazy specialnich linedrnich
komplext svazku (I'I") sestavajicich z pfitek pfimek 4, B. V obraze
piimky A4, B jsou realné a kongruence (I'I”) je hyperbolickou
o Fidicich p¥imkach A, B. v

V ptipadé, kdy x,2’; | @2y, t. j. polary 1X, 1X’ se protinaji,
zname piedem jednu Fidici piimku na pf. B, jeZzto protind osu X
a mi ubéZiné obrazy b e, by a specidlni komplex (B) mé obraz
v chordale kruznic C?, C'2.

12. Libovolny svazek linedrnfch komplexti v soustavé 5S¢
(odst. 10) obsahuje dva komplexy soustavy 53, jeito projektivni

Obr. 13.

fady bodové 2,...A 2,... na X, maji dva samodruzné body. .
Mg&jme v obr. 13 dény dva linedrni komplexy I, I'"” naleZejici k 54
a sice koincidenénimi piimkami C, C' a Gbéznymi stiedy #,, sy, t';, &'y

124



singularnich svazkd. Dalsi komplex I'” svazka (I'I”) mé koinci-
denéni ptimku C” jdouci prisedikem (CC’). Ptislu¥né abézné body
t"y, 8", Ize stanoviti dvojim zpiisobem. Libovolny bod a, (b,) na C”
je druhym (prvnim) obrazem jisté pfimky A kongruence (I'T"),
k némuz najdeme prvni (druhy) obraz a, (b,) na zakladé toho, Ze
pfimka ta je v obou komplexech I', I". Ud4ava pak spojnice aya, (bb,)
bod ", (8"3). Jinak lze uziti projektivnost #t;t"; ... A $:8's8"s A
A CC’C" ... Sestrojime tedy libovolnym bodem [ rovnobézky se
sméry uréujicimi tyto ubéZzné body, piipadné s koincidenénimi
pfimkami. Samodruznymi body ¢® = s, a t,* = s,® prochézeji té%
koincidenéni piimky C™, O®, jezto p¥islu$né k nim komplexy néale-
zZeji soustaveé 52 (odst. 10). Maji proto t¥i tyto vzdjemn& projektivni
svazky o stiedu ! tytéz dva samodruzné paprsky z dvou znémych
odpovidajicich si jejich trojin (¢,s,¢, t',8’5¢’) lze proto uréiti spoleénou
direkéni osu O a pomoci ni lze obrazy komplext svazku (I'I")
dopliiovati. Pro specidlnf linedrni komplexy svazku mus{ sméry
tie®, ho? stati kolmo k sméram $,,% s;00 a proto SmMEry Syw?, Spu’
jsou samodruznymi paprsky projektivnich svazkii [ (sp, 8%5. . ..) A
A l(zy, @'y, . . .) (v obraze 13 nesestrojovano).

13. Maji-li linedrni komplexy I',I" byti v involuci,
musi v obr. 12 obrazy ,, 2/; byti harmonicky sdruzeny k a,, b,

Obr. 14.

a tudiZ téZ (wg2'y@eby) = — 1, t. j. projektivita urdujici body
ay, by (@g, by) na primce I (II) je involuci. K tomu postadi, aby
2" =3 a tedy chordala P kruinice C'? s kruZnici opsanou
nad z,2’; co primérem, byla toto%na s chorddlou kruznice
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C? s kruznici majici 2,2’y za prumér (obr. 14). OvSem plati téz
soucasné, Ze chorddla P’ kruznice C? s kruZnici o praméru z,x’,
splyva s chordalou kruznice C'? s kruznici primeéru z,z’,. Dén-li
linearni komplex I' atvary C&?, x,x, obrazny, lze pro linearni
komplex I, ktery je s nim v involuci, zvoliti body 2’;, 2, libovolné,
ale kruznice (2 sestroji se jiz snadno z predchozi podminky. Z této
podminky pro involutornost komplext I" a I'" vyplyva ihned, Ze
_speciélni komplex sestavajici ze seden piimky A je v involuci s I,
jestli piimka A je obsaZena v komplexu I'. Jestlize komplex I
obsahuje 4béZnou osu X, obrazny x, tu aby byl v involuci s obec-
nym komplexem I' (C2, x,,) (obr. 15), musi podle hofej$i podminky
pfimka C” prochdzeti priiseéikem kolmic sestrojenych v ; a 2,
k smérim z'y,, Z'10-

Obr. 15. Obr. 16.

Eckhart v uvedeném pojednanil) ve vété 6 uvadi jinou
podminku pro involutornost komplext I', I". Abychom tuto pod-
minku odvodili, povimnéme si v obr. 16 piipadu, kdy I je v invo-
luci se zakladnimi komplexy X, X, (odst. 8), t. j. o'y, =2', =c¢'.
Zvolime-li podle pfedchoziho obeeného piipadu linedrni komplex I
v involuci s I', jdou chordaly vSech vytknutych kruznic tymz
bodem p, ktery je k stiedu ¢’ kruznice C’? involutorné sdruzen
v korelaci (I"), v niZ se zobrazuje komplex I'. Jest patrné 2’;p | 2,%,.
Body a'; = ¢’ a p jsou harmonicky sdruzeny vzhledem ke koinci-
denéni kruZnici C? a proto kruznice C’? protind kolmo kruz-
nici C2. -

VSechny komplexy linedrni, jez jsou v involuci
k linedrnimu komplexu I', tvoii étyfmocnou soustavu
a ta mi s trojmocnou soustavou komplext I”, jeZ jsou
v involuci k 2| a Z, spoleinou dvojmocnou soustavu
linedrnich komplext, jich% koincidenéni kruznice proti-
naji kolmo kruznici C2 '
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Mysleme si nynf v obr. 14 jesté¢ linearni komplex I'”, ktery je
v involuci ku I"a jehoz ", = 2", = ', a tudiz piisludng kruznice C"2
protina kolmo C2. Komplexy I, I'" jsouce v involuci ke I', uréuji
svazek (I"I'"), jehoZ vSechny komplexy jsou ke I' v involuci.
V tomto svazku (I"I'") je téz komplex obsahujici osu X, ktery
je tu specialnim komplexem, jehoZ pfimky seou piimku A4 jdouect
pélem p, obrazny x vzhledem k zékladnimu linedrnimu komplexu X,.
Koincidenéni atvar korelace (4) je v koneénu chordéla C* kruznic
("2, C"2. Aby tento specialni komplex byl v involuci 8 I", musi podle
horejsi podminky chordala C¢ prochidzeti bodem x,. Tento vztah
je Eckhartovou podminkou involutornosti komplexa I, I".

Dva lineadrni komplexy I'(C?, z,a,), I" (C'?, 2'12',) jsou
vinvoluci, jestliZe chordala kruznice C'?2 s kruznici o stie-
du 2’y a protinajici kolmo kruznici (2, jde bodem z,.

Z odvozeni patrno, Ze v této podmince lze zaméniti C2, C'2,
pfi soudasné zaméné z’; a x,, anebo zameéniti z,, z'; za x,. 2.

Obr. 17.

14. Uréeme podminku involuce dvou linedrnich kom-
plexta I', I soustavy &* (odst. 10)! Budiz jeden tento komplex I"
d4n koincidenéni pifimkou C a tb&znymi body ¢,, s,, kdeZto pro druhy
komplex I zvolme b&zné body t',, ¢’y (obr 17)! Vyhovuje zde oo?
komplexti I a jich koincidenén{ pifmky (" jsou spolu rovnobé&zné.
Abychom uréili smér téchto piimek, zvolme dva linedrni komplexy
_I'", I'", jez jsou v involuci s I" podle obr. 16, a jichZ svazek (I""I'™)
obsahuje jeden z komplexii I”. Zvolime z”", = 2", kdekoliv na
piimece C a jim vedeme piimky sméfujici k Gb&Znym bodim 2,
a 'y, na nichZ teba zvoliti «”; a 2", tak, aby jimi jdouci p¥imky
SMEri 40, 830 protinaly se na pfimce C. Libovolné kruZnice C"2, C"2
opsané kolem stfedi z”; a pilicim bodem ¢” tGseSky z",z"; jsou
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koincidenénfmi kru’nicemi takovych dvou komplexd I, I'”.
Chordéla kruznic C"2, C"? udéva smér koincidendni piimky C’,
ktery je téZz kolmy k spojnici x",c”.

15. Svazek linearnich komplext (I'T”), jehoz ¢ = (2,
mé viechny koincidenéni kruZnice totoZné a obsahuje komplex
svazku (Z,2,), jehoZ obraz mé vSechny body primétny za samo-
druZné a totoiné singularnf svazky obrazu maji stied v Gb&%ném
bod& kolmic k spojnici z,2’; (odst. 10). Jestlize shodné fady z,
Z'y, ..., %y X'y, ... jsou na téze pifmce jdoucf stfedem kruznice
C? = (%, tu svazek (I'I”) obsahuje jeden komplex I'® trojmocné
soustavy linearnich komplext involutorni k svazku (Z,%,), jehoz
z,° = z°. Prusediky spojnice z,2, s C? v poslednim piipadé jsou
poly z,%, z,® nebo 2% = 2,%, x? = 2, dvou speciélnich linedrnich
komplext tohoto svazku, jichZ parametr = 0. Komplex linearni 1"
je pravotodivy jezto je v involuci k zédkladnimu komplexu X,
ktery je levotodivy a svazek (I™Z;) mé redlné specidlni kom-
plexy. Jest proto linearni komplex I', jehoZ z, a tudiz i a,
lezi uvnit¥ koincidenéni kruZnice C2? pravotodivym a
lezi-li vné levotodivym.

16. Linedrni komplexy I,I", v jejichz obrazech
'y, =2, a a2’y = x, uréuji svazek, jejichz koincidendni kruzZnice

jsou soustfedné a pifsluiné obrazy konjugované polary 1X splyvaji.
Svazek (I'T) obsahuje linearni kongruenci o ¥dicich pfimkéch
1X, X . Specidlni komplexy I'%, I'® svazku tohoto maji koincidenéni
kruzZnice C¢, C?, z nichZ prvd mé primér z,z, a druhd nekoneénd
veliky. Svazek obsahuje téZ komplexy, jichZz kruZnice koinciden¥ni
jsou imaginirni a které jsou levotodivé a jich spoledné pi¥imky
s kongruencf T',, tvoFice imaginirni plochu 2°, jez je spoleéna
ttem stejné vinutym linedrnim komplextim. Zvolime-li realného
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zéstupee imaginarni kruznice C? kruznici C,? (obr. 18), tu korelace
(I') uréuje se obdobné jako pfi redlné koincidenéni kruznici. Na pi.
bodu a, odpovids piimka 4,, které je chordélou kruznice C? a kruz-
nice opsané nad a,x, jakoito primeérem. Chordilu A; moino
obdrZeti téZ uvazovanim o svazku linedrnich komplexi o spoleéné
kruZnici koincidenéni C2, pfi némZ probfhd bod =z, pramér cz,.
Piimky A, odpovidajici bodu a, v obrazech téchto linearnich
komplext opisuji svazek. Splyne-li z, se stiedem ¢, tu odpovidajici
piimka 14, je antipolarou k a, vzhledem C,2, a je-li ; Gbé&inym
bodem, odpovidajici pfimka 24, jde bodem a, kolmo k c¢z;. Odpovi-
dajici pfimka 4, v (I') bodu a, jde pruseé¢ikem (1424) kolmo k cen-
trale kruinice C? a kruZnice opsané nad primeérem a,z,. Z kon-
strukce ihned patrno, jak se tato zjednodusi, kdyby kruznice C?
méla polomér = 0 a presla v minimalni piimky bodu c.

17. Tti linearni komplexy I', I, I'" nendlezejici témuz
svazku uréuji dvojmocnou soustavu linedrnich komplexi zvanou
té% sit komplexu linearnich. Linearni komplexy, jez jsou v involuci
8 témito tfemi zdkladnimi komplexy I, I, I'" a tudiZ s celou siti,
tvoii opét sit’ linedrni linedrnich komplexi A, A’, A”, ktera obsa-
huje komplex A° trojmocné linearni soustavy linearnich komplexii,
jez jsou v involuci k svazku (X,2;). I musf koincidenéni kruz-
nice C2, (', C"y, ... sité [I'T'I"...] kolmo protinati koinci-
denéni kruznici L*»° komplexu A°. Podle toho lze snadno sestro-
jiti koincidenéni kruznice komplexu sité [I'T"I]. Jsou-li ¢, ¢,

¢”, ... stiedy kruznic C2, C'%, C"%, ..., tu musi pole bodové c, ¢/,
¢",... byti afinni se soumistnym polem =z, z';, 2", ..., jeito

odpovidajici si fady bodové, piindlezejici témuz svazku linearnich
komplext obsaZzenému v siti, jsou podobné. Afinita téchto dvou
soumfstnych poli mé jeden samodruzny bod ¢'® = z,° v koneénu,
k némuz patiici komplex I je v involuci se svazkem (X, Z,) a jeho
kruznice koincidenéni C2%° protind kolmo kruZnice koincidenéni
sité [A44'A"].

18. Ctyti linedrni komplexy I', I, I, I'", které nejsou
v téZe siti, uréuji linearni trojmocnou soustavu linearnich komplexi,
jez je v involuci k linearnimu svazku linedrnich komplexa /1, 4°, . . .
Koincidenéni kruznice L2, L'?, ... protinaji kolmo kruznici C2%°
patiei k siti [I'1"I"] a kruznici 1C?° patifci k siti [I"]""I'"] a proto
fada 1,1, ... stfedd koincidenénich kruinic je na chordale obou
téchto kruZnic a je podobns s fadou z}, 2%, ... bodu pat¥icich
k 4,4, ... Dva pary odpovidajicich si bodd obou fad lze snadno
urditi. Kdyby komplexy I', IV, I'", I'" byly speciélni, dostali by-
chom uréeni svazku linedrnich komplexi &tyifmi paprsky spoleéné
kongruence linearni. -

19. M&jme koneéné pét linedrnich komplexa I, ..., I'Y,
které nejsou v téze linedrni trojmocné soustavé, tu uréuji jeden
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linearni komplex A,k tery je k nim vinvoluci! Koincidenéni
kruznice L? komplexu A protind kolmo vsechny kruznice C2°
nalezejiei k tiem komplexim z danych péti, jichz je (3) = 10. Ke
konstrukei této kruznice L? tieba uréiti jen t¥i z téchto kruZnic,
na pi. v sitich [I'7'I), [I'T'T"], [I'T'I'V]. Ptisluény bod z urdéf
se na zakladé toho, Zze komplex A je v involuci s dvéma komplexy
z linearni soustavy [, ..., I''V]. Jsou-li komplexy I',..., I''V
specidlni, dostdvdme urdeni linedrniho komplexu A péti jeho
‘paprsky a soudasné sestrojeni korelace (A) obsahujici absolutni
involuci a pét danych para sdruzenych bodd.

Komplex linearni obsahujici osu X, je uréen &¢tyfmi svymi
paprsky a pfi urdeni jeho koincidenéni piimky L setkivame se
s tlohou, jeZ je feSena pii jiné piilezitosti.2)

*

Sur une représentation linéaire spéciale de ’espace des droites par
la variété des couples de points dans un plan.

(Résumé de larticle précédent.)

Cette représentation est un cas spécial remarquable de celle
que l'auteur a considérée dans son traité ,,Sur une représentation
linéaire de I’espace des droites par la variété des couples de points
dans un plan‘‘, Mémoires de la société royale des sciences de Bo-
héme 1936, numéro 1. Dans ce travail la droite était représentée
par la couple de traces de ses droites conjuguées par rapport a deux
complexes linéaires fondamentaux 2X), X, sur un plan z. Ici on
choisit pour X, 2, deux complexes linéaires & gauche ayant le
méme parameétre d et dont les axes perpendiculaires O,, O, sont dans
le plan n». La homographie remarquable I7x est ici une involution
sur la droite & 'infini X, du plan 7z déterminant les points cycliques
du plan z. La figure de coincidences c’est a dire la congruence
linéaire T, = (X, 2,) est ici de révolution; son axe Z | n passe
par le point s* = (0,, 0,).

Les images des figures fondamentales sont les lieux des ima-
ges des droites incidentes avec les figures. Par exemple un point
est représenté par deux droites normales, un plan par une simili-
tude, dont les droites correspondantes sont perpendiculaires. On
a résolu les problémes fondamentaux d’incidence, concernant
a) le point d’intersection d’un plan et d’une droite, b) la trans-
versale par un point de deux droites et c) les transversales com-
munes de quatre droites. Le résultat concernant ce dernier cas
résout aussi un probléme de la géométrie plane (fig. 5) a savoir la

%) Klima: ,,0 problému projektivnosti p¥i orientované poloze dvou
obrazi‘‘. V&stnik Kral. eské spolednosti nauk, ro¢. 1929.
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construction de la couple de points ;, ;5 (v,, %) tels que les droites
joignant ces points avec les points correspondants de quatre couples
des points a,a,, b,b,, c,¢,, d;d, sont perpendiculaires.

Un complexe linéaire I” est représenté par une corrélation (I")
qui contient l'involution I7yx. Les coniques de coincidences de la
corrélation (I') sont un cercle C? et une conique. Les foyers de cette
conique se trouvent aux images x,, , de la droite conjuguée a
P’axe X par rapport au complexe I'et le grand axe de la conique
en question coincide avec un diameétre du cercle C2. Dans son
traité!) M. Eckhardt en appliquant la congruence de révolution est
arrivé aussi a la représentation d’un complexe linéaire par I’élément
point-cercle x, — (2. 1l considére seulement les droites du complexe
I qui sont en méme temps des droites de la congruence 7', tandis
qu’ici on considére les images de toutes les droites du complexe.
Dans la fig. 7 on a construit les images 1¢,, ¢, de la droite conju-
guée a la droite ¢, dont les images sont gy, ¢,, par rapport au com-
plexe I'. Ensuite on donne la construction du plan polaire d’un
point donné et du probléme réciproque. La fig. 8 montre la con-
struction des images o, 0, de 'axe O du complexe I" (C?, z,); on
y applique la projection centrale & la distance d, qui est égale au
parametre des complexes X, X,; s° est le point principal de la
‘projection. Dans les articles 8,9, 10 on considére les images des
complexes linéaires ayant des positions particuliéres c’est & dire
qui sont en involution avec X et X, ou bien qui contiennent I’axe
X, et se trouvent ou non dans le faisceau (ZX,%,). Ensuite on con-
sidére le faisceau de complexes linéaires determiné par deux
complexes I, I et on trouve la condition pour les images de deux
complexes linéaires qui sont en involution. On arrive & une condi-
tion différente de celle que M. Eckhardt a établie mais on déduit
aussi celle-ci sans aucune espéce de difficultés. Dans le cas ou les
deux complexes I', I contiennent la droite X, la condition de
I’involution se trouve établie dans ’article 14. Dans les n°® 15 et 16
on explique comment on trouve des images quand le complexe
linéaire est a gauche ou & droite. Dans les derniers articles enfin,
on considére les images d’un réseau et de systémes de complexes
linéaires déterminés par trois, quatre ou cinq complexes ainsi que
les images des complexes linéaires qui sont en involution avec
eux.
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CAsf FYSIKALNIL.

Urceni vySek a viditelné &asti drahy meteoru
grafickou metodou.
IVladimir Guth, Ond¥ejov.
(DoSlo 22. za¥i 1937.)

Vénovéno panu profesorovi dr. Frantisku
Nuslovi k jeho sedmdesétindm v den 3. pro-
since 1937.

) Autor popisuje jednoduchou metodu urdeni vySek a drahy meteoru.
K fedeni u¥ivé centralni projekce sféry a p¥islu¥né rovnice a — f fesi nomo-

graficky. .

Udelem téchto fadek jest rozvinouti jednoduchou metodu,’
kterd by s presnosti odpovidajici pozorovanim, Fefila tuto dlohu:
urditi vysky a viditelnou éast drahy meteoru, z pozorovini vy-
konanych na dvou mistech. Podetni FeSeni .zpravidla uZivana,
pfesahuji ve vétsiné piipadd dand pozorovani svou piesnosti
a proto se hodi jen pro dokonald pozorovéni jako jsou na pf.
snimky meteoru zachycené z obou pozorovacich mist. NiZze uve-
dené vyvody lze oviem aplikovati i na jiné podobné problémy,
jako jsou: uréeni vzdélenosti a vySek polarnioh zaii, vySek mraku,
urdeni vysek a drah pilotovacich balonki a pod. Nékteré z poudek
lze s vyhodou uziti i v navigadnich a avigatnich problémech.
které vyZaduji rychld ptiblizna FeSeni.

Oznatovani: Body eznadujeme velkymi, Gsecky malymi
pismeny; body promitnuté na sféru maji index podle toho pozoro-
vactho mista, odkud byly promitnuty. Uhly oznadujeme feckymi
pismeny: jsou bez éarky, jde-li o dhlové vzdalenosti od roviny;
thlové vzdalenosti od péli, doplitky piedeslych, se &arkuji: plati
tedy na pf. & + & = 90°

Uloha (obr. 1): Meteor, jeho# p¥mé draha svételns podala
v bodé M a skonéila v bodé N je pozorovan ze dvou mist: I a 2,
jichZ polohy a vzéjemnou vzdalenost d znidme; urditi jest vzdale-
nost, vysku a polohu bodu M i N, délku, sklon a smér drihy /.

Meteor MN = se promitd z pozorovaciho mista I na sféru
jako &ast nejve&tsi kruinice M,N, (= 4, délka zdénlivé drahy);
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z mista 2 jako M,N, = 4,.!) Ub&ny bod drihy t. zv. zdanlivy
radiant B lezi v zp&mném priseku obou téchto nejvétsich krunic.
Uhlové distance od R oznaéme »’. Pozorovaci misto 2 promitnuté
na sféru z I se promitd do bodu S;,, naopak I promftnuté z 2
je v 8. Pélové vzdalenosti od bodu 8;, oznadme «'. Pro praméty
téhoZ bodu drahy meteoru plati podminka Besselova: body sobé

Obr. 1.

odpovidajici (na pf. MM, nebo N,N,) lez{ na nejvétsi kruZnici,

kterd prochézi primétem druhého (S,;) resp. prvého (8,) pozoro-

. vactho mista promitnutého na sféru z 1. resp. 2. stanovisté. Pod-

minka vyplyvé z toho, Ze jde o priméty rovin prochazejicich

stfedem promiténi: rovina (I, 2, M) = rov. (MM,M,) a rovina

(Z, 2, N) =rov. (NN,N,). Uhlovou vzdilenost sob& odpovidaji-
—

—
cich priméta, tedy M, M, resp. N,N,, nazyvame paralaxou a zna-
¢ime 7; jinak definovdno: paralaxa jest zorny ahel, pod kterym
se nam z uvazovaného bodu drahy meteoru jevi zékladna d obou
pozorovacich stanovist. Z, budiz zenit mista I a p¥sluiné zeni-
tové distance oznadime (', bude tedy ¢ vy&ka nad obzorem. Azimut
méfeny od bodu severntho ozname A. Je-li 4 apexem — smérem,
ke kterému mit{ naSe Zemé — bude 7’4 vzdilenost apexu od zdén-
livého radiantu. Vzdalenosti od bodu I resp. 2 oznaéime r s pi-

1) Polom&r sféry mii¥eme pfedpoklddati velmi veliky, tak¥e Ipi‘i pro-
mitdni na sféru body 1, 2, M, N, splynou se stfedem promiténf 1.
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slusnym indexem. Pro zakladnu I1—2, tedy 7, zachovejme
oznadeni d. Linearni vysky znadime h.

Pozorovani: Pozorovdni zaznameniva se tak, Ze se stopy
meteoru zakreslf na 1. i 2. stanovisti bud

1. na hvézdny globus (zpusob, ktery uzivaji hlavné angli¢ti
pozorovatelé),?)

2. nebo do hvézdné mapy. Uziva se map kreslenych

a) v centralni projekei, kam zafazujeme i fotografii,
b) v stereografické projekci,?®)
c) s ekvidistantni siti.

3. Soutadnice (zpravidla obzornikové) se odeéitaji pfimo pri-
stroji zvanymi meteoroskopy.

Pro praxi se nejlépe osvédéil zplsob 2a), na ktery muzeme
po pf. ostatni prevésti. Pro uréeni dlouhych drah, jaké mivaji
velké meteory, se hodi pro redukci lépe mapy stereografické.
V dal§im se omezime na projekei centralni.

Centralni projekce sféry: Jediné v této projekei plati,
Ze vSechny nejvét§i kruZnice se promitaji jako piimky. tedy
i zdanlivé drahy meteoru M,N, resp. M,N, objevi se jako primky.
Pro jiné projekee plati promitani v pfimku jen pro piipad, Ze radiant
je totozny se stiedem projekce.

Méfeni uhla a distanci v centralni projekci: Nej-
jednodussi piipad této projekce je prumét polirni, kde meridiany
se paprskovité rozbtfhaji z centra promitani, a rovnobéiky se
zobrazuji jako kruZnice o polomérech amérnych tangentam polér-
nich distanci. Vhodny je i pramét aequatorealni, kde meridiany
jsou rovnobézné piimky, jichZz vzdalenosti jsou tmérné tangentam
thlovych vzdalenosti od sttedu; rovnobézky se objevi jako hyper-
boly. KaZdou obecnou polohu stiedu promitani miZeme prevésti
na tyto dva piipady, nebot souvisi spolu perspektivni kollineaci.

V obraze 2 bud O stfed sféry o poloméru r, P pél, R rovnik.
Zvolime-li st¥ed projekce tak, aby padl do bodu C (8itka @), pro-
mitne se pél do bodu P, a rovnik do R, v roviné ¢. Polarni pro-
jekei bychom dostali, kdybychom v bodé P vedli te¢nou rovinu z
a do ni sféru promitli. Rovina n protind rovinu ¢ v pifmce S,:
ponévadi pak PS, = S8,C, splyne pifi sklopeni roviny = do ¢
pol s centrem C. Vzijemny vztah je pak definovan osou koll. Sy,
stiedem O’ a parem sdruzenych bodd P,, C. Chceme-li tedy uréit
pravou velikost thlu o, staéi, spojime-li priseéfky jeho ramen
(merididny PoN a P,M) s osou S, tedy body N, a M, s cen-
trem C, kde se nam objevi jako nezkresleny thel &, meridiant

N
M.CN,. Oﬁné postupujeme, mame-li v bodé P, vynésti thel x
2) Redukece pozorovéni viz Proc. of the Nat. Acad. of Se. U. S. A,,

19 (1933), 209.
3) Na pf. G. van Biesbroeck, Bull. de la Soc. belge d’Astr. 1908.
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k danému sméru. Podobné si poéiname, chceme-li navazati rovinu ¢
na ekvatoredlni primét ¢ (teénd rovina k rovniku R). Osou kolli-
neace bude 8, stied O”, par sdruzenych bodid P,y Py = .
Uhel & projevi se jako vzdélenost obou meridiani N, a M, = roz-
dilu tang. jejich ahlové vzdalenosti od centra. Tento rozdil snadno
zjistime méiftkem se stupnici 7 tg «. Uhel &, objevi se kone&ns

Obr. 2.

jako 8ast nejvétsi kruznice, t. j. na rovniku R mezi body N, a M,;
s vyhodou tu opétné pouzijeme ekvatoredlni projekce. Pred-
stavime si totiz R jako merididn (nejv. kruznice), ¢ jako rovnik;
pak o, je thlovd vzdéalenost rovnobézek prochazejicich body
M, a N,. Prakticky: mame-li narysovanu na prasvitném papiru
ekvatorealni centralnf sit o stejném poloméru jako ma projekce
sité nami uzivané, stali stoditi ji (kolem stiedu C) tak, aby meri-
didny byly rovnobézné se spojnici bodu, jichz vzdalenost chceme
urbovati; jejich vzdéalenost pak mezi rovnobézkami snadno ode-
¢teme.?) Uvedeného zplisobu méfeni vzdalenosti pomoci rovnikové
sité d4 se uziti i u jinych projekei. Koneéné bych rdd poukazal

4) Tento zplsob se dé aplikovati na méfeni distance dvou mist, viz

na p¥. Immler: Flugnavigation 1928, kde autor omezil se vSak jen na mé&feni
distancf v projekei polérni. . .
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na uiti{ téchto sit{ pii transformaci soufadnic sférickych (tedy
na pf. pfi pfechodu z azimutélnich na ekvatoredlni, z téchto na
ekliptikalni a pod.). Na prusvitny papir polozeny na ekv. sit
vyznatime polohu bodu (na p¥. azimut a vy3ku), jehoZz transfor-
maci soufadnic chceme provésti, predpokladajice, Ze mame pied
sebou sit prvého systému (tedy azimutdlni) a stied projekce ze je
obéma systémum spoleénou osou, ktera se transformaci neméni.
Pak stadi stoditi prusvitny papir kolem stfedu sit& (t. j. spoleéné
osy) o tolik stupiid (v nafem p¥ipadé o 90° — @, kde @ je zemép.
§itka), o kolik je stoéen druhy systém vadi prvému; nyni nam
predstavuje sit druhy systém (v naSem pt. ekvatorealni) a my mu-
Zeme snadno odedisti transformované soutadnice.5)

Redukce pozorovani:

a) Vypodet zakladny. Prvni pozorovaci misto (I) je déno
zemé&pisnymi soufadnicemi: A4,¢,h,. Druhé pozorovaci misto (2) je
ddno zemé&pisnymi soufadnicemi: Ayp,h,.

Distanci d a azimuty u, » stanic vypoéteme nejlépe z Napiero-
vych analogii FeSenim trojthelnika 1, 2, pdl:

"i = cos—q)——z—& cotg y ; 4 cosec 22 ;_ fa
v—v i L Pa h—2 ¢+ @
tg g~ =sin 5 cotg 5 sec 5

sin ¢ = cos @ sin 44 cos ¥ = cos ¢’ sin 44 cosec u

h1+h2 € (hy — Iy)?

kde R je polomér Zemé&. Jde-li jen o urdeni velikosti zédkladny,
a neni-li rozdil zemé&pisnych Sifek pili§ maly, miZeme uziti p¥i-
blizného vzorce: _
AN

d = Re = R(py — (pl)_[l + cos @, cos ¢, (——) ]
. P2— P1
Ekvatorealni soufadnice (4R, 8) bodu 8,, dostaneme vyse uvedenou
grafickou transformaci souradnic, nebo ze vzorcu:

sin § = — sin g, sin ¢ 4 cos @, cos i cos B z:%—
sing =28 oos 4 AR =6 —t
cos ¢ :

kde © je mistni hvézdny &as preletu meteoru.
5) Na stejném principu jest zaloZen mechanicky tmnsformé.tor sou-

fadnic, ktery uZivé viak dvou sitf, kol sebe otodnych. Event. nestejnost
obou sitf{ a nedokonalost mech. otdeni jsou zdrojem nep¥esnosti.
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Jde-li o soustavné pozorovani, pak jsou tyto veli¢iny konstan-
tami, které jednou pro vidy uréime. .

b) Vyéisleni ahld: (omezime se opét na centralni projekei.
viz obr. 3).

Do mapy, do které byly zakresleny stopy meteoru tak, jak
byly pozorovany z obou mist: M;N, a M,N, vyznadime jesté
polohu 8;,, polohu zenitu Z, (AR, = 6,, 6;; = ¢,) a polohu apexu 4
(jeho soufadnice jsou uvedeny v Hvézdaiské rodence).

Mmeridian (1)

Obr. 3.

Radiant R dostaneme zpétnym prodlouZenim obou stop N, M,
a N,M,. Kontrolou spravnosti pozorovani je Besselova podminka
t. j. aby SpNyN, i S;eM M, lezely v jedné pifmce. Eventuelni
nesrovnalosti bud poopravime (nejsou-li veliké) nebo poéitame
vysky zvlast pro N, tim, Ze korespondujicf bod (XN,) ziskame jako
prisetik SN, 8 RM, (t. j. pfedpoklidame, %e smér byl spravnd
pozorovan), a zvlast pro bod N, tak, ze (N,) je prisedikem S; N,
s RM,. Podle hoiejsi metody pak uréime tyto velidiny:

o'y, wy (pHp. o'm, 7y pro pozdéjsi kontrolu)

Ax, C'n (pHp. Auln)

A ', na.

Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky. 10 137
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Obr. 4.

JestliZe je néktery z bodu Z,, S,,, R nepiistupny, pak méfime
doplitkové thly, t. j. vzdélenosti od pislugnych rovin, jimZ uve-
dené body tvoii pély: tedy thel x misto o', ¢ misto ¢, 1 misto 7'

Vypodet.

a) Vzdélenost 71y (stejné poéitdme i roy resp. 71y a pod.) plyne
z A 1,2, N (viz obr. 1):

g @'y + nx) (a)
sin 7y

b) Vyska h se vypodte z A: I, N, stied Zems, (¢" je zent.
distance 7):

rin =

h2
SR (b)

ponévad ki r ({ R, jsou posledni dva ¢leny druhého ¥4du a lze je
piipadné zanedbati.

. r2
h=rsm¢‘+ﬁ—
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¢) Urdeni délky drahy ! plyne ze vzorce:

sin A

l=r (c)

sin g"°

d) Polohu mista, které mélo N v zenitu, vypodteme ze vztahi:

sin ¢ = F{f——h sin ¢’ e = konst. r sin ¢’
sin A4 = 2% gin A Arl=¢esinAsec ¢ (d)
cos ¢
sin A = sin ¢ cos /1 — sin 2¢ sin? Ap == e cos A.
Ay = A + 42
oy = ¢ + dg

Naneseme-li vzdélenost ¢ na zenitovou distanci Z, N, smérem
od bodu Z, (obr. 3) k N,, dostaneme tak polohu zenitu Zy mista N.
Zenitovd distance radiantu, méfend od tohoto bodu, je doplitkem
sklonu dréhy 7 a smér uréuje azimut drahy.

e) Vypodet vysky bodu M provedeme bud z rovnice (a), nebo
ze vztahu
: o 12 Ah?
Ah = [ sin 1 4 X EY) — XV
hay = hy + 4h ’ (e)

f) Oprava polohy radiantu o zenitovou attrakei se vypoéte
ze Vzorce

Aé-l—v_vl CI
2 “oiv B3 ()

tg

kde v je rychlost pozorovans a v = ]/v — 125,18 je rychlost opra-
vena o tizi zemskou. Tim je dand tloha FeSena.

Hofejsi vypodet lze snadno Fesiti konstruktivng, ale piisluiné
rovnice jsou upraveny tak, Ze se daji dobie Fefiti i nomograficky.
Jak je patrno, jde vesmés o vyjadieni vztahd vétou sinovou,
takZe se daji v podstaté fefiti jednim typem nomografu. Volime
typ, ktery uzil prof. Laska ve své sférické astronomii (viz obr. 4).
Rovnice (b) je upravena tak, Ze korekéni &leny: r2/2R resp. h%/2R
jsou jen funkcemi 7, resp. & (R je konst.) a mizZeme je tudiz p¥imo
piifaditi stupnicim pro r, resp. k, takZe jedinym nastavenim ode-
¢teme nejen hledanou piibliznou veliinu #%, ale i jeji korekce na
- zakf¥iveni Zem¢ na stupnicich pro r a h. Podobny tvar m4 i rov-
nice (e), kde sice v jmenovateli kor. élent vystupuje jest& A, ale
toto muzeme bud vuéi R zanedbati, ponévadZ & je {{ R, nebo
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of

(e T

20°

H 1 Azf z -z—:% tyg._l - v'=Vv*125% pro parab, v’=19,s(aas7.':%&’7}+r)
Obr. 6.

klademe za % konst. pramér. hodnotu 100 km. Rovnice (f) da se
feSit Z-nomogramem (obr. 5).

Hodnoty opraveného radiantu jsou vychodiskem pro vypodet
dréhy v slunedni soustavs; také zde Pfi riznych transformacich
nam s aspéchem mie byti ndépomocna uvedens metods centrilni
projekce. Vlastni uréeni prostorové dréhy muiZeme provésti po-
mocf{ hodografu, jak naznagil J. Svoboda.®)

. *

Détermination des hauteurs et de la trajectoire réelle @’un méteor
~ Par la méthode graphique.
(Extrait de l'article précédent.)

Le probléme & resoudre est de déterminer, par un procédé le
plus simple, les hauteurs &, les positions A, @, la longueur I, I'incli-
naison 1 et la direction A d’un méteor MN (voir fig. 1) observé de
deux stations (1) et (2). La distance d et les projections mutuelles

¢) Rozpr. Ces. Akad., 24 (1915), &s. 7.
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Sz et 8y, de ces deux points d’observation sur la sphére sont conues.
D’aprés les observations nous pouvons déterminer les élements sui-
vants (voir fig. 1 et 3): &’ ¢’est a dire la distance angulaire d’un point
quelconque N, de la trajectoire au point 8,,, la parallaxe 7z, ’azi-
mut A et la distance zénithale {’ de ce point N,, 4, la longueur an-
gulaire de la trajectoire, 5’y la distance angulaire du radiant R,
7’4 celle de 'apex 4. Nous pouvons facilement obtenir ces élements
a l’aide d’une carte céleste dessinée en projection centrale (voir
fig. 3), qui contient les deux trajectoires correspondantes M,N,,
MyN,, observées de la station (1) et (2) et les projections du zénith Z,,
de ’apex A et de 8;, or S,;,. Nous pouvons trés facilement déter-
miner I’angle et la distance angulaire dans. la projection centrale
générale (la latitude du centre de projection est @, voir fig. 2) en
transformant cette projection (plan ¢), soit en projection polaire
(plan ), soit en projection équatoreale (plan g) a I’aide des relations
homographiques (le pole O’ ou bien 0", 'axe S ou bien §,, la paire
des points correspondants PyC' ou PyP,(P, = o). Les distances
angulaires peuvent étre mésurées directement & I’aide d’une feuille
de papier calque sur laquelle est tracé le réseau équatoreal. Le
probléme envisagé est resolu par les équations a)—f), qui peuvent
étre répresentées sous la forme des nomogrammes (voir les fig.
4 et 5).
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Contribution a la théorie du télescope aplanétique
Ritchey-Chrétien.

Vincene Nechvile, Praha.
(Recu le 23 septembre 1937.)

Dédié & Monsieur le professeur FrantiSek
Nusl & l’occasion de son soixante-dixiéme
aniversaire le 3 décembre 1937. ‘

L’application des théorémes de I'optique géométrique moderne a permis
de découvrir successivement plusieurs nouveaux systémes de télescopes
corrigés pour certaines aberrations du troisidme ordre, tel que le télescope
aplanétique, le télescope anastigmatique & champ plan et celui anastigma-
tique & astigmatisme nul.

L’auteur développe, pour le ,Systéme aplanétique de Ritchey-Chrétien,
I’aberration longitudinale d’un radon issu du centre de courbure du sommet
du premier miroir et réfléchi sur lui seulement. L’expression pour cette
aberration, importante pour certaines recherches, est obtenu comme série des
puissances de la hauteur d’incidence de ce rayon sur le premier miroir et
sans aucune variable auxiliaire.

1. Le miroir parabolique est, comme on le sait, un instrument
parfait en ce qui concerne le stigmatisme dans ’axe pour toutes les
ouvertures, sans parler de ’achromatisme naturellement aussi
parfait. Mais dés qu’on s’éloigne de ’axe et les rayons deviennent
inclinés a I’axe du paraboloide, les aberrations extraaxiales devien-
nent rapidement tres fortes. Pour les faibles inclinaisons du rayon
incident c’est d’abord la coma qui apparait et puis, pour les incli-
naisons plus fortes, c’est 1’astigmatisme et la courbure du champ qui
interviennent et rendent les images extraaxiales inutilisables pour
les observations.

C’est grace aux recherches récentes qu’on connait aujourd’hui
trois systémes de télescopes nouveaux, découverts par 1’application
des théorémes de 'optique géométrique moderne: le télescope apla-
nétique de Ritchey-Chrétien, le télescope anastigmat & champ plan
de K. Schvarzschild et le télescope anastigmat & astigmatisme nul
de A. Couder, une belle modification du systéme précédent. Un
quatriéme systéme, celui du télescope sphérique de Schmidt, corrigé
sphériquement et avec un diaphragme antérieur, basé sur tout un
autre principe, vient de s’ajouter aux découvertes précédentes.
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Tous les trois premiers systémes ont comme base un grand
miroir dont la forme est peu différente de celle d’un paraboloide
de révolution, complété par un miroir secondaire, peu différent de
forme hyperbolique ou elliptique: ’annulation de la coma, ou de
I'astigmatisme, et la planéité du champ anastigmatique ont pu
étre obtenues seulement par ’abandon des formes classiques, par
la déformation des surfaces dont les sections deviennent des cour-
bes a équations transcendantes.

Dans ce qui suit, je vais m’occuper du télescope Ritchey-
Chrétien. C’est le systéme, ol on a obtenu & satisfaire, par la défor-

Y Grand

mcrolr

e R <-
\\\\\\\\\ — t .t
/( ““““““““ . e_._‘;_nc'foc'r

Fig. 1. Télescope aplanétique Ritchey-Chrétien, marche des rayons et
constantes instrumentales.

mation des surfaces, naturellement aussi de révolution, & la condi-
tion de sinus. Les images extraaxiales, formées par les rayons paral-
léles inclinés a 1’axe, sont libérées de la coma. Sans 8tre tout & fait
stigmatiques, elles sont symmétriques pour les distances assez gran-
des de I'axe. Les équations qui définissent les sections méridiennes
des deux miroirs sont transcendantes, mais, pour le calcul, on peut
se servir avee avantage des développements en séries des puissan-
ces, dés qu’il ne s’agit pas d’'un systéme de luminosité excessive.
Le but du travail présent est de développer la question sui-
vante: de suivre ’aberration axiale longitudinale d’un rayon issu
du centre de courbure du sommet du premier miroir et réfléchi sur
ce miroir seulement; la valeur de cette aberration longitudinale peut
étre exprimée sous la forme d’un développement en série des puis-
sances de la hauteur d’incidence de ce rayon, sanc aucune variable
auxiliaire. i
2. Désignons, en nous reportant a la section méridienne du
télescope Ritchey-Chrétien sur la figure 1, par f la distance focale
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du premier miroir, par F la distance focale du systéme complet,
par e et m la distance entre les sommets des deux miroirs et celle
du plan focal résultant (ou foyer image) au sommet du second miroir.
Ce sont les valeurs données par les rayons paraxiaux, ou celles don-
nées par le systéme correspondant de Cassegrain avec un miroir
parabolique et I’autre hyperbolique.
Si 'on prend l'axe du miroir principal et la perpendmulmre
& lui comme axes des z et y, si ’'on désigne par  I’angle avec 'axe
des # d’un rayon arrivant parallélement & ’axe et réfléchi vers le
foyer image, on a pour la section méridienne du miroir principal
Pequation paramétriquel)
' H(1—t) o = = . %
¥ =e——————me 1= (e—1t) 1. (1 —1)l,

y = sinu
ou on a introduit la variable auxiliaire

u
— qin? —
tsm2

Pour 1’équation de la section méridienne du second miroir on a,
en designant par g le rayon vecteur ayant le foyer image comme

origine, 1

1 1 1 t \i—e —
g_e+'m(1 e) (1—1)

¢ étant la méme variable auxiliaire comme dans I’équation du pre-
mier miroir.

11 est utile de mettre les deux équations sous la forme des déve-
loppements en séries; en suprimant les termes constants, c’est
a dire en rapportant les deux courbes des sections méridiennes aux
origines différents, placés aux sommets respectifs, on a

___l—m 2_.1;ﬂy4 11+4emy°__
4e 8 4e 96 e d4e :
. 1 2+11e+30621n_ i (1)
‘1536 e? . 4e

_[l—m A\ 1 1—m (1—m)?] vy
x_( e 1)4m+{4e— 2e +2 4e? 8_m5+ (2)
ou les variables z, y et les longueurs e, m sont exprimées én unités
de la longueur focale résultante F = 1.

3. Imaginons un rayon issu du centre de courbure du sommet
du premier miroir C, qui coincide avec le centre de courbure du

1) Voir H. Chrétien: Le télescope de Newton et le télescope aplané-
tique, Revue d’Optique théorique et instrumentale, 1922 vol 1, pp., 13, 49.
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miroir parabolique non déformé, et tombant sur le miroir au
point I, aux coordonnées (z, y), donc appartenant & la zone d’ouver-
ture y du miroir principal, ou & la hauteur d’incidence y des rayons
paralléles a 'axe des .

La droite IN (figure 2) étant la normale & la courbe méridienne
au point I, le rayon se réfléchit et coupe ’axe des z au point ',
déterminé par I’égalité des angles X CIN = X C'IN =1i. Si l'on
écrit I’équation (I) du premier miroir sous la forme simplifiée

Y

Fig. 2. La marche d’un rayon issu du centre de courbure du miroir principal.
€ = f(y?) = xolf® — gt — xgy® — xgy® — . .. (3)

@
= agy® — 2 osay™
n=

on obtient les relations

1 @«
— = 20y — Z 2nogny?r—1
Yy n=2

dy _ .. 3 2n—1
Pl [Zoczy ——12:22?10‘2,. Y
En désignant par ¢ I’angle CIP, on a
XC=ytgy, XN =ytg(p+1)
et pour la distance CC’, mesurant ’aberration cherchée,

CO"=A(y)=ytg(p+ %) —ytge. (4)
Au moyen de ‘ '

tg(p+20)=[tg(p+ ) +tge]: [l —tg(p+9)tgs]
tgi = [tg (p + 1) —tg o] : [1 + tg (p + 9) tg ¢]
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et aprés quelques transformations simples on trouve

dy dy
(g;—fw)(l +Etgv’)

d dy\?
1+ 2-—Z—tgq“—( T/)

dx

dy da
] s

de dy
2 + (@——H)cotg(p

tg (p + 21) —tg o = 2

et.

(5)

4. Dans la derniére expression (5) on a maintenant seulement
les valeurs de

dz dq
tg @, cotg @, (_ig’ #,

pour ces quatre fonctions on a, en utilisant ’équation (1) et en se
rapellant que le rayon de courbure 7 au sommet du miroir équivaut
au demi-paramétre de la parabole osculatrice & la courbe (1) et
donnée par le premier terme du second membre de (1),

2 :
I —
da . 1—m m . 114 4em .
A A A 7e A L A T et vl
1 2+ 1le + 30e?m .,
192 e? 4ey
r—ux r l1—m 1 m 114 4em
gy y v e VTRV Tos e 1Y
L2+11€—}—3062ﬁ 7 .
192 e? 4e -
2¢ 1 1—m 1 m 11+4em
= e 3 T T s
l1—m y de y+84ey+96 e e’
1 2+11e—}—3062£ .
T 192 e? de

Toutes les valeurs nécessaires pour le calcul de la position du
point ¢’ sont connues comme des séries des puissances de y dont
les coefficients sont les fonctions des constantes du systéme optique
seulement.
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Toutefois on peut poursuivre le développement en séries et
établir la fonction A(y) sans le caleul des fonctions trigonométri-
ques. Cela a son importance quand on a besoin de déterminer la
valeur de A(y) pour toute une série des valeurs de y. Pour ce but
écrivons, conformément & I’équation (1),

. da <
cotg (¢ + ¢) = d—Z = 20,y —”222nzx2,.y2”—1

dy 0
tg(p +14) =g, =1: [2(x2y _2§n2"“2"y2”_1] ”

r—x 1 2
tgg =" Yy 20y %Y +n220‘2ny2”—1

cotg ¢ = Lo —ay+§a y
| 20y 2 e

L’inversion des séries pour tg (¢ + 1) et cotg ¢ donne

1 <]
tg (¢ +9) =35y + Bay + "gzﬂz,.yﬂﬂ—l

® (7
cotg ¢ = 2y + 2, yeny? !
n=2
avec les nouveaux coefficients
1
B = a—zg - Ky
]. 3“3
Be = 2, (40‘4.32 + 72)
1 4“3
s = 20, 4x4fy + 6ogfy + s
1 n+1 ‘
Ben = o (4()(“32“_2 + 6agfon—a—+t ... 2n0anfs + ( + )0‘2u+2)7 n 2_2
20
et
Vi = 4a®
Ve = 2009(0xgy 4 — 2009004)
Vs = 206(Xgye — gYq — 2090x4)
Yon — 209(xgYon—2— XgYon—s — ... Ken—aYy— 2009n—3), pour n > 2,

Au moyen de ces quatres développen;ents on obtient ensuite
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d
T—tgy = (O‘z+ﬂz)y+2(ﬂzn—-0¢2n) ya—

d
a__;; e cotg (p = ‘ ——z (2'"/“2” + an) yzn—l
de dy 1 S 2n—1
_@ —_ E:; — 20‘2?/ + —20&2 y—}—nzz 27&0‘2'1 +ﬂ2n)y (8)
dx d
cog g [ — 4] = [ 200 + 3 ”"yz""l] )

[2“211 + (B — 20:0) y + Z (2nogn + Pan) yz”‘l] =

=1+ &y + Zéznyz"

avec les nouveaux coefficients
0y = 2%‘2 + 20p(Bs — 2a5)
8= = + yals — 23) + 2o(dy + B)
2

0g = %; + Ve(Ba — 200s) + pal4oxy + By) + 205(6xg + fo)

..........................................

ban =B (B — 200) + ponaldoy + B) - F

+ va[(2n — 2) xgn—2 + Pan—2] + 205(2n0gn +P2n), pour n = 2.
Avec les quatre développements (8) on obtient successivement

tg (p + 20) —tg o =

- 2[(022 + By +n§2((2n— 1) &gn + Pon + Von) y2n—-—l]:
: [1 — 8yt — i 52;.2/2”] =

n=2

=2 [(a, + 8Dy + 2 (@n—1) 020+ Ban+ 720 yzﬂ—l] X

X [1 + eay® + Ze,,.yzn],
n=2
avec les nouveaux coefficients
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& =0,
g4 = 0yey 1+ 04
g = Ogeq + 048y + O
gon = Og€an—2 + Og6en—4 + . . . O2n—28; + Oga, pour n g 2.
5. Si 'on effectue la derniére multiplication formellement, on
obtient pour la fonction A(y) cherchée la série des puissances paires

$A(y) = (%0 + Bo) 9* + 2120 — 1) a2a + fou + yau] 4™ (9)
+ ea(oxp + B2) y* “f'ngz[(%‘ — 1) x2n + Pon + Van] oy +? '

+euldta + B) Yo+ 2,120 — 1) aza o+ fan + yau] e+,

ou sous la forme

1A(y) = (o3 + ﬂz)kgo Enry?h+2

+12:062kn§2[(2n — L)oon + Bon + Pon] Yyt 2,

avec &, = L.
Pour les premiers termes on a

3A(y) = (2 + Bo) y?
+ [(xa + B2) & + (304 + Ba + 74)] ¥*
+ [_&"a ‘;‘]ﬂ%) &y + (30cg + By + 7a) & + (5xg + B +
Yell Y
+ [(xz + Ba) &6 + (Bxg + By +- v4) &0 + (56 + Bo +
+ ve) &2 + (70‘s++ Bs + ve)l ®

Les coefficients de cette série dépendent uniquement des con-
stantes du systéme optique Ritchey-Chrétien sans aucune variable
auxiliaire.

On pourrait chercher, par la voie indiquée, ’expression de
toutes les aberrations du systéme et cela avec la précision telle que
Pon voudrait, & condition de trouver les points d’incidence des ra-
yons par la solution des équations transcendantes, par aproxima-
tions successives.

Si nous avons poussé les développements jusqu’a la 8éme
puissance de y, c’est évidemment pour montrer la marche simple
des transformations et la formation successive des coefficients facile
& controler.

Observatoire National de Prague.
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Piispévek k teorii Ritchey' - Chrétienova aplanatického teleskopu.
(Obsah predeslého &lanku.)

Uzit{ teorému geometrické optiky na systém dvou reflektuji-
cich ploch umoznilo objeveni aplanatického teleskopu Ritchey-
Chrétienova, anastigmatického teleskopu Schvarzschildova o ro-
vinném poli a anastigmatu Couderova o nulovém astigmatismu;
k nim druzi se nejnovéji i sféricky korigovany kulovy teleskop
Schmidtiv o velikém poli.

U prvnich t#{ systémi bylo dosazeno aplanasie neb anastig-
matické korekce opusténim parabolickych a hyperbolickych ploch
a nahrazenim jich velmi malo odchylnymi plochami transcendent-
nimi.

Autor se zabyva teorii aplanatického teleskopu Ritchey-
Chrétienova. Odvozuje vyraz pro longitudindlni aberraci paprsku
vychdzejiciho ze stfedu k¥ivosti vrcholu velikého zrcadla a od-
razejictho se k ose. Vyraz pro tuto aberraci d4 se vyjadiiti jako
potenéni fada v y, dopadové vysky paprsku, jejiz koeficienty jsou
raciondlné funkce koeficientt fady definujici transcendentni plochu
zreadla. Vypodet longitudinalni aberrace lze provésti obecné i nu-
mericky s libovolnou presnosti a bez zavedeni jakékoliv pomocné
promeénné,

Stdatnt hvézddrna v Praze.
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Kometa 1937 f.
(Finsler)

Deska ¢. 8. Exp. 61,8™

Deska ¢. 11. Exp. 200™

Deska ¢. 14, Exp. 45™

Fotografovano v Ondiejove
na observatofi Zalov
Statni hvézdarny v Praze.

1937 — VIII — 4/5. 1937 — VIII — 8/9. 1937 — VIII — 14/15.

K ¢lanku Jar. Stépédnka, str. 151,






" Pehled fotografického sledovani komety Finslerovy
(1937 f.) na ondfejovské observato¥i ,,Zalov Statni
hvézdarny v Praze.

Jaroslav Stépanek, Ondfejov.
(Doslo 4. ¥ijna 1937.)

Vénovéno panu profesorovi dr. Fran-
tisSku Nuslovi k jeho sedmdesatinam v den
3. prosince 1937.

Objeveni komety Finslerovy (1937 f.) umoznilo mi ziskati
velikym dvojitym astrografem ondiejovské hvézdérny ¥adu kras-
nych snimki tohoto zjevu. Vyvoj dlouhého ohonu, ktery na deskach
13x 18 cm presahoval délku 15 cm, byl p¥idinou, ze bylo prvné
pouzito systému dvou zrcadel umisténych pred vedoucim daleko-
hledem a umoziiujicich vedeni stroje podle hvézdy, leici az 20° od
osy pointaéniho dalekohledu, kteréito zaifzeni na konci prace
struéné popifi. Druhou vyhodou stroje byla nové tprava kasety,
konstruovand panem tovirnikem dr. J. J. Friéem podle ptani
kolegy Schiillera, ktera dovoluje natodeni fotografické desky do
libovolného posiéniho thlu. Jen diky témto dvéma zatizenim bylo
mi mozno vyfotografovati pokud mozZno celou kometu na jedné
desce. ‘

Po letosnich zkusenostech z doby, kdy kometa prochézela
pomérné blizko pélu a tim se rychle ménil posiéni thel sméru jejtho
ohonu, ukazalo se nutnym poéitati v budoucnu s novou #pravou
kasetové &asti stroje, kterd by dovolovala paralelni posuv desky
ve sméru vlastniho pohybu télesa. Tak by se zamezilo rozmazavan{
koncovych partii ohonu vznikajici tim, Ze se sledovani komety
provadi opravami v rektascensi a deklinaci.

V této prici uvadim piehled provedenych fotografii, jednak
co mozno dlouhodobych, podévajicich pokud lze nejlépe strukturu
komety, jednak kratkodobych, vhodnych pro uréeni piesné posice
komety. U dlouhodobych snimkd bylo nékdy nutno exposice na
chvili pferusiti bud proto, %e tvoiici se mraky branily v pointovani,
nebo, Ze pozorovatel potfeboval dati na chvili odpodinouti o&im
od pomé&rné naméhavého pointovéni na hlavu komety, které vyza-

.
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duje stalyeh, po nékolika malo vtefinach se opakujicich korekei
v rektascensi i v deklinaci.

Objektiv, kterym byly snimky ziskany, jest vyborny triplet
Cookovy konstrukce o priméru objektivu 8" (20 cm) a ohniskové
délce 90 cm. Objektivu téZze konstrukce bylo uZito pii ziskavani
fotografickych map Franklin-Adamsovych.

Negativni material, kterého bylo uzZito k fotografovani, byly
skoro vesmés Gerstvé desky Superguil-ortho-antihalo, jen v pii-
padech 1 a 3 bylo uZito desek téZe znacky, ale z loiské zasoby a v pti-
padé 6 desky Hauff Ultrarapid. Vyvolavano bylo vidy 30 min.
Rodinalem zfedénym vodou v poméru 1 : 10, k éemuz na 100 cm3
vyvojky pfidiny 2 cm?® 20%, bromidu draselného. Ustalovano bylo
obyéejnym kyselym ustalovadem. Desky byly prany v miskach
8 ¢asto ménénou vodou po dobu 2 az 4 hodin.

Popis snimké komety 1937 f.

P¥i popisu snimkt komety mém tyto pied sebou tak poloZeny, Ze hlava
leZi u mne, smérem nazad, t. j. ode mne, mifi ohon a kometa se pohybuje
mezi hv&zdami od prava do leva.

Deska &. 1. Pro obla¢nost exposice jednou pferusena. Hlava komety
kulové, primér 2’; ohon rovny a uzky, dlouhy 2°.

Deska &. 2. Silnd oblacnost. Kulovd hlava praméru 1’; ohon neni
patrny.

Deska &. 3. Obloha celkem velmi dobré, s poéatku rusi Mésic, ku konei
svitani. Exposice rozdélena na 5 &asti. Deska pro silny zdvoj éasteénd zesla-
bena &ervenou krevni soli. Jadro hlavy priméru 3’; zfetelnda koma s malym
vybéZtkem (1) smérem vpravo vzad.

Deska 6. 4. Zkousky exposic pro snimky uréené pro pfesné stanoveni
posice komety. Exposice 1 min. vykresli dosti malé jaddro komety a zéroveri
zaznamené i slabsi srovnavaci hvézdy.

Deska &. 5. Obloha jasna, obrazy klidné, ku konci slab& rusi Mésic.
Jédro obklopeno komou s vyb&Zzkem (1) délky 0,1°. Hlavni ohon je t&né za
hlavou ziZen a §t8pf se v jednotlivé proudy aZ 3,8° dlouhé.

Deska &. 6. Obloha velmi dobrd. Snimek pro pFesny vypotet posice
komety.

Deska ¢. 7. Obloha velmi dobré, ku konci slab® rusi Mésic. Jadro
pramséru 0,1° je obklopeno komou se dvéma vybéiky; vyb&Zek (1) je dlouhy
0,2° a druhy (2), s prvym symetricky podle osy ohonu, je sotva patrny.
Hlavni ohon, delsi 4°, je obklopen rtzné dlouhymi paprsky, mificimi od hla-
vy, 2z nichZ pravé jsou mirné prohnuty ve sméru od ohonu.

Deska &. 8. Obloha velmi dobra. VybéZek (1) komy je asi 0,2° dlouhy.
Ohon komety se GZi a prodluZuje aspori do vzdalenosti 5,56° (konéi u kraje
desky), paprsky tvofici ohon se proplétaji, hlavni z nich se ve vzdélenosti 3°
od hlavy déli ve dva. T&sn8& u pravé strany hlavniho ohonu objevuje se druhy
ohon dlouhy 0,8°. (Viz obr.)

Deska &. 9. Obloha velmi dobré. Prvné uZito mimoosového pointovéni.
Preddasnd ukondeno pro poruchu v osvétleni vldknového kiiZe vedouciho
dalekohledu.

Deska &. 10. Velmi dobrs obloha. Koma intensivni, vybéZek (1) asi 1/,°
dlouhy. Hlavni ohon 7° dlouhy kondi u kraje desky, je dosti uzky a jevi

P
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uzliny proplétajicich se proud. Druhy ohon podoby vé&jffe mé na pravé stra-
n& do vzdalenosti 2° od hlavy ostré ohraniéeni. .

Deska &. 11. Obloha velmi dobré. Koma roste, vybéZek (1) je asi /4°
dlouhy. Hlavni ohon deli ne% 9° (konéi na kraji desky), pfi kofeni uzky
a dosti ost¥e ohranideny, jevi uzliny rtzné se proplétajicich proudd, z nichz
n&kterd se odst8puji smérem vpravo. V&jif druhého ohonu se G#i a prodlu-
#uje. (Viz obr.)

Deska &. 12. Obloha velmi dobré. Snimek pro pfesny vypocet posice
komety.

) Deska &. 13. Exposice pro obla¢nost nékolikrét pferufena. Koma mensi
neZ predesle, vybéZek (1) je 0,2° dlouhy, vybéZek (2) je teprve nyni dobfe
patrny. Hlavni ohon se GZf a prodluZuje do vzdélenosti asi 11° (konéi u kraje
desky), jednotlivé proudy jsou skoro neznatelné a bez vyznaéné&jsich uzli,
ostré ohraniéeni u kofené je ménd ndpadné. Na levé strané se objevil tizky
rovny paprsek sahajici déle ne# 1° od hlavy. V&jit druhého ohonu se zkrétil
na délku 0,6°.

Deska &. 14. 8 poéatku obloha dobra, jen Mésic slab& rusi. Exposice
ukonéena, kdyZ kometa zmizela v zévoji pFfizemni oblaénosti u obzoru nad
Prahou. Jadro mé pramér asi 5§, pravy vyb&Zek komy (1) je skoro 0,2°
dlouhy, levy (2) je téZ dobfe patrny. Hlavni ohon je uzky, klikaté pokrouceny
a je del&i neZ 10°. Druhy ohon délky asi 2° jest uZsi neZ predesle. Rovny pa-
prsek objevivii se na pfedeslém snimku se prodlouZil na 5° a po jeho boku
vznikl novy rovny paprsek dlouhy asi 11°. Oba tyto paprsky s hlavnim
i 8 druhym ohonem se sbihaji smérem k hlavé komety v tizky krk ohraniéeny
po obou strandch do vzdélenosti 1° jasnymi konturami. (Viz obr.)

Dald{ fotografické sledovani komety nebylo moZné, nebot

kometa klesala stéle vice do neprihlednych vrstev u obzoru, které
padto byly je&té osvétlovany Mésicem doristajicim do apliku.

Krom téchto vyse zmin&nych snimku byly soudasné poiizeny
panem feditelem prof. Fr. Nuslem je&té nasledujici 3 snimky men-
§imi, ale velice svételnymi objektivy o velikém zorném poli. Jednim
z objektivi byl , Ernostar svételnosti 1 :1,8 a ohniskové délky
125 mm, druhym pak objektiv Petzvaliv priméru 3” a ohniskové
délky 244 mm.

Na snimku z noci ze 4. na 5. srpna, ktery byl exponovan po
dobu 1 hod. Petzvalovym objektivem na desku ,,Superguil-ortho-
antibalo rozméri 9x12 cm, jevi kometa ohon dlouhy asi 6°.
(Deska A.)

V noci ze 7. na 8. srpna byla exponovéina kometa Petzvalovym
objektivem po dobu 4 hod. na desku ,,Superguil-ortho-antihalo*,
kde vykreslila ohon dlouhy asi 11°. (Deska B.)

Soudasné 8 deskou B bylo exponovano po 4 hod. Ernostarem
na desku ,,Agfa Astro‘“ rozmért 9x9 cm, kde kometa jevi délku
asi 134°. (Deska C.)

Ku konci se jesté zminfm o zajimavém zatizeni, které dovoluje
pointovati na hvézdu leZfcf mimo osu dalekohledu. Pfred objekti-
vem dalekohledn jest umisténo rovinné zrcadlo Z, sklon&né pod
thlem 45° k ose dalekohledu tak, %e odréZi do osy dalekohledu
paprsky ptichdzejici od zrcadla Z,. Toto druhé zrcadlo spodfva na
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nosi¢i sestavajicim ze dvou 5°-ych kovovych klint, které se mohou
jednak po sobg stadeti kolem osy kolmé k jejich dotykovym plo-
cham a tak méniti klinovitost od 0° (kliny stoji proti sob&) do 10°
(kliny jsou souhlasné& orientovany), a jednak je natadeti kolem osy
kolmé k spodni sténé dolniho klinu. Tato osa jest tak umisténa,
aby v ptipadé, kdy celkové klinovitost je rovna 0°, byla obé zrcadla
rovnobs&ina. V pfipadé, Ze vyslednd klinovitost je rtiznid od nuly,
bude osovy paprsek vstupujici do dalekohledu po odraze od obou
zrcadel svirati s paprskem dopadajicim na prvni zrcadlo, dhel rovny
dvojnasobné klinovitosti. Dovoluje tedy toto zafizeni pointovati
podle hvézdy lezici aZ 20° od osy dalekohledu. Pro potiebu p¥i
pointovani komety 1937 f nebylo dosti ¢asu na zjitovani konstant
tohoto zafizeni, ale zato byla empiricky pomoci velmi vzdaleného te-
restrického pfedmétu vykreslena na matnici sit kiivoéarych sou-
fadnic, z niZ lze snadno uréditi éteni na stupnicich udévajicich vza-
jemné postaveni klini a jejich natodeni, aby piedmét, ktery vidime
na vldknovém k¥iZi vedouciho dalekohledu, byl na zvoleném misté
fotografické desky.

Ku konci povaZuji za svoji milou povinnost podé¢kovati panu
fediteli Statni hvézdarny dr. Fr. Nuslovi za jeho laskavou pééi
0 moji praci a namontovani vySe zminéného zafizeni a za zasvécen{
do price s nim. Dale dékuji kolegovi dr. V. Guthovi a p.. Karlu
Migotiovi z Kladna za pomoc v kopuli a za obstaravani pfesného
¢asu exposic. Nemen&imi diky jsem zavizin panu J. Klepestovi,
ktery ze snimk@i mnou zhotovenych pripravil zvétsené fotografie
a diapositivy vhodné k reprodukei, z nichZz nékteré zde otiskuji.

*

Résultats des observations photographiques de la cométe Finsler
(1937 1) a PObservatoire ,,Zalov* de ’Observatoire National de

Prague.
(Extrait de l'article précédent.)

A 1’Observatoire ,,Zalov, & Ondfejov, l’auteur a photo-
graphié la cométe Finsler (1937 £.) depuis le 13 juillet au 15 aofit
1937. 11 a obtenu en somme 14 plaques au moyen de ’astrographe
double, muni d’un excellent objectif de Cooke de 8 pouces (20 cm)
de diamétre et de 90 cm de distance focale. On a fait ou des poses
longues (de 32 & 200 minutes) pour obtenir au mieux les phéno-
ménes lumineux de la queue, ou des poses courtes pour le calcul des
_ positions de la cométe. Les plaques utilisées, de dimensions
13X 18 cm, étaient les ,,Supergul-Ortho-Antihalo‘‘ et les ,,Hauff
Ultrarapid .
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Sur les photographies de longe pose, on peut trés bien suivre le
développement des différentes parties de la téte et de la queue de la
comete. Sur la queue principale, il est intéressant de suivre les
développements et les variations des différents courants et rayons
lumineux.

En exécutant les photographies, on a pris le soin d’obtenir
toute la cométe sur la plaque. On a utilisé donc, & partir du 7 aoit,
un dispositif spécial de Nusl-Frié, placé devant l’objectif de la
lunette guide et qui permet, au moyen des deux miroirs plans
réglables, de guider sur la téte de la cométe et de placer celle-ci,
simultanément, excentriquement sur la plaque photographique.
Ce dispositif, qui a rendu de grands services, aurait encore besoin
d’étre complété par un autre, qui permettrait de donner a la plaque
photographique le mouvement identique & celui de la cométe parmi
les astres. On éviterait ainsi ’effacement de la queue quand celle-ci
change rapidement son angle de position, comme c’est le cas de
cette cométe Finsler qui a passée trés prés du Pole Nord.

11 est & remarquer que, malgré tous les avantages du dispositif
décrit et que I'auteur a pu pleinement apprécier, la fin de queue
finissait, au moins au mois d’aotit, au bord de la plaque et on peut
supposer quelle était plus longue encore que les 10° ou 11° enré-
gistrés. Cela se voit sur les photographies prises le 4/5 et 7/8 aofit
par M. le Directeur dr. F. Nusl, au moyen des objectifs ultra-
lumineux (le Ernostar 1 : 1,8, F = 125 mm, le Portrait-objectif de
Petzval 1: 3,5, F = 244 mm) et des poses de 4 heures, qui donnent
une queue de 134° de longuer.
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Sur la stabilité d’une lunette meridienne.
Jaroslav Prochizka, Praha.
(Regu le 6 octobre 1937.)

Dédié & Monsieur le professeur dr. FrantiSek
Nusl & ’occasion de son soixante-dixidme anni-
versaire le 3 décembre 1937.

L’auteur a travaillé & 1’Observatoire de Paris avec la lunette méri-
dienne Bouty; il a étudié la stabilité de cette lunette au moyen de deux
lunettes auxiliaires munies de micrométres & deux fils mobiles orientés dans
deux directions rectangulaires: horizontale et verticale. Ces vis micro-
métriques ont servi pour les pointés des taches repéres fixées aux extrémités
des tourillons de 'instrument méridien. Les résultats obtenus ont confirmé
une stabilité excellente de la lunette Bouty, la stabilité des lunettes auxi-
liaires ayant été assurée et contrdlée soigneusement. Néanmoins on a cons-
taté certains écarts tantdt brusques tantdt lents dans 1’ensemble de plus
de 10.000 pointés.

Au cours de ces derniéres années la détermination de 1’heure
a atteint une précision considérable grace aux études étendues
effectuées dans les domaines en ce qui concerne les méthodes
d’observation et de réduction, les instruments avec tous leurs
accessoires (chronographes, collimateurs, mires etc.), et finalement
les méthodes pour la détermination des équations personnelles
qui interviennent dans lesdites observations. '

Si nous admettons que la méthode classique d’observation
utilisant I'instrument de passage est parfaite, il reste alors deux
composantes principales qui certainement ne sont pas du tout
parfaites: ce sont les instruments et les observateurs. En effet
ces deux composantes fonctionnent pour la plupart mélées et de
plus, il est assez souvent difficile de les séparer avec la certitude
suffisante.

Pendant nos études & 1’Observatoire de Paris nous nous som-
mes intéressés surtout aux qualités mécaniques de I’instrument
de passage et de leurs fluctuations. M. Ernest Esclangon a publié
dans les Annales de I’Observatoire de Strassbourg (tome I, pg. 373,
Paris 1926) une de ses études étendues sur la précision des obser-

157



vations méridiennes, dont les conclusions ont une éminente impor-
tance. Dans ce mémoire, M. Esclangon divise des petites fluctua-
tions instrumentales en fluctuations mécaniques ou indépendantes
du temps et fluctuations progressives. Ce sont ces fluctuations
progressives qui ont attiré surtout notre attention; elles provien-
nent de déformations ou déplacements se produisant progressi
vement sur la lunette, sur ses axes, sur ses tourillons etc. En outre
nous avons aussi étudié les fluctuations mécaniques non progres-
sives.

Pour faire ces études, nous avons employé un dispositif
spécial qui avait été ajouté comme accessoire & la lunette Bouty
de 1’Observatoire de Paris conformément aux instructions de
M. Esclangon.!) Ce dispositif consiste en deux microscopes qui
sont fixés sur les piliers Est et Ouest; chacun d’eux est muni
de deux micrometres (horizontal et vertical) qui permettent de
viser les extrémités de I’axe de rotation. de la lunette méridienne.
Ces extrémités portent de petites marques circulaires qui ont
été successivement pointées par les micromeétres.

Au moyen de ces microsccpes nous avons étudié les irrégula-
rités des tourillons. Les résultats de ces mesures seront publiés
ultérieurement dans un autre mémoire.

Ce qui est.intéressant pour la stabilité de la lunette méridienne
ce sont les changements tantot brusques tantot lents qui se sont
produits pendant ces observations, changements qui font ’objet
de cette présente communication. Nous avons mesuré de cette
fagon: en déplagant la lunette méridienne de cing en cing degrés
nous avons pointé les taches repeéres circulaires des tourillons avec
un micrométre. Le tour complet de 360 degrés représente une
série d’observation qui dure environ deux heures et demie; en som-
' me, nous avons fait 24 sgéries d’observation. Pour chaque position
de la lunette méridienne de cinq en cinq degrés, nous avons exé-
cuté 5 pointés de repéres pour diminuer l'erreur d’observation.

Pour les mesures de ce genre deux principales questions se
posent: 1° si les lectures au commencement et & la fin de la série
sont — dans les limites des erreurs d’observations — identiques,
2°.si les cing lectures successives pour chaque position de la lu-
nette méridienne représentent des perturbations remarquables,
(p. ex. une allure systématique, des sauts brusques) ou non.

Avant de donner les résultats il faut dire quelques mots sur
la stabilité des microscopes. Il est &vident que cette stabilité
est avant tout désirable et qu’on ne pourrait réussir que si cette
condition était rigoureusement satisfaite. En effet, nous avons
constaté que les microscopes sont trés stables.

1) Bulletin Astronomique, tome VI, fasc. VI, pg. 229, Paris 1930.
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Les valeurs initiales et finales d’une série d’observations ne
différent que de quelques milliémes de seconde du temps et
atteignent seulement pendant une série la valeur de 0,012 (une
seconde de temps correspond & 15" d’arc). Une autre série mon-
trant un gros déplacement (0,025°) a di, par conséquent, &tre
rejetée. Ce cas exceptionnel est dii sans aucune doute au charge-
ment lent de la lunette, changement ayant pour cause la plus vrai-
semblable une augmentation de température au cours de la me-
sure* :

Les lectures de cing en cinq degrés sont de beaucoup plus
intéressantes. L’étude totale comporte 1728 groupes de cinq poin-
tés, en somme 8640 lectures. Les valeurs d’un tour des microscopes
(en désignant par O resp. E le microscope Ouest resp. Est; par A
resp. v le micrométre horizontal resp. vertical) sont:

Oh Oo E h E »
0,893® 0,898" 0,883® 0,889¢

Si I'on regarde les pointés dans les groupes on voit qu’il y en
a assez, a peu prés un dixiéme, qui représente une certaine —
méme faible — allure systématique, 13 groupes seulement mon-
trent des perturbations remarquables. Dans tous les cas il s’agit
de vrais changements, parce que nous avons soigneusement con-
trolé tous les écarts. Dans certaines groupes ou l’allure systéma-
tique était trés forte et pas du tout négligeable nous avons continué
les lectures jusqu’a D'arrivée de I’état sans changement.

Dans les exemples ci-dessous on voit clairement d’une

part l'allure systématique, d’autre part les sauts brusques des
pointés.

Voici ces 13 groupes: {, signifie la distance zénithale vers
le Sud, ¢, la méme vers le Nord, les valeurs de mesures étant
exprimées en secondes:

3 Mars, B, 5 Mars, E, 6 Mars, E,

{o = 5° Cn = 50° ln = 70° ln = 150°

0,135° 0,118° 0,094* 0,105%

145 115 099 104

143 116 103 115

111 119 120 140

111 123 120 140

112 130 ' 110 135

110 132 110 140

130 109 138
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12 Mars, O, 19 Mars, O 18 Mars, O

Le=10° £s=60° (p,=165° (n=80° (n=85° (a=155"
0,404* 0,340 0,128% 0,023 0.029%% 0,135%
400 330 127 020 022 132
405 3256 132 029 029 125
420 320 145 052 031 120
420 318 149 050 040 120
422 320 135 042 042 110
420 321 150 042 048 104
419 341 150 050 048 113
321 140 049 045 103
323 155 051 040 110
340 035 103
330 037
330 032
317 035
3056 035
315
315
320
340
333
21 Mars, O, 22 Mars, O, 23 Mars, E;
¢, = 135° = J40° Lp=T5° Ly = 80°
0,232¢ 0,194% 0,4508 0,330°
225 192 451 332
224 © 180 450 340
230 187 447 341
231 188 447 353
238 160 420 352
252 173 425 365
252 420 - 361
250 423 357
249 430 354
357
358
353

Il est assez intéressant & noter que les micrometres horizon-
taux présentent des écarts plus souvent que les micromeétres ver-
ticaux. ;

Nous avons aussi étudié 1'influence du contrepoids sur la posi-
tion de la lunette méridienne; celle-ci dépend essentiellement du
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soulevement du contrepoids, bien que les différences ne soient
pas trés grandes; mais elles peuvent atteindre dans les cas exception-
nels méme quelques centiémes de seconde.

Comme exemple j’ajoute les valeurs de deux microscopes
verticaux aprés soulévement du contrepoids. Voici les lectures
des microscopes montrant les effets analogues & ’élasticité (=0):

0,416® 0,438°
416 444
420 444
422 464
423 465
429 465
435 462
430 463
428
432
438
438
432

Nous avons constaté le méme phénomeéne aprés le retourne-
ment de la lunette.

Aprés tout la question importante est encore & discuter.
Nous avons constaté quelques écarts dans les lectures que nous
avons attribués seulement aux fluctuations mécaniques de la lu-
nette méridienne, mais on pourrait s’opposer & cette hypothése
en disant qu’il est tout-a-fait possible d’expliquer ces perturba-
tions par le changement de position des microscopes. Mais c’est
absolument invraisemblable quant & nos recherches; nous avons
fait des études soignées de la stabilité des microscopes qui permet-
tent de soutenir notre opinion. De plus, ce qui est beaucoup plus
important, nous avons contrélé les lectures précédentes dans tous
les cas ol nous avions constaté les perturbations. Enfin, la fin
de chaque série représente aussi une contréle au moins pour le
changement lent des microscopes.

L’étude que nous avons faite avec la lunette méridienne
Bouty de I’Observatoire de Paris montre une stabilité considé-
rable de cet instrument.

Il est & remarquer que nous n’avons pas pu étudier I’influence
de la fixation du calage dont les erreurs atteignent selon M. Esclan-
gon une valeur assez considérable — 0,03®° — parce que la lunette
méridienne Bouty n’est pas munie de vis de calage.

Les 13 exemples cités parmi 1728 montrent 1° que les fluctua-
tions sont trés variables dans leurs valeurs, mais extrémement
petites; 2° qu’on doit toujours attendre au moins quelques dizaines



de secondes aprés les opérations exécutées (p. ex. le retournement
de la lunette méridienne etc.) avant de faire une observation,
étant donné que toutes ces conclusions ont été déduites de la
discussion de plus de 10.000 pointés.

L’ Institut Astronomique de la Haute Ecole Polytechnique, Praha.

*

0 stabilit® prichodnfho stroje.
(Obsah pfedchoziho &lanku.)

Autor konal na observatofi v PafiZi jista specielni méfeni
s priuchodnim strojem firmy Bouty. Mimo jiné zkoumal téZ jeho
stabilitu uziv k méfeni dvou pomocnych dalekohledi s okuldro-
vymi mikrometry, jimiZz stanovil pfesnou polohu znaéek na obou
koncich rotaéni osy prichodniho stroje. Méfeni, jichz bylo pies
10.000, ukézala, Ze prichodni stroj Bouty ma velikou stabilitu.
Nicméné bylo v méfeni nékolik fad, které projevily bud néhlé
skoky ve &éteni nebo systematicky jejich chod.

Astronomicky dstav Ceského vysokého uéeni technického v Praze.
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On the question of the possible rotation of the
local cluster.

J. M. Mohr, Praha.
(Received October 8, 1937.)

Dedicated to Professor Frantisek Nusl
on the occasion of his seventieth anniversary
December 3, 1937.

On the base of the study of the space velocities of 910 stars of B type
the author shows that the suplementary rotation of the so-called local
cluster about a centre situated at ! = 237° in the constellation of Carina in
a distance of some hundred parsecs only does not exist.

In my previous work?!) I gave new observational evidence of
the galactic rotation. But H. Mineur showed?) that my demonstra-
tion did not settle the question of the possible sub-rotation about
the second centre, i. e. the centre of the local cluster, which must be
placed some hundred parsecs only from the Sun in the direction of
gal. longitude / = 237°. I have shown in a comment on a paper by
Edmondson,?) that this question may be solved by studying the
motions of stars, which are placed in belts of space oriented towards
gal. longitudes ! = 147° and ! = 327°. I also mentioned, that
I would return to this subject.

" Consider a system of coordinates X, Y in the galactic plane,
the origin being the Sun. The axes X, Y are oriented in the usual
sense. Let Vo denote the instantaneous rotational velocity of the
Sun, V, the mean rotational motion of the stars in the solar vicinity,
and V, the velocity of these stars relative to the Sun. If we take
a new system of coordinates X', ¥’ in which Y’ is in the direction
of V, then X’ is directed to the galactic centre, i. e. approximately
to [ = 327°. By this supposition we obtain the following relations:

Voeosag =V, + V, cos 8 (1)
Vesinf =25 Vicosf =1y

1) J. M. Mohr, M. N. 92 (1932), 583.
2)-H. Mineur, Bull. astron., 7 (1934), 397.
3) Edmonson, Astr. Journal, 44 (1935), No 1016, 16.

163



where g is the angular distance between the Apex and the point
towards which the mean rotational motion of the stars is directed,
and & ist the angle between the direction of the rotational motion

of the Sun and the direction of the mean rotational motion of the
stars. It is also easy to see that following relations must exist:

Ve = a? + y2,
' = xcosoa — ysin «', (2)
Yy = xsin & 4 ycosa,

where «' = 360° — 327° = 33°.

From my previous discussion of B stars,t) which I use also
in this paper, it resulted that

Ve = 19,12 kmsec—1.
If we accept the value V = 300 kmsec—?, towards [, = 55° then
Ve = 284,88 kmsec—1, towards [, = 56° 54’ 24,7".

If as H. Mineur supposes, a secondary rotation does exist
(i. e. if there does exist a second centre of rotation in the direction
l = 237° distant only a few hundred parsecs from the Sun), then
for stars, whose coordinates of positions Y’ are less than zero, this
rotation must be seen in the 2’ (components of their space velocities).
Besides the vector V, of the fundamental rotation, there must be
present also the vector V, of the second rotation, so that the result-
ant of both vectors in different positions of space must be different
in magnitude and in the direction.

Let V, denote the vectors of the fundamental rotation. The
centre of this rotation is placed in the direction [ = 327°. V, are
the vectors of the possible suplementary rotation about I = 237°
for the group of stars with ¥’ < 0. The resultant motion of stars in
the group I. of stars is V,/, in the group II. V,” and in the group III.
V,". The angle between the vectors V, and V,’ is &y, between the
vectors V; and V" ist o'y, etc. Denote moreover by V o the instant-

aneous velocity of the Sun, which is compounded also from the
vector of the fundamental rotation and the vector of sub-rotation
for Y’ = 0. (This latter vector is sensibly smaller than in the space
where Y’ < 0).

For Y’ = 0, i. e. in the vicinity of the Sun, we get
VO sinag + V,sinay, = 2/,
where «, is the angle between the vectors V, and V,.
But for Y’ < 0 we get similarly
Vgsinag 4 V'sina’y = 2,
1936 4) Publ. de I'Institut Astron. de I’'Université Charles de Prague, No. 19,
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and

Vosinag + Vissina'y = 2'y; V@ sin g + V'sina'y = ',
where S oy S afy
and ' V's § Vs § V",

either if the group I. is one of groups of stars situated in positive X’
and the group III. in negative X', or vice versa. But if the groups I.
and III. of stars are at the same distance from the axis ¥’, so that
| X | = X',
then the ratio of the change of «’; compared with «'; and of V',
to V", is given by the relation
Vs  sin zx':,'

mo - ’
V", sin &',

so that
’ ’
x'1=$3>1’3, (3)
because the components z’;, o5, ¥’y are negative.

If we suppose for simplicity that the vector of the fundamental
rotations is independent of X’ (this supposition may be made
owing to the great distance of the centre of rotation), then consid-
ering groups of stars placed in ¥’ < 0, the component ' of the
space velocity for X’ = 0 must reach a maximum negative value.
For values X’ = 0 this component x’ must gradually reach lower
negative values.

The values z'}, 2’5, 2’5 are easily obtainable if we know the
components x, y, z of space velocities of the stars as shown by
formulas (1) and (2).

But how is realised the inequality (3) by the computation?
If we divide the space round the Sun in three parts so, that the
first part contain all stars, which ¥’ > 4 150 parsecs, the second
part contain all stars, which ¥’ = 4 150 parsecs, the third part
contain all stars, which ¥’ < — 150 parsecs, then the computed
values of z’ for different X’ are given in Table I.

Table I.
Y’ > + 150 parsecs.

X’ (parsec) |—502,66 |—147,81 |— 49,59 |+ 50,48 | --189,00 | +419,16
Y’ (parsec) +379,03 | +344,31 | + 302,27 | + 284,98 | 364,84 | + 393,96
' (kmsec™) |+ 2,31 |+ 5,39+ 3,41|4+ 348|4+ 3,03|+ 17,08

Number of
stars 1 7 39 32 37 27 §l
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Y’ = 4 150 parsecs.

X’ (parsec) |—427,71|—168,90 | —47,98| +50,56 | 155,00 —4—36?,48

Y’ (parsec) |— 7,64 |— 19,12| — 5,14| —36,30 |— 21,06 |— 75,20

o' (kmsec—) |— 13,70 |— 11,12 | —12,12| — 8,55|— 9,53 |— 14,08

Number of 24 122 167 204 103 8!
stars

Y’ < — 150 parsecs.

X" (parsecs) | 497 00| —178,45 |— 36,08 |+ 45,34 | +175,67 | +337,30
Y’ (parsecs) | o965 05 (225,64 |— 208,80 |—199,87 | —250,61 | —530,43

o’ (kmsec™) | 98 00 |— 15,51 |— 11,80 |— 11,67 |— 50,00  — 44;63
Number of . l
stars 16 28 46 25 7 | 3

The Table I. shows, that 2’ remains nearly constant in the
groups where Y’ > -+ 150 parsecs and Y’ = -+ 150 parsecs. The
dependence of the ' on X’ in the group Y’ << — 150 parsecs does
not show in the suplementary rotation about the centre I = 237°.
Although there are a smaller number of stars in this group, espec-
ially for large positive X', it can be seen, from the values ' between
X' = — 491,00 parsecs and X' = + 45,34, where we find a homog-
eneous number of stars, that the behaviour of the values 2’ is just
in the opposite sense to that which would be, if the suplementary
rotation did exist.

This ascertained distribution of the components &' in various
parts of space has of course a great significance for, for instance,
the K term. Because the distribution of the components z’ in the -
parts of space, the Y’ of which is ¥’ > 4 150 and Y' =
-+ 150 parsecs, is regular, it is clear that we should have from this
material of stars the possibility to obtain a value of the K term not
affected by the perturbing influence of the star-streaming. In the
space where Y’ < — 150 parsecs the observed dependence of z’
on X' is probably caused not only by the rotation of the Galaxy
but probably by the star-streaming. By this star-streaming the
velocity-ellipsoids in those parts of space are deformed.

Therefore if we would find the real value of the K term we

_must separate all deformations from the observed velocity-ellips-
oids. I myself®) tried a case unreally, but for the time being import-
ant for the knowledge of the real velocity-ellipsoids in different
parts of space in order to find in the future what is the real form of

" 8) J. M. Mohr, Publ. de I'Institut Astron. de I'Université Charles
de Prague, No. 19. 1936.
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the undeformed velocity-ellipsoid in different galactic longitudes -
and distances from the Sun. _

At the end, I will not affirm that the material here used is
sufficient enough. The want of known space velocities of B stars
in the vicinity of I = 237° is compensated however by the knowledge
of a larger number of the proper motions of stars which we are able
to analyze in a similar way — as it was shown in this paper. I hope
therefore, that in a time as far as may be seen it would be possible
to give a new proof about the unexistence of the suplementary
rotation by the proper motions of stars placed in the vicinity of the
supposed centre, which I = 237°, b = 0 approximately.

Charles University of Prague.
Astronomical Institute.
]

K otizce moZné rotace lokilnfho shluku hvézd v okoli Slunce.
(Obsah predeslého élanku.)

Vy#etiovanim prostorovych rychlosti 910 hvézd spektralniho
typu B zpisobem autorem naznadenym se ukazuje, Ze nemuZe
existovati rotace mistnfho shluku hvézd, jehoZ stied by se podle
nékterych autorti mé&l nalézati pi¥iblizné v roviné Mlééné drahy
a v okolf galaktické délky I = 237° ve vzdélenosti jen n&kolika set
parseki. '
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Experimentdlni stanoveni osobni chyby u cirkum-
zenitalu.

Jind¥ich Svoboda, Praha.
(Doslo 4. listopadu 1937.)

Vénovédno panu profesorovi dr. Frantisku
Nuslovi k jeho sedmdesatinam v den 3. pro-
since 1937.

Pro stanoveni osobni chyby, vyskytujici se pfi pozorovanich
riznymi stroji slouzicimi k astronomickému uréovani éasu a zemé-
pisné délky, sestrojil jsem v dilné Gstavu piistroj, jehoz lze uziti
také pro stanoveni osobni chyby u cirkumzenitilu Nusl-Friéova.

Abych zmirnil vliv nedokonalosti mechanického spracovani,
volil jsem pifstroj (obr. 1) pomérné znaénych rozméra. Voziky
Vi, Vs, Vg, V4 nesouci umélé obrazy hvézd jsou nasazeny jako
matky na dva paralelni rouby S, §; délky 1100 mm. Srouby jsou
zasazeny svymi ¢epy do kuli¢kovych lozisek pevné konstrukce
pifstroje, takze pii otddeni Sroubti vozicky se posunuji. Na prodlou-
Zenych osach Sroubil nasazena jsou stejné velkd ozubena kola do
sebe zapadajici, aby Srouby se otédely v opaéném smyslu a vozitky
postupovaly po obou Sroubech stejnou rychlosti v protivnych smé-
rech. Pomoci vhodné voleného soukoli lze méniti smysl otadeni
Sroubu a tim zaroveil i smér pohybu voziéku. K pohonu pouzito
jest elektrického motoru a rychlost pohybu je ménitelna viazenym
reguldtorem. Na kazdém Sroubu posunuje se par vozi¢ku odpovida-
jici paru obrazi hvézdnych. Obraz hvézdy vytvofen jest malym
kruhovym otvorem ve stinitku kryjicim svitici Zarovku. Volbou
priméru otvoru ve stinitku je moZno méniti jasnost obrazt hvézd
v rozsahu Sesti velikostnich tiid. Vozi¢ky maji na boénych sténéch,
jimiZ jsou k sob& obraceny, kontakty, které zapinaji proud elektro-
magnetu ovliddajictho pero chronografu, tak?e okamzik potkani se
(koincidence) obrazii zaznamenavé se automaticky na chronografu.
Obrazové pary, podobné jako u cirkumzenitdlu, maji nestejnou
vzdalenost (145 mm a 80 mm), takZe pii jednom ,,prichodu‘‘ lze
pohodlné odpozorovati étyfi koincidence (obr. 2). Pozorovatel sle-
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duje pohyb obrazi hvézdnych a oka-
mZiky koincidenci zaznamenava ta-
strem, ktery zapind proud druhého
pera chronografu. Pfi naSich pokusech
bylo uzito valcového chronografu Nusl-
Friéova opatfeného dvéma oscilografy
Abrahamovymi od fy G. Boulitte v Pa-
tizi. Do svorek jednoho oscilografu za-
pojen je paralelné okruh proudovodu
od hodin, takZe pero, které zapisuje
automaticky ¢asy koincidenci, pise také
sekundy. PonévadZ sekundy jsou re-
gistrovany proudem prerufovanym a
okamziky koincidenci zapnutim para-
lelniho proudovodu, lze oboje vychylky
pera zapsané na chronografu (obr. 3)
zcela ztetelné rozliSovat a piesné ode-
Gist. Délka sekundy na chronografu
byla upravena na 20 mm, takZe jedné
setiné sekundy odpovida dilek 0,2 mm.
Proto rozdily mezi automatickym a
pozorovanym zapisem jsou prepoéita-
vany (z délkového intervalu) na tisiciny
sekundy.

Pristrojem lze pokusné stanoviti
zavislost osobni chyby na rychlosti
i sméru pruchodu, jakoz i na velikosti
a barvé ,hvézd*. Jako ukazku pfipo-
juji vysledek prvnich pokusti o stano-
veni zavislosti osobni chyby na rych-
losti a sméru prichodt. Pozorovano
bylo pii 8 rychlostech, vidy 10 pri- Obr. 1.
chodi obéma sméry, takZe bylo za-
znamenano celkem 640 koincidenci. Nejvétsi relativni rychlost
obrazi jest 26,8 mm/sek; nejmensi (osmé) rychlost p¥i téchto po-
kusech byla 11 mm/sek. Piisoudime-li maximalni rychlost obrazim
hvézd pozorovanych v prvnim vertikdlu, zahrnuji nase pokusy
prichody hvézd v azimutech 24°—156° a 204°—336°. Pozorovano
bylo ze vzdalenosti 3 m obracenym dalekohledem asi 5krat zmensSu-
jicim, ¢ili jako by piimo ze vzdalenosti asi 15 m. JeZto hvézda pro-
chazejiei prvnim vertikdlem mé rychlost 4 9,64"/sek, odpovidaji
nase vysledky stroji s dalekohledem asi 20krat zvétiujicim. Aby-
chom tedy obdrzeli osobni chybu pro stroj se zvétSenfm 150, staéilo
by pozorovati koincidence na naSem piistroji pouhym okem ze
vzdalenosti asi dvou metru.

Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky. 12 169



. Vysledky nagich prvnich pokusi sestaveny jsou v tab. I podle
rychlosti prichodu do 8 serii. V serii bylo odpozoroviano 10 pri-
chodii obéma sméry, tedy 40 koincidenci pro kazdy smér. Aby bylo
mozno sledovati také vliv konfigurace obrazl, jsou v kazdé serii
vypoditany aritmetické priméry osobnich chyb pro kazdou konfi-

Obr. 2..

Ldvousekundo .| ’qw autornat

\’

/oozoi'ovar‘e/

Obr. 3.

- «
guraci v obou smérech a oznaleny eg resp. ex (K = I, II, I1I, 1V).
K nim jsou pfipojeny pifsluiné stfedni chyby jednoho pozorovani
mg a stfednf chyby aritmetického priméru Mg. Ze &tyi osobnich
chyb kazdého prichodu vypoditiny byly aritmetickym primérem
hodnoty osobnich chyb jednotlivych prichodd. Aritmeticky pri-
mér té&chto hodnot jakoZto osobni chybu celé serie oznadujeme
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> <«
e; resp. e (s = 1,2.3,...,8) a uddvame vedle ni stiedni chybu

osobni chyby jednoho priuchodu m, jakoz i st¥edni chybu aritme-
tického priméru M,. Hodnoty osobnich chyb jsou udany v tisici-
nach sekundy. Znaménko + nebo — znaéi, zda koincidence byla
pozorovina difive nebo pozdéji. Smér — znadi, Ze Sir§{ par postu-
puje dolii. P¥i nadich pokusech byl 8ir8i par posunut ponékud
vpravo.

Tab. I.

Serie

€111
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ex
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H | My
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+ |
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11,0}— 28/368|116(-+ 48/220(70 16|364|115
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+ 8{185| 58|+ 66/126] 40
-+ 98[169| 53| 86| 68| 22
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+212{113| 36|+ 216|125/40 |- 216|115| 36|+ 466|272| 86|+ 277 91| 29
+201{177| 56|+ 310/189|60 |+ 247|160| 51|+ 321| 56| 18/4-270| 97| 31
+ 279|150 48|+ 332|130(41 (+327| 99| 31|+ 317|170| 54|+ 314 68| 22
+ 283|158 50|+ 372/193|61 |+ 396/196] 62|+ 404|106| 34|14 364| 76| 24
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Tab. II.

=
e | N

e1
my
My
ern
myy
My
€111
myrg
Mg
erv
mry

Smér

4+ | £ + [+ + [+ + [+ + [+
- 4+ 70|87 (31 |+ 55(42(15 |+ 11{45|16 |+ 24(44 (16 |+ 40[42 (15

+ |+
<« |+248|49 118 |4 344{84 |30 |- 30768 |24 | 4-370)60 |21 |4-317{237 |13

V tabulce II jsou uvedeny aritmetické pritméry hodnot osob-
nich chyb ze sloupct tabulky I s pifsluSnymi stfednimi chybami.
Vidime, Ze vliv konfigurace obrazt pii koincidenci neni valny, na-
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proti tomu vliv sméru je znaény. Pro prvni smér vychazi z po-
kustt osobni chyba + 0,040 sek -+ 0,015 sek, kdeZto pro druhy
smér -+ 0,317 sek - 0,013 sek. ’

Vliv rychlosti prichodu na osobni chybu lze sledovati ve
sloupci hodnot e, tabulky I. Znaé¢ime-li rychlost v a provedeme-li
vyrovnani pitimkou, obdrzime z hodnot prvniho sméru vztah \

»
e = 0,0811 — 0,00197».

Prisoudime-li hodnotdm 8. serie vzhledem k pomérné velkym
stiednim chybam poloviéni vahu, vyjde nam rovnice

-
¢ — 0,1228 — 0,00375v.
Z hodnot osobnich chyb druhého sméru vychazi vyrovnanim vztah
<«
e = 0,4254 — 0,005197.

Vysledky vyrovnani ukazuje nam obr. 4 pro smér prvni a obr. 5
pro druhy smér. Rozdily mezi napozorovanymi a vyrovnanymi

hodnotami e; — e jsou uvedeny v tabulce III.

Tab. III.
3
v 11,0 16,4 18,9 20,8 22,5 24,5 25,9 26,8 %
g
-—>
e, [+ 0,040{ 4 0,086| -+ 0,066| + 0,105| -+ 0,016|—-0,006| + 0,044|  0,000|sek
_—> %
e |4+ 0,059|+ 0,049 + 0,044| + 0,040( + 0,037( -+ 0,033} + 0,030| + 0,028 sek
- =
—-¢ [—0,049]+ 0,037| + 0,022 + 0,065|— 0,021|— 0,039 + 0,014|— 0,028[sek
o
e’ |4+ 0,082| 4 0,061] + 0,052 + 0,045| + 0,038| + 0,031+ 0,026 + 0,022|sek
- =
. — ¢’ |— 0,072 + 0,025| 4- 0,014/ 4- 0,060|—0,022|— 0,037| + 0,018|—0,022|sek
< .
e, |+ 0,369| + 0,332| - 0,364+ 0,314/ + 0,270| + 0,277| 4 0,312] + 0,299 sek
<—
e |+ 0,368] + 0,340| + 0,327| + 0,317] + 0,308| + 0,298| 4- 0,291 + 0,286|sek
<« <
s — ¢ |+ 0,001|—0,008) 4 0,037|— 0,003|— 0,038{—0,021{ 4 0,021| 4 0,013 sck
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Je patrno, Ze osobni chyba s rostouci rychlosti pra-
chodu klesa.

Ukolem dal§ich nasich pokusti bude studovati tuto zivislost
v Sir§fch mezich, s ohledem na znaéné&jdi zvétSeni dalekohledu
cirkumzenitdlu. Bude také zajimavo zjistiti vliv zmény stran
dvojic obrazi. Dile budeme sledovati zavislost osobni chyby na
jasnosti (velikosti) obrazi hvézdnych jakoz i na jejich barvé.

*

Détermination expérimentale de Verreur personnelle dans les ob-
servations avec Pappareil circumzénithal Nu¥l-Fri¢.

(Extrait de larticle précédent.)

Pour les recherches expérimentales sur l'erreur personnelle
dans les observations de passage j’ai fait installer un appareil qui
me permet en outre aussi de déterminer I’erreur personelle dans les
observations faites avec 1’appareil circumzénithal Nusl-Frig.

Notre appareil consiste essentiellement en deux vis paralléles
1100 mm de longueur. Sur chacune d’elles se trouvent comme fem-
melles deux chariots qui portent les images artificielles de I’étoile.
Lﬁs tourillons de vis sont posés dans la construction de I’appareil de
telle sorte que les chariots sont en mouvement quand les vis tour-
nent. Au moyen des roues dentées miies par un petit moteur élec-
trique on obtient les rotations de deux vis dans les sens contraires;
par conséquent les couples d’images de l’étoile artificielle sont
entrainés 'un contre I’autre. Les images de chaque couple ont la
distance inégale respectivement de 80 mm et de 145 mm. (’est
exactement le méme phénoméne que voit I’observateur dans le
champ de 'oculaire de circumzénithal. On peut changer le sens de
la rotation des vis de telle sorte qu’on peut observer les passages des
images dans toutes les deux directions. Le moteur électrique est
muni d’un régulateur & force centrifuge assurant une grande régu-
larité de vitesse. Les temps de quatre coincidences d’images dans
chaque passage sont enregistrés automatiquement au chrono-
graphe par les contacts des chariots. L’autre plume du chrono-
graphe est manoevrée par ’observateur qui ferme le circuit selon
son impression de coincidence. La différence des deux marques
faites au chronographe par les oscillographes Abraham de Boulitte,
donne 'erreur personnelle. /

Notre communication contient les résultats des premiers
essais tentés sur I’erreur personnelle en fonction de la vitesse et de la
direction de passage.
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La dépendance de I’erreur personnelle de la direction de passage
- <«
est frappante (e = 0,040 sec, e = 0,317 sec) tandis que celle de la

configuration des images au moment d’une coincidence n’est pas si
forte (tab. II). Il se manifeste aussi une dépendance de la vitesse de
passage (voir fig. 4, 5 et tab. III).
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Results in the K3 group of molybdenum obtained
with a spectrograph containing a plastically
deformed rocksalt crystal.

M. Bactkovsky and M. Neprafova, Praha.
(Received November 30, 1937.)

A method for a uniform plastic deformation of rocksalt crystals is
elaborated. The bending of the crystal is carried out by a steel spring acting
as a bearer stretching uniformly the texture of the cross-section; the steel
spring was of steel ,,Poldi A. K. V. N.“ the elasticity of which increases
with temperature in the region of plasticity of rocksalt (at 300° C).
Rocksalt crystals thus cylindrically deformed were used in Kunzl’s focus-
ating method for the study of the lines of the f group of K series in molyb-
denum. These lines are suitable for the comparison of results obtained
with the present authors’ method and those of Johann and Cauchois,
since both methods reveal — by means of deformed crystals — new
forbiddgn Mo lines (quadrupol lines) and non-diagram lines. The present
authors obtained all such lines already described, except the line f,yz.
Besides these, some other hitherto non-classified lines were found.

The results show that crystals plastically deformed in the present
authors’ manner give the largest attainable resolving power with an
extreme luminosity.

Hitherto plastically deformed crystals did not bring any
advantage in X-ray spectrography. An attempt was made by
Hémos,') who used rocksalt crystal in Gouy’s?) focusating arrage-
ment. Hamos was thus able to show that the theoretically
suggested Gouy’s arragement really leads to lines, the intensity of
which depends on the height of the crystal used. Hamos?) results,
however, do not show any advantage over the use of the ordinary
plain crystal.

Our first studies of the X-ray reflexion on plastically defo-
rmed crystals showed that such crystals may be used only in
weak exposures, since during long exposures defaults become more
prominent, brought in by the plastical deformation of the crystal.

The Cu K« lines are well defined at a weak exposure; however
when this exposure is prolonged, besides these lines their traces
appear irregularly shifted owing to irregularities in the deformation
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in various places of the crystal. Such defaults exclude, of course,
any application of plastically deformed crystal in X-ray spectro-
scopy. Endeed as long as we tried the usual way of deformation we
did not succeed to obtain faultless products. This is perhaps the
reason why Hédmos has not succeeded with his spectrograph to
obtain new results. We hawe, therefore, tried to work out a method
of a uniform plastic deformation of the crystal into a rotational
cylindrical surface. For this aim we have applied a steel spring
bearer adapted so as to stretch uniformely the texture of the cross-
section.3) Under this bearer the rocksalt crystal was placed for
bending. The whole arrangement was kept in an oil bath at a tem-
perature at which plastic deformation is possible (see fig. 1). For

¢ Fig. 1.

this 300° C is a suitable temperature. At these conditions the steel
spring was bent by tying up screws and hereby the crystal was
pressed on to an iron cylindrical support, which had the required
curvature. To avoid decrease of elasticity of the spring. special
steel ,,Poldi A. K. V. N.“ was applied, the elasticily of which
increases with temperature.

The results show that crystals deformed in this manner are
curved much more uniformly than when bent in the usual way,
which consists of pressing an elastic crystal between two rigid
surfaces corespondingly curved beforehand. ,

The principal lines of Cu and Mo reflected on crystals deformed
in our manner are sharp and exhibit a great resolving power, so
that the proper width of the lines may be estimated. We intend
to show here advantages of using crystals deformed plastically in
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our manner, as they present themselves in the exposure of very
faint X-ray lines. The f-group of the Mo K-series was chosen for
our particular study. This element has been measured with modern
focusating methods by several authors who revealed there several
new lines (like the quadrupollines and the non-diagram lines).

The present authors used Bragg’s spectrographic arrangement
with Kunzl’s?) focusation. The radius of curvature of the bent
crystal was 8cm, its dimensions 3,56 X 2,56 cm?, its thickness
1 mm. Correspondjngly to the curvature of the crystal the radius
of the spectrograph was 37 cms. The lines were recorded in the first
order.

Photographic methods with plane crystals reveal only the
lines f,.3 and B, except in few light elements, where Beuthes) found
and Leide®) a new line in Mo, which was subsequently found in
other elements and termed f,. Bloch and Ross?) have examined
the range of Mo lines with a double crystal spectrometer by means
of an ionization record; they found lines of wave lengths 627,691
X. U, 627,019 X. U. and 625,646 X. U.; the latter two lines are
now termed f, and ;. The authors point out that the condition of
obtaining such lines is a perfect crystal; they used calcite which
has been etched. :

Other lines of very faint intensity in the Mo § group were
found photographically only by the introduction of focusating
methods.®) In this way the spectrographic luminosity is consider-
ably increased, so that the time of exposure can be shortened and
thus the photographic blackening due to diffuse radiation lessened.
But even then the new lines are shown only very indistinctly on
the background of continuous radiation. Cauchois and Ingelstam?)
tried to remove this continuous radiation, due to reflexions of
higher orders, by suitable absorption filters. In their work they
used Montmatre gypsum and cut plates of quartz and topaz,
elastically deformed into rotational cylindrical surfaces. Such
focusating methods depend, however, on a number of geometrical
conditions for perfect image, which require very difficult technical
adjustment. Moreover, the erystals must be perfect and as elastic
as possible. Othervise the bending of the crystal into the cylindrical
surface, as Cauchois supposes, does not deform the elementary
crystals but only changes their orientation, keeping the angles
between the atomic planes of the mosaic crystal and the plane
perpendicular to the plane which passes through the centre of the
mosaic crystal, unchanged.

The crystals used by the above mentioned authors were
deformed elastically. The possibility of using a plastically deformed
rocksalt crystal was fil:st pointed out — as mentioned above — by
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Hamos. Rocksalt crystals are usually regarded as imperfect.
According to Ewald and Renninger??) only small rocksalt crystals
give a reflexion of an ideal structure, whereas larger surfaces show
a mosaic structure. However, it is interesting that e. g. Beuthe
found the line g5 in light elements with rocksalt, which proves that
its reflexion was faultless.

As pointed out above, the present authors used the plastically
deformed rocksalt crystal bent by their own method and investig-
ated its properties in Bragg’s spectrograph modified by Kunzl.11)
In this arrangement a bunch of rays emerging from the slit inpinges
on the cylindrically bent crystal so that the axis of the cylinder:
is perpendicular to the axis of the spectrograph; the radius of
curvature of the crystal is given as ¢ = Rsin ¢, where R denotes
the spectrograph radius and ¢ the glancing angle. Through this
arrangement the image on the film is brought to the slit (,,stigmatic
image‘‘). The divergent rays are thus focussed vertically similarly
as in Gouy’s method, and differ in this from the methods of Johann
and Cauchois, which focus the horizontal rays3).

With our arrangement we were able to obtain in the Kf group.
of Mo all lines hitherto ascertained except the line §,, as given in
Table 1.

Table 1.

A X, U. v/R mes. v/R calec.
Ba 618,65 1473,19 1473,0
B (619,70)
/fs {621,79 1465,56

622,25 1464,47 —
Bo 624,31 | 1459,63 —
Bs 625,72 1456,34 1456,3
B 627,35 1452,56 —

627,99 1451,08 —
Ba 628,96 1448,85 —
By (630,978)
Bs (631,562)
Bo 634,8 1435,5 1435,9

636,4 —
4 {639,2 o
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The wave lengths of the lines are referred to the lines f,.;
and B, the value of which are given in brackets. In Table 2 the
comparison of values found by Bloch and Ross, Carlsson and
Ingelstam, Cauchois and Hulubei are compared to ours.

The comparison reveals a fair agreement; only the accuracy
given by Bloch and Ross seems overestimated, since other values
differ even in tenths of X. U.

Table 2.
i- ¢kovsky-
(Ix?:erll:::m) (I:{;ig}?s:s Bloch-Ross Ingelstam }?\?ell)(ré‘sibv}:i
Ba (618,73 X. U.[618,64 X. U.[618,8 X. U.t)| 618,68 X. U.| 618,6 X. U.
Paz 618,94
Pa [619,70] [619,70]
Ps 622,25 622,20 {gi;z;:
Pe 624,34 624%) 624,31
PBs 625,75 625,67 625,646 625,74 625,72
Pe 627,21 627,54 627,019 627,17 627,35
627,691 628,05%) 627,99
f, 1629,15 628,99 628,91 628,9
A [630,978] [630,978]
Ps [631,562] [631,562]
bo 635,62 . 634,8
637,4%) 636,4
Ul 638,4%*) {
639,3%) 639.2

*) Only photometrically.
1) A. Leide 1925.

The lines are well defined, as evident from the enlarged
photograph of the group in the first order (fig. 2). One can well
see the lines f;, Bg; even the lines fg,4 are faintly indicated. The
line B, as well as well as B, coalesce at everexposure practically
with the strong lines §,,5; 8, so that only their edges are measurable.
We were unable to measure 8, separately — as given by Ingelstam
— probably since it is covered in overexposure by g, which is
quite elose to fg,. :

Besides these, we have measured one line at 628,3 X. U.; the
classification of which will be possible when it will be observed in
other elements. The range of 7 lines on the long wavelength
side of the 8,3 — lines — measured only by Ingelstam — is evident
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on the spectrogram (fig. 3). The latter author measured these lines
only photometrically. In our spectrograms we may measure their
group quite well visually. The figures in Table 2 show that this
group extends from 636.4 X. U. to 639,2 X. U. This agrees with
Ingelstam values, who derived from the photometric curve three
separate values in this group. Our spectrograms show a certain
structure in these group, yet single lines are not well distingeuished.
Besides these Cauchois found a line 635,62 X. U. X and termed

U f,

Fig. 2. Fig. 3.

it B, which Ingelstam, however, has not confirmed. In that place
we have measured a line of wave length X 634.8 X. U., which
corresponds to »/R = 1436,80. This value agrees well with that
calculated from the Bohr-Coster scheme for the forbidden tran-
sition MK. at which the quantum number ! does not change. The
calculated value »/R = 1435,9, so that A = 634,63 X. U. The
existence of this line and occasional analogous lines L; — K,
N; - K would indicate that besides the transitions Miyy - K,
Niv,v > K, which were explained as quadrupol — lines, there
are in reality also transitions 4! = 0, which would contradict the
rules of selection. The transition Nj— K, whose value »/R =
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= 1468,56 X A1 = 620,6 X. U., is, however difficult to be found,
as it comes too close to the intense line 8, which would cover it in
overexposure.

Although B; was found in several spectrograms in varions
intensities, its widening towards longer wave-lengths has not been
observed although Bloch and Ross give its widening as 0,4 X. U.
and explain it as the Auger — effect accompaying the quadrupol-
line. — Ingelstam’s results also seem to indicate that such a wide-
ning does not take place.

The level scheme of our lines is given in the fig. 4.

L
e, 6,06, |G a |3 : B
L, L, 9 oy
Lu e T %
Lm = F4 %
Ml ! 1: 3 0 A
My ' 3 1 X
M —3 1 %
Mo L3 2 0y
M, i 3 2 %
N, Y 4 0 y4
Nnc - 4 1 U
xm Z ; %
w 3/z
N 4 2 %
N, 4 3 u
Ny, 4 3 n
Fig. 4.

The greatly overexposed and coalescing lines f;,; and f, shown
on some spectrograms, exhibit in their middle part a small widen-
ing towards longer wave-lengths. This effect is explainade by the
widening of the bunck of rays owing to its reflexion on the mosaic
crystal in Bragg’s arrangement of the spectrograph.
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The present authors express their best thanks to profesor
V. Dolejsek for his interest and help richly spent to them in this
investigation.
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0 fokusaénim spektrografu s plasticky deformovanym krystalem
a vysledeich v K3 skupiné molybdenu.

(Obsah piedeslého ¢lanku.)

Autofi podavaji metodu k plastické deformaci krystalu.
Touto metodou se docili rovnomérného zakiiveni do rotaéni vilcové
plochy, jak se uziva u krystalai, které lze ohybati elasticky v meto-
dach fokusaénich pro paprsky X. Soutasné podavaji autori vyklad,
pro¢ nemohlo byti dosud pouzito p]astlcky deformovanych krystalt
pro reflexi paprska X.

Pouzivaji ocelovych pruzm Tefenych jako nosnik s rovhomérné
naméhanymi vlikny prifezu (podle zpusobu Dolejsek-Tayerle).
Pruziny jsou z ocele Poldi AKVN, jejiz pruZnost v teplotnim
oboru kolem 300° stoupa.

Takto .valcové deformovanych krystali NaCl bylo pouZito
ve fokusaéni metodé Kunzlové s Braggovym uspoiadénim ke studiu
skupiny f serie K molybdenu. Na tomto prvku lze nejlépe porovnati
reflekéni mohutnost uZitého krystalu a svételnost uzité metody,
nebot v posledni dob& byly nalezeny u ného fokusaénimi metodami
(typu Cauchois) s uzitim elasticky deformovanych krystalit nové
zakazané ¢ary f,, fs (quadrupollinie) a 4ry nediagramové f,s, B¢,
B2, Bs, By Mimo to na dlouhovlnné strané nalezen obor nékolika
¢ar, nazvanych Ingelstamem analogicky k lehéim prvkim obor 7.

Vsechny tyto éé,ry, nalezené Cauchois a Ingelstamem byly
autory potvrzeny az na éaru fii; mimo to nalezeny nékteré dary
dalsf, jejichZ klasifikace bude podéna pozdéji po studiu u soused-
nich prvku
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Quadrupol linie g,, B; byly méfeny také Blochem a odsem -
pomoci dublecrystalspectrometru s ionisadnim zdznamemds Fito
autofi pozorovali u nich rozsirenf na stranu del$ich vinovycHdélek,
které vysvétluji zjevem Augerovym pii vzniku quadrupollinii.
Toto roziffeni viak nebylo v této praci potvrzeno.

Podle vysledki ziskanych krystaly deformovanymi popsanym
zpasobem je vidéti, e byla ziskdna pii krajni rozliovaci mohut-
nosti zna¢nd svételnost, kters se Gplng vyrovna svételnosti moder-
nich metod s elasticky ohnutymi krystaly.
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SBORNIK
JEDNOTY CESKOSLOV. MATEMATIKU A FYSIKU

Cislo XX
PhDr. VACLAV HLAVATY,

profesor Karlovy university

Diferencialni geometrie krivek
a ploch a tensorovy pocet.

80 445 str. 31 obr. 1937 V platné vaz. K& 154,—

Pro tuto knihu jako ucebnici jest originelni a charakte-
ristické, Ze autor nepo€ind tensorovym poétem, ani jej neklade
na konec, nybrz slucuje jej s diferencidlnégeometrickou latkou
tak, Ze Ctenal domnivajici se, Ze studuje ,,ndzornou” geometrii
v dvoj- nebo trojrozmérném euklidovském prostoru, najednou
zpozoruje, Ze si mimochodem osvojil i tensorovy pocet a naopak.

Odbornika upoutd zase podmanujici systematika knihy.
Zejména jest upozorniti na pronikaveé uziti kovariantni derivace,
zvlasté k odvozeni miry ktivosti, na pojednani o obecném pro-
blému rozvinuti ploch, na deduktivni krasy oddilu o druhé za-
kladni formé ploch a na teorii pfimkovych ploch v oddilu o spe-
cialnich plochach.

Lze dostati u kaZdého knihkupce nebo pfimo u nakladatele

Jednota Ceskoslovenskych matematikii a fysiki,
Praha 11, Zitna 25.



UCEBNI POMUCKY

FYSIKALNI
MATEMATICKE
CHEMICKE

spolehlivé fungujici ™

pfesné& vyrobené

odborné vyzkousené
vyrabi a dodava,

vSechny pFistroje a pomicky kterékoliv vyroby
peclivé a odborné opravuje

FYSMA,
spoleénost 8 ruéenim omezenym,

zaloZena Jednotou Geskoslovenskych matematikd a fysiki

g piesidlila -

PRAHA I, Zitha 25.

Telefon 23714, 29308.

Vyd4va a naklada Jednota ¢eskoslovenskych matematikl a fysik v Praze.

Redakce a administrace v Praze II, Zitn4d 25. Telefon 29308. Denn& od

814,—121% a od 14—18 hod. kromé& soboty odpol., nedéle a sviatku. —

Uéet postovni spofitelny v Praze 13103. — Knihtiskdrna Prometheus

v Praze VIII, Na Rokosce 94. Telefon RR 8139, RR 8107. — Novinova

sazba povolena Fed. post a telegraffi 18. listopadu 1933, &is. 288250/VII.
Dohledaci Gfad Praha 25.
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