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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Topological Representations of Distributive
Lattices and Brouwerian Logics.

M. H. Stone (Cambridge, Mass., U. S. A.).
(Received December 9, 1936.)

In a series of papers, the writer has developed a theory of
Boolean algebras dealing with their algebraic structure, their repres-
entation by algebras of classes, and their relations to general
topology.!) It is the object of the present paper to outline an
extension of the main features of this theory to the more general
systems known variously as distributive lattices, C-lattices, or
arithmetic structures.?)

From certain points of view, the theory of distributive lattices
is of secondary interest compared with that of Boolean algebras.
Thus the theorem of Mac Neille,?) which states that every distrib-
utive lattice can be imbedded by a purely algebraic construction
in a Boolean algebra, shows that distributive lattices are not signif-
icantly more general than Boolean algebras. In addition, the theory
of distributive lattices gains in generality only at the sacrifice of
a certain simplicity and symmetry, as we shall see below. Finally, .
certain parts of the theory do not have even the merit of novelty,
the theorem that every distributive lattice can be isomorphically

1) Stone, Proceedings of the National Academy of Sciences, U. 8. A.,
20 (1934), pp. 197—202; ibid., 21 (1935), pp. 103—105; American Journal of
Mathematics, 67 (1935), pp. 703—732; Transactions of the American Mathe-
matical Society, 40 (1936), pp. 37—111; and an unpublished paper, ,,Appli-
cations of the Theory of Boolean Rings to General Topology‘‘, which has
been submitted to the editors of the Transactions of the American Mathe-
matical Society. .

2) The term ,,distributive lattice‘‘, which we shall use here, was intro-
duced by Mac Neille, Proceedings of the National Academy of Sciences,
U. 8. A, 22 (1936), pp. 46—50; ,,C-lattice’* by Garrett Birkhoff, Proceed-
ings of the Cambridge Philosophical Society, 29 (1933), pp. 441—464;
»arithmetic structure by Ore, Annals of Mathematics, (2) 86 (1935),
pp. 406—437.

3) Mac Neille, Harvard doctoral dissertation, The Theory of Partially
Ordered Sets, 1935, a summary of which appeared in Proceedings of the
National Academy of Sciences, U. S. A., 22 (1936), pp. 44—50.
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represented by an algebra of classes having been discovered and
published by Garrett Birkhoff.4)

In spite of these considerations, the actual development of
the present theory serves a useful purpose in providing a mathe-
matical background against which the theory of Boolean algebras
can be more fully appreciated. It also offers a somewhat deeper
algebraic analysis of the theorems already known.

The connections between Boolean algebras and classical logic,
in the symbolic statement of Russell and Whitehead, are well
known. We may describe them, without too scrupulous a regard
for detail, by saying that every logical system of propositions can
be represented by a Boolean algebra. Familiar evidence in support
of this statement is found in the use of Leibnitz’s diagrams to
represent the logical relations between propositions. Turning to
Brouwerian logic, we are naturally led to seek a similar represent-
ation. In the second part of the present paper, to which the theory
of distributive lattices is a necessary preliminary, we shall construct
such a representation for a Brouwerian system of propositions,
relying upon the symbolic statement of Heyting.?) The most
noteworthy feature of this representation is its topological charact-
er: whereas the Leibnitz diagrams for classical logic employ classes
and the usual combinatorial operations upon them, the correspond-
ing diagrams for Brouwerian logic employ also certain topological
operations upon classes. :

Part I. Distributive Lattices.

§ 1. Definition and Algebraic Properties. A distributive lattice
(or C-lattice) has been defined®) as a system with double composition
(we shall indicate the results of performing the two compositions
by av band a.b or ab respectively) in which the following rules
of operation are valid:

(l)ava=a, aa=a;

(2) avb=0bva, ab=ba;
3)avve)=(avb)ve, a(bc)= (ab)c;

(4) ab = a implies and is implied by a v b = b;
(5) a(bvec)=abvac, avbc=(avbd)(avec).

Since these rules of operation bear symmetrically on the two com-
positions, every distributive lattice has the following property of

4) Garrett Birkhoff, Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 29 (1933), pp. 441—464, Theorem 25.2.

5) Heyting, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissen-
schaften, Physikalisch-Mathematische Klasse, 1930, pp. 42—56.

8) Garrett, Birkhoff, Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 29 (1933), pp. 441—464; especially pp. 442, 453.
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duality: any rule of operation remains valid under interchange of
the two fundamental operations.

To indicate that the elements a and b satisfy the equivalent
relations (4), we shall write @ < b or b > a. The relations < and >
have a number of simple properties which we recall without proof:
a<a;, a<band b<c imply a <c¢; a <b and b < a imply
a=0b;ab<a; a<avb; a<cand b <d imply ab < ¢d and
avb<cvd.

If a distributive lattice contains an element a such that
a < z for every element a in the lattice, then this element is
uniquely determined and will be called the zero-element or zero.
We shall use the symbol 0 for a zero-element. Similarly, if a dis-
tributive lattice contains an element a such that x < a for every
element z in the lattice, then this element is uniquely determined
and will be called the unit-element or unit. We shall use the symbol e
for a unit-element. It is easily seen that a distributive lattice with
only a finite number of elements a,, . . ., @, has both a zero and
a unit: for the elements @, . . . a, and @, v . . . v ay respectively are
such. In general, however, a distributive lattice has neither a zero
nor a unit; but it is possible to adjoin a zero 0 by defining 0 v @ =
=av0=a,a0=0e2=0,0v0=0,00=0,or to adjoin a unit e
by defining eva =ave=ce , ae=¢ea =a,eve=ce, ece =e.

The systems called generalized Boolean algebras?) are charact-
erized among all distributive lattices by the existence of , relative
complements‘‘: if @ < b, then there exists an element ¢ such that
ave=>b, ac < x for every element z in the lattice. Similarly,
Boolean algebras are characterized by the existence of ,,complem-
ents‘“: if @ is an arbitrary element, then there exists an element a’
such that a v @’ > z, aa’ < z for every element z in the lattice.

From the preceding remarks, we see that a two-element dis-
tributive lattice consists of a zero and a unit alone. The two-
element distributive lattices are therefore mutually isomorphic
Boolean algebras, the typical example being the system consisting
of two elemets 0 and e with the rules 0 = 0,e = ¢,0 = ¢,0v 0 = 0,
Ove=evO=eve=e, 0.0=0=¢e0=0, ee=¢e, 0<O,
0<e e<e 0 =e, e =0. .

§ 2. Ideals. It is convenient to distinguish the following type:
of subsystem in a distributive lattice:

Detinition 1. 4 non-void subclass a of a distributive lattice A is
said to be a multiplicative ideal or u-ideal if

(1) aca and bea imply av bea;
(2) aca and be A imply ab ¢ a.

7) Stone, American Journal of Mathematics, 57 (1935), pp. 703—732.
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Dually, a non-void subclass a is said to be an additive ideal or «-ideal if

(1) aca and be A vmply av bea;
(2) aca and bea imply ab ¢ a.

It is easily seen that the only class @ which is both a u-ideal
and an «-ideal is the class e consisting of all elements of A4: for
acaand be Aimplyavbea;andav bea and be A4 then imply
b= (avb)bea.

If ¢ is any non-void subclass of a distributive lattice 4, the
class au(8) of all elements ¢ such that ¢ <a, v ...v a, for some
elements a, . . ., a, in 8 is easily seen to be the least u-ideal cont-
aining 8: it is a u-ideal, it contains 8, and it is contained in every
u-ideal which contains 8. We call a,(8) the u-ideal generated by 3
Dually, the class a«(8) of all elements ¢ such that c > a,...aa
for some elements a, . . ., a, in 8 is the least x-ideal containing 8.
We call a,(8) the x-ideal generated by 8. When 8 consists of a single
element ¢, we write a,(c), as(c) for au(8), a.(8) respectively; and call
these ideals the principal u-ideal and principal «-ideal, respectively
generated by ¢. Moreover, if 8 is the union of a class 2 of u-ideals qa,
we see that a,(8) is the class of all elements ¢ such that ¢ = a, v
V...Va, for some elements a,ea,eU, ..., aea,eA. Dually,
if 8 is the union of a class QU of x-ideals a, we see that a.(8) is the
class of all elements ¢ such that ¢ = a, . .. a, for some elements
e U, ... 0080, .

If 2 is any non-void class of u-ideals a, their sum S a is the
‘ ae
least u-ideal containing every a in ; and their product Pa is

‘ asU
the greatest u-ideal contained in every a in 2, if such exist. It is
evident that S a is the pu-ideal generated by the union of the

asA
classes a in  or, alternatively, the product of all u-ideals containing
every a in . Similarly, it is evident that Pa must coincide with
as

the intersection of the classes a in ; in pa,rtlcula,r the product
exists if and only if the u-ideals a have a common element. In case
the distributive lattice 4 has a zero-element 0, then 0 belongs to
every p-ideal a in A: for aeq and 0e A4 imply 0 =a.0caq. It
follows that in this case the product of u-ideals is defined without
restriction. In any case, the product of a finite number of p-ideals

Qg - - - On is defined: for a,cqy,...,ancan imply a,...a, ¢4y,
vee @y .. .0y € an. Indeed, the product consists of all elements c
such that ¢ = a,...a, where a,c0,,...,a,60s. If a and b are
u-ideals, it is convenient to denote their sum and produet by a v b

4



and ab respectively. Dually, we may define the sum and product
of x-ideals: we have only to repeat the preceding statements replac-
ing the term ,,u-ideal“ by the term ,,x-ideal®, the element 0 by the
unit-element e, the combination ab by the combination a v b. For
the sum and product of two «-ideals a and b we shall write a v b
and ab respectively.

Concerning the operations upon ideals, we now have the
following result:

Theorem 1. The relations

(1) ava=a, aa=aq;

(2) avb=>bva, ab=ba;

(3) ab = a if and only if a v b = b or, equivalently, a C b;

4) av(dve)=(avh)ve, albe) = (ab)c;

(5) a(Bvc)—abvac, avbe=(avh)(ave)

(6) if B is a non-void class of non-void classes ‘B of ideals a and

if € = z B, then
ACI RS AN AR

both members of the second equation existing if either does;
(7) ¢f b is an ideal and B a non-void class of ideals, then:

BS‘a=Sab

asB acB

hold in the class 3, of all u-ideals in a distributive lattice and also in
the class 3, of all x-ideals in a distributive lattice. Under the formation
of finite sums and products I, and I, are distributive lattices.

The proof of the relations (1)—(7) in 3, can be taken almost
word for word from the proofs of Theorems 15 and 18 of our paper
,»The Theory of Representations for Boolean Algebras®, Trans-
actions of the American Mathematical Society, 40 (1936), pp.
37—111. The proof of the corresponding relations in 3, can then
be obtained by appropriate dualization. Hence there is no need for
us to go into detail.

We have also the following result:

Theorem 2. The class P of all principal u-wleala i a distributive
lattice A is isomorphic to A in accordance with the relations

(1) au(b) = au(c) if and only if b = c;

(2) au(b v c) = au(b) v au(c), au(bc) = a,(b) au(c).
Similarly, the class Pa of all principal «-ideals 18 dually-isomorphic
to A in accordance with the relations



(1) as(d) = aalc) if and only if b =-c;

(2) aa(b v €) = aa(d) aal(c), au(be) = aa(b) v aalc).

It is evident that a,(b) is the class of all elements z such that
z < b. Hence a,(b) = a(c) if only if ¢ < b, b < ¢; that is, if and
only if b=c. Since zeaub) Vv a.(c) if and only if z <z, v 2,
where z; < b and 2z, < ¢, we see that z ¢ a,(b) v a,(c) implies z <
Lbve, zedubve), while zeaudvc) implies ¢ = (bvec)x =
= (bz) v (cx), bx < b, cx < c¢ and hence z e a,(b) v au(c). Hence
au(b v c) = au(d) v au(c). Since x & a,(b) au(c) if and only if x = x,,

where z, < b and x, < ¢, we see that x ¢ a,(b) au(c) implies x < be,

© z&aubc) while z ¢ a,(bc) implies z = xx < be, * < b, < ¢ and
hence z ¢ a,(b) au(c). Hence a.(bc) = au(b) au(c). Thus P, is iso-
morphic to 4. The discussion of P, is now obtained by appropriate
dualization.

§ 3. Prime and Divisorless Ideals. We shall now consider special
types of u-ideal and of w-ideal, introduced in two definitions.

Definition 2. A u-ideal p is said to be prime if it is a proper
subclass of the distributive lattice A and if abep implies aep or
beyp. Similarly, an x-ideal q is said to be prime if it is a proper
subclass of A and if a v b e q implies a eq orbeq.

Definition 3. 4 u-ideal p s said to be divisorless if it vs a proper
subclass of A and if, whenever a is a u-ideal, a D p implies @ = p or
a =e¢ = A. Similarly an x-ideal q 15 said to be divisorless if it is
a proper subclass of A and if, whenever a is an x-ideal, o D q implies
a=qora=e=A4.

The relations between these types of ideal are discussed in
the following theorems. -

Theorem 3. Every divisorless ideal is prime.

Let p be a divisorless u-ideal and let @ and b be elements such
that ab ¢ p. If @ is not in p, then the u-ideal a,(a) v p contains @ and p
so that au(a) vp =e, beaua)v p. From the latter relation we
have b < a v x where x ¢ p. Hence we see that b = bb < ab v bz,
ab ep, bx ¢ p. We conclude that b & p. Thus the ideal p is prime. The
case where q is a divisorless x-ideal is treated dually.

o Theorem 4. If A is partitioned into disjoint subclasses p and q
then

(1) p @8 a u-ideal and q an x-ideal only if both are prime;

(2) p is a prime u-ideal if and only if q is a prime x-ideal.

If p is a p-ideal and q an «-ideal, we show that p is prime in the
following manner: if abep, aeq, beq, then abeg by the ideal
property of q; and we have a contradiction to our assumption
that p and g are disjoint. Similarly, we show by a dual proof that q
is prime. If p is a prime u-ideal, then the class g of elements which
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do not belong to p is non-void. If a ¢ q and b ¢ 4, then the relation
a v b ep would lead by the ideal property of p to the contradiction
a = a(a v b) ep; hence q contains a v b whenever it contains a.
The fact that p is prime shows that aeq, beq imply abep and
hence ab ¢ . Thus q is an «-ideal; and, by (1), ¢ must be prime.
Dually, when q is a prime x-ideal, the class p of all elements which
do not belong to ¢ is a prime u-ideal.

Theorem b. If f is a single-valued function defined over a distrib-
utive lattice A with values in a two-element distributive lattice consist-
ing of the elements 0 and e, then the correspondence a — f(a) is a
homomorphism if and only if the classes p and q specified by the
respective equations f(a) = 0 and f(a) = e are respectively a prime
u-itdeal and a prime x-ideal.

First, let f define a homomorphism. Then p and q are non-void
— in other words, f assumes both the values 0 and e. Now a¢p
and bep imply flav b) =f(a) v f(b) =0v 0 =0 and hence a v
vbep;andacep andbsA imply f(ab) = f(a) f(b) = 0 f(b) = 0 and
hence ab e p. Also ab ¢ p implies f(a) f(b) = f(ab) = O, hence fla) =
= O or f(b) = 0, and hence a ¢p or b ¢ p. Thus p is a prime u-ideal.
Theorem 4 now shows that g is a prime x-ideal.

Next, let p and g be prime ideals, multiglicative and additive
respectively. Since the associated function f assumes both values
0 and e, we show that it defines a homomorphjsm if we show that
f(a v b) = f(a) v {(b), f(ab) = f(a) f(b). Since f(a v b) = eif and only
if avbegq;since avbegqif and only if one of the relations a ¢ g,
b € g is valid; since a ¢ g is equivalent to f(a) = e, b ¢ q to f(b) = e;
and since, fmally, f(a) v f(b) = e if and only if one of the relations
fla).=e, f(b) = e is valid — we see that f(a v b) = f(a) v f(b) in all
cases. Since f(ab) = 0 if and only if ab ¢ p; since ab ¢ p if and only
if one of the relations a ¢ p, b & p is valid; since a ¢ p is equivalent to
fla) =0, bep to f(b) = 0; and since, fmally, f(@) f(b) = 0 if and
only if one of the relations f(a) =0, f(b) = 0 is valid — we see that
f(ab) = f(a) f(b) in all cases.

he most important aspect of the theory of prime ideals is
the proof of their existence in an arbitrary distributive lattice with
two or more elements. We shall now state a suitable existence
theorem and give for it two proofs of somewhat different character.

Theorem 6. If the distributive lattice A contains a p-ideal a and
an o-ideal b which are disjoint, then there exists a partition of A into
a prime u-ideal p and a prime «-ideal q such that a C p, b C q.

Our first proof is essentially due to Garrett Birkhoff?): we
merely rephrase the original demonstration in the language of

8) Garrett Birkhoff, Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 29 (1933), pp. 441—464, Theorem 21.1.



ideals. The essential step in the proof of the theorem is this: if a
and b are given as stated and if they do not together exhaust 4,
we show that there exist a u-ideal a* and an «-ideal b* where
6a* Da, b* Db, and a* & a or b* 3 b. Once we have justified this
step, an obvious transfinite induction enables us to form a partition
of A4 into a u-ideal p and an a-ideal q such that a Cp,bCgq; and
Theorem 3 shows that both p and g are prime. It is unnecessary
for us to describe the inductive constructlon in detail. If ¢ and b
together exhaust 4, we take a = p, b =

If @ and b do not exhaust 4, we fmd the indicated ideals
a* and b* in the following way. We select an arbitrary element
¢ in A which belongs neither to a nor to b. Then there exists no
pair of elements a, b such that asa, beb, cvaceh, and chea:
for otherwise the element bc v ba = b(c v @) would belong both
to a and to b. Hence ¢ v a belongs to b for no a in a or c¢b belongs
to a for no b in b. If ¢ v a belongs to b for no @ in @, we put a* =
= aulc) v a, b* =Db. Since a* Da, a* §- a, b* Db, we have only
to prove that a* and b* are disjoint. Now an element b in b = b*
belongs to a* if and only if 6 < ¢ v a for some element @ in a; but
the relations b ¢ b, b < ¢ v a imply ¢ v @ ¢ b, contrary to hypothesis.
Our discussion is thus complete. On the other hand if c¢b belongs
to a for no b in b, We put a* = a, b* = a.(c) v b. Since a* D q,
b* Db, b* &+ b, we have only to show that a* and b* are disjoint.
Now an element @ in @ = a* belongs to b* if and only if a > ¢b
for some b in b; but then c¢b ¢ a, contrary to hypothesis. With this
our first proof is complete.

Our second proof is based upon Theorem 5: we construct
a function f defined over. 4 with the properties

(1) f(aV b) = f(a) v (), f(ab) = f(a) f(b);

(2) fla)=0in q, fla) =e in b

We can then take p as the class specﬁled by the equation f(a) = 0,
q as the class specified by the equation f(a) = e. The construction
is based upon transfinite induction and is similar to one (for Boolean
algebras) already in the literature.’) We shall suppress the obvious
details of the inductive process. For present purposes, it is con-
. venient for us to replace (1) by the equivalent property

(1) ay...am <byv...vb, implies f(a)...flan) <
< f(b)) V...V f(by) for m>1, n > 1.

As to the equivalence of (1) and (1’) we make the following rem-

arks. First, if (1) holds, then a,...am <b, v ...V b, implies

(@...0m)(byv...viy) =a,...0m, hence (fl@) . . . flam)) (f(by) v

%) von Neumann and Stone, Fundamenta Mathemaﬁicae, 26 (1935),
pp. 353—378, Theorem 14.
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V...V f(bs)) = f(a) . . . f(am), and hence f(a,) ... f(am) < f(b)) v
V ...V f(bs); in other words, (1) implies (1’). On the other hand,
if (1') holds, then the relations

a,b<a,a,b<b,db<ab,a<avb,
b<avb avb<avbd

imply the respectively corresponding relations

f(ab) < f(a), f(ab) < [(b), f(a)f(b) < f(ab),
fl@) < flavb), f() <flavd), flavb)<fla)v ()

from which we infer the relations (1).

The basis of the inductive construction is the following result:
if in any well-ordering of 4, the function f has been defined for all
predecessors of a given element z in such a way that (1') holds
whenever the elements involved are predecessors of z, then the
value f(x) can be so determined that (1’) holds for x and all its
predecessors. In proving this result, we have only to examine the
limitations imposed upon our choice of f(z). On eliminating all
those conditions which are satisfied by hypothesis or by virtue of
algebraic identities, we find that the only conditions which are
not automatically met are

(8) ay...amx < by v ... v by implies f(ay) ... flam) f(x) <
< fby) V...V f(bg) for m =0, n = 1;

4) ¢;...cp <z vVvdyv...vd,implies f(c,) ... flcp) < f(x) v
VHd)v...vf(d) for p=1, ¢ =0;

— - where the letters a, b, ¢, d denote predecessors of x. Now (3)
restricts our choice of f(z) only if we can find predecessors a,*, . . .,
am*, b* ... b,* of x such that a,*...amw*z < b*v ...V by*,
fla*) = ... = flan*) = ¢, f(b,*) = ... = f(bu*) = 0. In this case
we can satisfy (3) by putting f(z) = 0 and in no other way. At the
same time, this choice for f(x) leads to the satisfaction of (4). In
fact, ¢, ...cp <z VvdVv...vd, implies

a* ... an¥c ... Cp<b*v...vb*vd,V...Vd,.

By hypothesis we therefore have f(a,*) ... f(an*) f(ci) . . . f(cp) <
< fb*) v ...V f(ba*) v f(d)) v ...V f(dg). Remembering that
fla*) = ... = flan*) = ¢, f(b,*) =...=f(ba*) = f(2) = 0, we
conclude that f(c,)...f(cp) < f(®) Vv f(dy) Vv ...V f(dg). Similarly
(4) restricts our choice of f(z) only if we can find predecessors
¥, ..., % d¥, ..., dg* of x such that ¢,*...c* <xzvd*v
V.. v, fle*) =...=f(c*) =e, fd*) =...=fdg*) =0.
In this case we can satisfy (4) by putting f(xz) = e and in no other
way. At the same time, this choice for f(z) leads to the satisfaction
of (3). In fact, @, ...amx < b, v ...V b, implies



Q. ..anC* o < by v.. . vbavdi*y...vd*
By hypothesis, we therefore have
Hay) . .. fam) fler*) - . - flep®) < f(by) v ... v f(Ba) v f(dy*) v ... v
v f(dg*).

We can then conclude that f(a,) . .. f(am) f(x) < f(b) v ...V f(bn).

We now suppose that 4 is well-ordered in such a manner that
the first element following those of a and b is the first element
belonging neither to a nor to b — in other words, in such a manner
that the class obtained by uniting a and b is an initial segment of

the well-ordering. If each of the elements a,,..., am, by, ..., b,
belongs to a or to b, then the relation a,...a, < b v...V by
implies that some one of a,, . . ., an belongs to a or somme one of

by, ..., by to b. Thus if we put f = 0 in q and f = e in b, the cond-
ition (1') is satisfied for all elements belonging to a or b. Proceeding
inductively we can define f for all elements in A, beginning with
the first element following those of a and b, in such a manner that
(1') is satisfied. The function f so obtained has the properties (1)
and (2), so that our proof is complete.

From our existence theorem-we can immediately deduce
a number of important consequences. First we have :

Theorem 7. Every distributive lattice A containing two or more
elements can be partitioned into a prime u-ideal p and a prime x-ideal q.

If A has two or more elements, it contains elements @ and b
such that the relation a > b is false. If we put a = a,(a) and
b = a4(b), then a and b have no common element: for cea, ceb
would imply ¢ < @, b < c-and hence @ < b, contrary to hypothesis.
Applying Theorem 6 to the ideals a and b, we obtain the desired
partition of 4.

We have further

Theorem 8. If a and b are distinct u-ideals, then there exists
a prime p-ideal p which contains one but not both of a and b. Dually,
if a and b are distinct «-ideals, then there exists a prime a-ideal g
which contains one but not noth of a and b.

When o and b are distinct u-ideals, we may suppose the
notation so chosen that b contains an element b not in q. The
principal x-ideal a.(b) then has no element in common with q: for
a & aand a & ax(b) would imply b < a, b ¢ a, contrary to hypothesis.
We can thus apply Theorem 6 to the ideals a and a.(b), obtaining
a prime p-ideal which contains a but not as(b), b, or b. The first
statement is thereby proved. The second, dual statement may be
left to the reader.

From Theorem 8 we now draw .the following consequence:
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Theorem 9. If the u-ideal a is distinct from ¢ = A, then a 138
the product of the prime u-ideals which contain it. Dually, if the
a-ideal a 18 distinct from ¢ = A, then o is the product of the prime
a-tdeals which contain .

Since the p-ideal a is contained in, but distinct from, the
u-ideal ¢, there exists a prime u-ideal which contains a (but not e¢).
The product of the prime u-ideals which contain a is therefore
defined. It is a u-ideal b containing a. If a = b, there exists a prime
p-ideal containing o but not b. Since this is impossible, we have
a = b, as we wished to prove. The second, dual part of the theorem
may be left to the reader.

A fundamental theorem about prime ideals is the following:

Theorem 10. If a prime u-ideal p is connected with the u-ideals
a and b by the relation p D ab, then p D a or p D b. Dually, if a prime
a-tdeal q s connected with the x-ideals a and b by the relation q D ab,
then g Da or qDb.

If p D ab and both relations p Da, p Db are false, we reach
a contradiction as follows: the elements not in p constitute a prime
«-ideal ¢ in accordance with Theorem 4; by hypothesis there exist
elements a and b such that aca, beb, aegq, beq; and hence the
element ab belongs both to ab C p and to q. The first part of the
theorem is thus established. The second, dual part may be left to
the reader.

§ 4. Adjunction of Zero and Unit Elements. In §1 we have
observed that it is always possible to adjoin a zero (or, dually,
a unit) to a distributive lattice. In the next section we shall find
it convenient to have precise information concerning the effect of
such an adjunction upon the ideal structure of a distributive lattice.
We therefore state the following result:

Theorem 11. The adjunction of a zero-element 0 to a distributive
lattice A in the manner described in § 1 alters the ideal structure of A
only by the adjunction of a prime u-ideal contained in every u-ideal
and the adjunction of a prime x-ideal containing all x-ideals other
than the maximal one. More precisely, the ideal structure of the distrib-
utive lattice A* obtained from A by the indicated adjunction is charact-
erized as follows: every u-ideal a in A becomes through the adyunctwn
of 0 a pu-ideal a* in A*, a* being prime (principal) if and only if a is
prime (principal); every u-ideal a in A is an «-ideal a* in A*, a* being
prime (principal) in A* if and only if a = A or a 18 prime in A (3f
and only if a is principal in A); and the only ideals in A* not so
obtained are the prime principal p-ideal generated by 0 and the princ-
ipal n-ideal coinciding with A*.

If a is a p-ideal in 4, the adjunction of 0 results in a non-void
subset a* of A*; and it is readily verified that a* has the algebraic
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properties of a u-ideal in A*. Similarly, if q is an x-ideal in 4, it is
a non-void subset a* of A* which has the algebraic properties of an
o-ideal in 4*. If A4 is partitioned into a u-ideal p and an x-ideal g,
both necessarily prime by Theorem 4, then the corresponding class-
es p* and g* constitute a partition of 4* into a u-ideal and an
«-ideal; thus p* and g* are both prime. We may therefore state
that the ideal a* obtained from g in the indicated manner is prime
whenever g is, in accordance with Theorem 4. Is is easily seen
that a* is principal whenever @ is. The principal p-ideal generated
in A* by the element 0 consists of the element 0 alone; moreover,
since it is evident that ab = 0 if and only if @ = 0 or 6 = 0, this
ideal is prime. It follows that the elements of A constitute a prime
«-ideal in A*, in accordance with Theorem 4. The elements of A*
constitute an «-ideal in A*, which is maximal in the sense that it
contains every other x-ideal in A*; it is the principal x-ideal gener-
ated by 0.

If a* is a u-ideal in A4* which contains some element other
than 0, which necessarily belongs to 4, the suppression of 0 results
in a non-void subset a of A; and it is readily verified that a has
the algebraic properties of a pu-ideal in 4. Similarly, if a* is an
«-ideal in A* which does not contain the element 0, it is a non-void
subset a of A which has the algebraic properties of an x-ideal.
If A* is partitioned into a u-ideal p* containing some element other
than 0 and an u-ideal g*, both necessarily prime by Theorem 4,
then the corresponding classes p and g constitute a partition of 4
into a u-ideal and an «-ideal; thus p and g are both prime in accord-
ance with Theorem 4. We may therefore state that the ideal a
obtained from a* in the indicated manner is prime whenever a* is,
in accordance with Theorem 4. It is easily seen that a is principal
whenever a* is. .

The two preceding paragraphs show that the ideal structure of
A* is characterized in terms of that of 4 in the manner stated in the
theorem. Thus, if we regard the ideal structure of 4 abstractly, we
find that the only alterations brought about by the adjunction of
the zero-element are: first, the introduction of the prime u-ideal
corresponding to' the u-ideal generated in A* by 0; second, the
introduction of the prime w-ideal corresponding to the x-ideal 4
in A*. The first of these ideals is contained in every u-ideal, the
second contains every x-ideal other than the maximal one, corresp-
onding to A*.

§ 5. Representations of Distributive Lattices. We shall now
turn to the construction of isomorphic representations of distrib-

utive lattices by algebras of classes. We have
' Theorem 12. The system 3, of all u-ideals in a distributive
lattice A 18 represented isomorphically by an algebra of subclasses
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of the class € of all prime u-ideals in A, in accordance with the follow-
tng relations: if &(a) is the class of all prime u-ideals p which do not
contain the u-ideal a, then

1) € (Sa) =2 €
(2) €(ab) = E(a) E(b);
(3) C(a) = E(b) if and only if a =b.

In case A has only one element, € is void; but the representation describ-
ed 13 evidently valid even in this case.

Property (1) is an obvious consequence of the fact that a prime
p-ideal p contains S a if and only if it contains every a in 2.

asA
Property (2) is a restatement of Theorem 10. Property (3) is simil-
arly a restatement of Theorem 8.

Theorem 13. If &(a) s the class E(au(a)), then the correspondence
a— €(a) defines an isomorphic representation of the distributive
lattice A in accordance with the relations

(1) G(a v b) = E(a) U. E(b);
(2) €(ab) = €(a) €(b); _
(3) E(a) = E(b) if and only if a = b.

Furthermore, if a is any u-ideal, then

(4) €(a) = 2 €(a).
asqa

Properties (1), (2), (3) follow from the corresponding properties
of Theorem 12 with the help of Theorem 2. Property (4) is an
immediate consequence of Theorem 12 (1) and the obvious relation
a= S au(a).

asq

From Theorem 11, we can immediately read off the effect of
the adjunction of a zero-element upon the representation described
in Theorems 12 and 13. We have:

Theorem 14. If the distributive lattice A* is obtained from A by
the adjunction of a zero-element, then its class-representation can be
obtained from that of A by adjoining a single point to € and each of
the classes €(a) and including the void class with the classes so obtained.

In view of the simple relations disclosed in Theorems 11 and
14, we may henceforth confine our attention to distributive lattices
with zeros: we are able to adjoin a zero to any distributive lattice
which has no zero; and we do not thereby make any complicated
alterations in the ideal structure or its class-representation. On the
other hand, if we attempt to consider the general case, the theorems
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which follow become needlessly complicated through the intrusion
of slight but unavoidable exceptions. For these reasons we make the
restriction to the indicated special case.

We now proceed to the introduction of topological concepts.

Theorem 15. If A has a zero, the class E of all sets &(a) described
in Theorem 12 may be taken as the class of all open sets in a certain
uniquely determined topology for €. In this topology € is a Ty-space
in which the sets &(a) constitute a basis. The sets & (a) are characterized
topologically as the relatively bicompact'®) open sets in €. The space €
has the following topological properties: if B is the class of all relatively
bicompact open sets in €, then

(1) B is a basis for §;
(2) B is a multiplicative class — that is, contains the intersection
of any two of its members;
(3) if & s any closed set and if C is any subclass of B such that
€, eC,...,CacCimply GFC, ... CnF O, thenF[ [€ £ O.

GsC

Since E contains the void set © = €(0), the set € = E(4),
the union of any subclass of its sets (by Theorem 12 (1)), and the
intersection of any finite subclass of its sets (by Theorem 12 (2)),
there exists a topology in € such that E is the class of all open
sets; and in this topology € is a T-space.!!) We can show that € is
in fact a T-space: if p, and p, are distinct points in €, we consider
them as prime u-ideals in 4 and note that at least one of them does
not contain the other; we thus infer that E(p,) does not contain p,,
&(p,) does not contain p,, but that E(p,) contains p, or E(p,) cont-
ains p,; and we therefore conclude that one of the two points p,
and p, is contained in an open set which does not contain the other.
Theorem 13 (4) shows that the sets E(a) constitute a basis for €.
To prove that every set €(a) is relatively bicompact as well as open,
we proceed as follows: if a family of open sets E(a), a ¢, covers
E(a), €(a) C EG(a), then Theorem 12 (1) shows that asS a;

as asA
hence, as we have seen in §2, the relations a =a, v ...V Gy,
ae0,6U, ..., aneaseR can be satisfied; and it follows from
Theorem 13 that

CE(a) = €(a))U . ..U E(an) C E(a)U . ..U E(an),

10) We shall say that a subset of a topological space is relatively bi-
compact if. whenever it is covered by a family of open sets, it is also covered
by some finite subfamily. : -

11) Alexandroff and Hopf, Topologie I (Berlin, 1935), Kap. I, §2,
Satz X, p. 44.
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as we wished to prove. On the other hand, if the open set &(a)
is relatively bicompact, the relation (4) of Theorem 13 becomes
G(a) = G(a,) U. ..U E(ay) for suitable elements a,, ..., a, in a;
and thus E(a) = E(a, v . . . v @) in accordance with Theorem 13 (1).
From what we have already proved, we see that the class B of all
relatively bicompact open sets in € has the properties (1) and (2)
asserted in the present theorem. To establish property (3) we
proceed as follows. Let & and € be as described there. Then & is
certainly a non-void closed set. Its open complement we denote by
G(a). By hypothesis, the relations €, ¢C,...,€ueC, € ...C,C
C €(a) are incompatible; in other words, if ¢ is the class of all
elements ¢ in 4 such that E(c) = € ¢ C, the relations ¢, ¢¢, . . .,
Crn€C, C;...Cneq are incompatible, by virtue of Theorem 13 (2).
If b is the x-ideal generated by ¢ — namely, the class of all elements b
such that ¢, ...c, <bfore, ..., c,in ¢ — then b has no element in
common with a. According to Theorem 6, there exists a prime
u-ideal p which contains a but is disjoint from b (and hence also
from ¢). It follows that p belongs to F = €'(a) and to E(c), cec.
Hence p belongs to F [ | €, as we wished to prove.
CsC

We shall now invert the results obtained in Theorems 12, 13
and 15 — that is to say, we shall show that the topological properties
set forth in Theorem 15 characterize the representations of distri-
butive lattices obtained in Theorems 12 and 13.

Theorem 16. Let S be a T'y-space in which the class B of relatively
bicompact open sets has the properties (1)—(3) of the preceding
theorem. Then the sets in B constitute a distributive lattice A under
the operations of forming finite unions and intersections. The algebra
of all open sets in S 1is isomorphic to that of the u-ideals in A under the

correspondence a —~ S(a) = > a. If p is any prime p-ideal, there

aesq
exists a unique point 8 in S such that S(p) = {8}—"; and the resulting
correspondence p — 8 defines a topological equivalence between the
given space S and the space § constructed from A in the manner
described in Theorems 12 and 15.

If B, and B, are relatively bicompact open sets, then so
is their union: if a family of open sets covers B, U B,, then there
exist finite subfamilies which cover B, and B, separating, so that
the union of these two subfamilies is a subfamily covering B, U B,;
hence B, U B,, which is known to be open, is relatively bicompact
as well. The intersection of relatively bicompact open sets B,
and B, is, of course, open and is here relatively bicompact by
assumption. Thus the sets in B constitute a distributive lattice
A, as stated in the theorem. For convenience in comparing the
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present analysis with previous results we shall denote the elements
of this lattice by the letters a, b, ¢, . ..

If now a is any u-ideal in 4, we may associate with it the open
set S(a) = z a in &. We can show at once that S(a) C S(b)

asq
implies a C b: if @ is any element in a, we have a = S(au(a)) C
C S(a)C S(b) = z b; hence there exist elements b,,...,b, in b
beb

such that @ < b, v ... v b, in accordance with the relative bicomp-
actness of a; and we thus see that a ¢ a implies a ¢ b. It follows that
S(a) = S(b) if and only if a =b. If B is an arbitrary open set
in S, the class of all sets in B which are contained in ® is obviously a
p-ideal a in 4 such that @ = S(a) in accordance with our assumpt-
ion that B is a basis for S.

We can now investigate the nature of the set S(p) when p is
a prime u-ideal. The class g of all elements in 4 which do not belong
to p is a prime w«-ideal in accordance with Theorem 4. Thus the
closed set & = &'(p) and the subclass q of 4 and B have the prop-
erty that a,eq,..., aneq imply Fa, .. a,.#Q for a,...a,C
CF = S(p) would imply a,...a,ep in contradiction to the
known relation @, ...aseq. By hypothesis, we can therefore
conclude that & contains a point 8 common to all the members of g.
We thus see that the partition of B into the ideals p and g coincides
with the partition of B into the class of all its members which do not
contain 8 and the class of all its members which do contain 8.
Since B is a basis for &, we infer that S(p) = {8}—'. On the other
hand, if 8 is an arbitrary point in S, we can form a partition of B
into the class p of all its members which do not contain 8 and the
class q of all its members which do contain 8. Since B is a basis for
the T-space S, neither class is void; and it is easily verified that p
is a p-ideal, q an a-ideal. Theorem 4 shows that both p and g are
prime. It is evident that S(p) = {8}~'. If p, and p, are prime
p-ideals and if S(p,) = {8,}~', S(p;) = {85}, then the relations
pl =p, and g, = 8, are eqmvalent: for the relations p, = p,,
S(p,) = S(ps), {8,}— = {8,})— are equivalent; and in the T',-space S,
the third relation here is equivalent to 8, = 8,. Thus the correspond-
ence p — $ resulting from the relation S(p) = {8}’ is a biunivocal
correspondence between § and &. Furthermore, if p — 8 in this
correspondence, we see that p ¢ €(a) if and only if 8 ¢ a: for p & €(a)
is equivalent to @ non ¢ p; and the latter relation is equivalentto8 ca
by virtue of the preceding analysis of the relation S(p) = {8}—'.
Thus the correspondence between & and S carries the basis of all
sets §(a) into the basis B of all sets a. It is therefore a topological
equivalence between ¢ and S.
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It is now evident that this correspondence carries the open sets
G(a) and S(a), associated with a u-ideal a in 4, into one another.
The remaining statements of the present theorem then follow from
the properties of the sets €(a) established in Theorem 12.

We may remark in closing that the void class © belongs to
B and is the zero-element of the distributive lattice 4.

The reader who wishes to investigate what occurs in Theorems
15 and 16 if the condition of the existence of a zero-element be
relaxed should now have no difficulty in doing so. The study of
a distributive lattice without zero is carried out most simply by
adjoining a zero-element as previously described and later removing
the appropriate point from the representative space constructed
for the enlarged lattice, as we have already suggested in Theorem 14.

It is interesting to consider certain specializations of the
results of Theorem 15. We first have

Theorem 17. The space € of Theorem 15 is a T-space if and
only if every prime p-ideal in the distributive lattice A is divisorless.

From Theorems 15 and 16 it is evident that G(p) = {p}—'
whenever p is a prime u-ideal. In order that € be a 7';-space it is
necessary and sufficient that {p}— = {p} for every point p in .
Thus, if € is a 7-space, we have E(p) = {p}’ for every prime
u-ideal p. Consequently a u-ideal a which contains p must have
the property that €(a) = E(p) or E(a) = €. Hence a D p implies
a=p or a=¢ = 4. Consequently, every prime p-ideal in A4 is
divisorless. On the other hand, if § is not a 7;-space, we can
find prime p-ideals p,, p, such that p, = p,, P, e {po}—. It follows
that {p;}— C {pa}—, €(p1) D E(po), p1 D p,. Thus the prime p-ideal
p, is not divisorless. The theorem is thereby established. We
recall that it was proved in Theorem 3 that every divisorless ideal
is prime.

A more interesting result is the following:

Theorem 18. The space & of Theorem 15 is an H-space if and
only if the distributive lattice A is a generalized Boolean algebra.

In an H-space every relatively bicompact subset is closed.:?)
Thus if € is an H-space and if a < b, the sets E(a) and E'(a) E(b),
contained in €(b), are open and closed in € and hence open and
closed relative to & (b). Since §'(a) E(b) is closed relative to the relat-
ively bicompact set (b), it is also relatively bicompact. Conse-
quently, €'(a) €(b) = €(c) where ¢ ¢ A. We have thus proved that,
whenever a < b, the system of equations v @ = b, za = 0 has

12) Alexandroff and Hopf, Topologie I (Berlin, 1935), Kap. II, § 1,
Satz XI, p. 91.
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a solution in A4, namely, the element ¢ just constructed. Thus 4 is
a generalized Boolean algebra. On the other hand, if 4 is a gener-
alized Boolean algebra and p, and p, are distinct prime u-ideals
in 4, we may suppose, since € is a 7-space, that there exist elem-
ents a, and b, in 4 such that p, ¢ €(a,), p, ¢ €(b,) and p, non ¢ E(d,) or
p, non ¢ §(a,). By proper choice of notation, we may arrange that
p, non ¢ E(a,). Then, if a, is a solution of the system of equations
v aby = by, x(ab,) = 0 where ab, < b,, we see that p, ¢ E(a,),
ps non ¢ §(a,), €(a,) E(a,) = O. Hence € is an H-space.

We may remark that, when € is an H-space, the conditions (2)
and (3) of Theorem 15 are redundant.’®) In other words, the
representative topological spaces for generalized Boolean algebras
are characterized as those H-spaces in which B is a basis.

Theorem 18 shows how greatly simplified the theory of distrib-
utive lattices becomes in the case of generalized Boolean algebras
and emphasizes the special importance of the latter from a topolog-
ical point of view.

§ 6. Applications to General Topology. In concluding our
discussion of distributive lattices, we may make a few remarks on
the application of the representation theory to the study of general
topological spaces.

If B is any basis in a T'j-space S, we can form the class A of
all sets obtained from those of B by the application of the operations
of forming finite unions and intersections. Then A is a basis for S
and is also a distributive lattice. The construction of the repres-
entative space € of Theorems 12 and 15 for this lattice therefore
provides us with a representation-of S in €. The precise sense in
which S is represented in € will not be considered here. We may
observe, however, that such a representation is most interesting in
the cases where € is of sharply defined topological nature. Now to
require that € be an H-space is to require also that A be a generaliz-
ed Boolean algebra. In general, the latter requirement is impossible
of fulfillment — unless, in constructing A, we admit the formation
of complements and relinquish the condition that A be a basis. In
our unpublished work on the applications of Boolean algebras to
topology, we have elaborated the program thus suggested. The
alternative program of keeping A a basis allowing and € to be other
than an H-space seems to be of less immediate interest although it
is technically similar and can hardly present peculiar difficulties.

13) Alexandroff and Hopf, Topologie I (Berlin, 1935), Kap. II, § 1,
Satz XI, p. 91; Alexandroff and Urysohn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compacts, Verhandelingen der Koninklijke Akademie der Weten-
(sitishapp?n te Amsterdam, Deel XIV, No. 1 (1929), p. 12 and preceding -

oussion. 3
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Part II. Brouwerian Logies.

§ 1. Descriptive Introduetion. In order to describe our general
approach to the analysis of logical systems, we must attempt
a brief characterization of the construction of such systems. The
customary procedure in setting up a formal or symbolic logic of
propositions may be summarized not too inaccurately as follows:
(1) propositions are regarded as abstract entities which can be
affected or combined by the application of certain postulated
operations; (2) propositions are to be grouped into ,,asserted* and
,,unasserted propositions, the grouping to be subject to sub-
sequently stated conditions; (3) certain combinations of propos-
itions are required postulationally to be ,,asserted* in all groupings; .
(4) certain assignments of certain sets of propositions as respectively
,;asserted‘ or ,,unasserted‘‘ are postulated (or, alternatively, exclud-
ed) in all groupings. In (3) are provided the ,,formal® rules of the
logical system, in (4) the ,,informal“. The admissible groupings
under (2), (3), and (4) may be called ,,evaluations‘‘ of the system of
propositions in the given logic. In studying such a logic of propos-
itions from a mathematical point of view, we confine our attention
to a class of propositions which has the property that it contains
all the propositions obtained from any of its members by applic-
ation of the operations postulated in (1). Associated with this class,
we consider the class of all possible ,,evaluations‘ under (2), (3), (4).
It is then natural to represent any proposition in the chosen class
by the class of all those ,,evaluations‘ in which it is ,,asserted*‘. In
this manner, propositions, operations upon them, and even the
construction of ,,evaluations‘‘ are represented in terms of abstract
classes. As we have already suggested in the introduction to this
paper, this kind of mathematical representation is illustrated by the
familiar Leibnitz diagrams.

We propose to consider the Brouwerian logic of propositions
from the point of view set forth in the preceding paragraph. A symb-
olic statement of this logic has been given by Heyting,!%) with the
significant warning, ,,In principle, it is impossible to set up a formal
system which would be equivalent to intuitionist mathematics . . ..
We shall follow Heyting’s statement, with a few modifications
which will be mainly notational in character.

We begin therefore with a class A of objects, a, b, ¢, . . ., called
propositions, and four operations upon them which can be applied
within 4 — three binary operations which we indicate by a v b,
ab, and a — b (to be read as the propositions ,,a or b*, ,,a and b*,
and ,,a implies b“, respectively); and a unary operation which we

14) Heyting, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissen-
schaften, Physikalisch-Mathematische Klasse, 1930, pp. 42—56.
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indicate by a* (to be read as the proposition ,not a‘“). Heyting
writes a A b for ab, @ D b for a - b, and —a for a*. We consider the
class € of all partitions p of 4 into disjoint nonvoid classes a and u
(called, respectively, the class of ,.asserted’ propositions and the
class of ,,unasserted propositions) subject to ,formal“ and
,;informal‘“ rules given below. The admissible partitions p will be
called ,evaluations’ of A. If a is any proposition we denote by
E(a) the class of all evaluations p such that a is ,,asserted®. If
C(a) = €, we -write |— a; if €(a) = € is assumed as a postulate we
write |—}— a. The ,formal* rules as given by Heyting then take
the form

(2 11) I ab— ba,

(2.12) -} (@— b) > (ac— bc)
(2.13) —F (@— b) (b— ¢)—> (a— ¢)
(2.14) b — (a—b),

(2.15) - a(a— b)— b

31 H—a—>avhb,

(3.11) ——avb—>bva,

(3.12) H(@a—>¢) (b—> ¢)—> (av b— ),
(41) FH a* > (a— b),
(4.11) —F (a— b) (@ > b*) > a*.

We have followed Heyting’s numbering for convenience in referring
to his paper. The ,informal“ rules which we shall postulate go
beyond those of Heyting. They can be stated as follows:

(1.2) G(a) €(d) C E(abd);

(1.3) G(a) E(a— b) C E(b);

(L.7) G(a v b) C E(a)UE(b);

(1.8) if E(a) C €(b), then E(a— b) = €.

It is clear that (1.2) ,,if @ is asserted and b is asserted, then ab is
asserted and (1.3) ,,if a is asserted and ,a implies b° is asserted,
then b is asserted* correspond to the like-numbered ,,informal‘‘ rules
of Heyting. On the other hand, (1.7) ,,if ,a or b‘ is asserted, then a is
asserted or b is asserted‘‘ and (1.8) ,,if b is asserted whenever a is
asserted, then ,a implies b‘ is asserted in all evaluations‘‘ are ,,in-
formal‘‘ rules which have no application in working out consequences
of the ,formal rules by finite procedures: (1.7) merely presents
an alternative and (1.8) requires the construction of all evaluations
before it can be used. We may regard (1.7) and (1.8) as bringing the
postulated operations v and — closer to their colloquial meanings.
It is clear that (1.8) is also a postulate of ,,completeness in that
it describes the possibility of inferring b from @ under all evaluations
by the statement that ,a implies b‘ is asserted in all evaluations.
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From Heyting's paper we may now collect certain consequences
of (1.2), (1.3), (2.1) — (4.11) which we shall use below. With his
numbering and our notation they are

(2.2) | ab— a,

(2.282) |- a(ab— c¢)— (b— c),
(4.4)  a*a— Db,

(4.5) |+ (ba— a*)—> (b— a*).

. § 2. Representations. We turn now to the analysis of the
representation of the system A by means of the classes €(a). We
have

Theorem 1. E(a) C €(b) ¢f and only if €(a - b) = € — that s,
if and only if — a—b.

This result follows immediately from (1.3) and (1.8).

Theorem 2. E(ab) = E(a) E(b).

From (2.2) and Theorem 1, we have E(ab) C E(a). E(a) C E(b).
From (2.11) and Theorem 1, we have E(ab) C €(ba). Hence € (ab) C
C €(a) E(b). Combining this result with (1.2), we obtain the theorem.

Theorem 3. G(a v b) = E(a)UE(b).

The proof, similar to that of Theorem 2, depends in an obvious
way upon (1.7), (3.1), (3.11), and Theorem 1.

Theorem 4. If O is the void class, then

(1) €(a*) E(a) = 9;

(2) €G(b) G(a) = O implies E(b) C E(a*).

Theorems 1 and 2 show that (4.4) is equivalent to E(a*) E(a) C
C €(b). By hypothesis every evaluation p assigns some proposition b
to the class of unasserted propositions. Hence a* and a cannot both
be asserted propositions, whatever the evaluation p. In other words,
the class E(a*) E(a) is void. On the other hand, €(b) E(e) = O
implies €(b) €(a) C E(a*). Applying Theorems 1 and 2 to the latter
relation, we obtain E(ba — a*) = €. Applying Theorem 1 to (4.5),
we likewise obtain E(ba - a*) C €(b - a*). 1t follows that E(b —
— a*) = €. Another application of Theorem 1 now yields the
desired relation €(b) C €E(a*).

Theorem 6. The class &(a — b) has the following properties:

(1) €@~ b) C €'(a)UE(D);

(2) E(c) C E'(a)UE(b) implies E(c) C E(a— b).

By (2.15) and Theorem 1, we have E(a) E(a — b) C E(b).
Hence we have E(a— b) = €'(a) E(a > b) U E(a) E(@a— b) C
C E'(@)uE(b). On the other hand, €E(c)C E'(a)UE(d) implies
E(c) €(a) C €(b); and by Theorems 1 and 2 the latter relation
implies E(ca — b) = €. Applying Theorems 1 and 2 to (2.282)
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(with a, b, ¢ replaced by c, a, b respectively), we have E(c) E(ca —
— b) C (@ — b). Hence the desired relation E(c) C (@ — b) must
be valid.

We now introduce topological considerations, as suggested by
the results reached in Theorems 4 and 5.

Theorem 6. If each class €(a), a ¢ A, in € is assigned as a neigh-
borhood of every point p which it contains, then & becomes a T,-space.
The totality of classes E(a) is a basis A which is also a distributive
lattice under the operations of forming finite unions and intersections.
C(a*) is the interior of the class €'(a), €(a — b) the interior of the
class €' (@) UE(b). In terms of the closure operation for €, the relations
C(a*) = E—'(a), C(a - b) = [E(a) €' ()]~ are therefore valid.

If p is any evaluation of 4, then there is at least one proposit-
ion a which is ,asserted* under p — for instance, all the propos-
itions listed under (2.1) — (4.11) are such. Thus every point p in €
has at least one neighborhood €(a). If €(a) and E(b) are neighbor-
hoods of p, then E(ab)=E(a) E(b) is also a neighborhood of p cont-
ained in both. If q is any point belonging to a neighborhood &(a)
of p, then E(a) is a neighborhood of q contained in E(a). Finally,
if p and q are distinet evaluations of 4, there is some proposition a
which is asserted under one and not under the other. Hence E(a)
is a neighborhcod of one of the two points p and g which does not
contain the other. These properties of the indicated neighborhood-
system show that its imposition upon € converts € into a 7';-space.®)
From Theorems 2 and 3 it is obvious that A is a distributive lattice
as stated. From Theorems 4 and 5 the characterizations of the
classes E(a*) and E(a — b) are also obvious.

We can now show that the properties of T'y-spaces lead to no
contradiction between Theorem 6 and the ,, formal rules‘ with which
we started. We have

Theorem 7. Let S be a Ty-space; and let A be any class of open
setsa, b, c,...in S such that A contains d v b = aUb, ab, a > b =
= (ab’)~', and a* = a—' together with a and b. Then the following
combinations of arbitrary sets in A coincide with S: a — aa, ab — ba,
(@— b) > (ac— be), (a > b) (b~ ¢) > (a— c), b~ (a—> b), a(a —
—~>b)>b,a>avbavb—->bva, (@a>c)(b—>c)—> (avb—>c),
a*—> (@a— b), (a— b) (a— b*)— a*. Furthermore, the inclusion
relation a(a — b) C b is valid; and the inclusion relation a C b implies
a—> b = S. Consequently, if 8 is any point in S, the partition of A
into the class a of all sets a containing 8 and the class u of all sets a not
containing 8, has all the formal properties demanded of an evaluation
of a Brouwerian system of propositions.

18) Alexandroff and Hopf, Topologie I (Berlin, 1935), Kap. I, §4,
pp: 58—59.
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We begin by proving that e C b if and only if a > b = &:
we know that a C b is equivalent to ab’ = Q; since & is a T',-space,
ab’ = Q is equivalent to (ab’)— = Q; and the latter relation is
equivalent to @ > b = (ab’)~" = &. It is then immediately evident
that the sets @ — aa, ab— ba,a— a v b,and a v b - b v a coincide
with S. To prove that (@ - b) - (ac — bc) = S, we start from the
relation (ac) (bc)’ = ab’c C ab’. We then see that [(ac) (bc)]— C
C (ab’)—, (ab'y~" C [(ac) (bc)']—', and (a — b) C (ac — bc). The des-
ired relation follows at once. To prove that (@ — b) (b— c¢)—>
— (@ —> ¢) = S, we start from the relations ac’ = a(b’ v b) ¢’ C
C ab’ v be’. We then have (ab’)—' (bc')—" = (ab’ v be')~" C (ac’)™’
and hence (@ — b) (b — ¢) C (@ — c¢). The desired relation follows
immediately. In showing that b — (¢ — b) = S, we first recall
that b is an open set, b'— = b’. We therefore have b’ = b'— D (ab’)—,
bC (ab’')’—" = (¢ — b), and hence b — (@ - b) = S. To prove that
a(a — b) - b = S, we begin with the relation ab’ C (ab’)—. We then
have a(ab’)—' C a(ab’)’ = ab C b or a(a — b) C b. The desired relat-
ion results at once. To prove that (@ — ¢) (b—¢)— (@av b—> ¢) =
= &, we have only to use the relationsa vb— c=[(a v b) ¢~ =
= (ac’)~" (bc'y~" = (@ — ¢) (b — ¢) and thus infer the desired rel-
ation directly. To prove that a* - (a - b) = &, we start from the
relation @ D (ab’). We then have a* = a—' C (ab')~" or a* C (a—b).
The desired relation follows directly. Finally to prove that (a —
— b) (@a—> b*)—> a* = S, we need merely observe the relations
a* = g~ =[a®d' v b))~ = (ab')y" (ab—)~" = (a— b) (@ — b*).
In the course of the discussion we have already seen that the relat-
ions a(ea—> b)Cb and a(a— b)—> b =S are equivalent and
both true.

The remaining statements of the theorem are evident.

We are now in a position to obtain further information about
the representation of Brouwerian logics described in Theorem 6.
We have )

Theorem 8. The space € of Theorem 6 is abstractly identical with
the representation-space of the distributive lattice A as described in
Part I, Theorems 12, 13, and 15.

We shall show that the evaluations p of 4 correspond biuni-
vocally to the prime p-ideals P in A in such a manner that p ¢ E(a)
if and only if ¢(a) non ¢ P. The theorem is then evident.

If p is an evaluation of A4, the distributive lattice A can be
partitioned into the class P of all its members which do not con-
tain p and the class ( of all its members which do contain p. It is
readily verified that P and Q are disjoint u-ideal and «-ideal
respectively. Hence both are prime by Part I, Theorem 4. Obviously
p &€ €(a) if and only if §(a) ¢ Q — that is, if and only if E(a) non ¢ P.
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If P is a prime u-ideal in A, the members of A which do not
belong to P constitute a prime «-ideal (, in accordance with Part I,
Theorem 4. A partition p of 4 into disjoint non-void subclasses a
and u can now be defined by putting @ ¢ @ or @ £ u according as
E(a) ¢ Q or E(a) ¢ P. By application of Theorem 7 we can now verify
that the partition p is an evaluation of A. First, let d be any of the
composite propositions occurring in the , formal‘ rules (2.1)— (4.11).
By Theorems 6 and 7 we have €(d) = € ¢ (), d ¢ a. The reasoning
may be sufficiently illustrated by the consideration of one of the
rules, say (2.13). By Theorem 6 we have

€(d) = E((a— b) (b~ ¢)—> (a— ¢))

[E((@a— b) (b—¢)) E'(a— c)]

[G(a— b) Eb— c) E'(a— c)]

= {[€(a) €'(b)]— [€(b) € (c)] " [E(a) E'(c)]}—".

In the notation of Theorem 7, this relation becomes
€E(d) = [€(a) > E(b)] [E(b) > €(c)] - [E(a) > E(c)].

Theorem 7 then asserts that €(d) = €. Next, we may show that
the ,,informal rules are satisfied. In the case of (1.2), for instance
we have the following reasoning: if @ ¢ a and b ¢ a then §(a) and E(b)
are in Q; hence E(ab) = E(a) €(b) ¢ Q; and it follows that ab ¢ a.
- Similarly, for (1.7), we see that, if a v beaq, then aeq or bea.
The verification of (1.3) is obtained as follows:if a e a and a — b ¢ a,
then E(a) and E(a— b) = [E(a) E' (D))" belong to Q; hence
E(a) €(@a — b) belongs to Q; since E(a) E(@ — b) C E(b) in accord-
ance with Theorem 7, €(b) also belongs to Q; and hence b ¢ a. The
,;informal® rule (1.8) does not impose any condition upon a single
evaluation. By definition, the evaluation p and the prime y-ideal P
are so related that p ¢ €(a) if and only if (a) non ¢ P.

The proof of the theorem is thereby completed.

We may close with a few remarks on the construction of
evaluations of a Brouwerian system of propositions. If A is such
a system, we begin by introducing a relation of equivalence =
defined by putting @ = b if and only if |- (¢ b) (b — a). It is
evident that @ = b if and only if (a) = E(b) in the representation
of Theorem 6. Consequently we see directly (and can prove in detail,
if we wish) that, after the introduction of this equivalence, A bec-
omes a distributive lattice with zero and unit in terms of the oper-
ations a v b and ab, every proposition appearing in the ,,formal*
rules being equivalent to the unit. The evaluations of A can then
be obtained by partitioning A into a prime y-ideal and a prime
a-ideal: for the distributive lattice A4 is isomorphic to the lattice A
of Theorem 6; and the proof of Theorem 8 reveals that the evaluat-

i
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ions of 4 are to be obtained by such partitions of A. The construct-
ion of such partitions has been described in Part I, Theorems 6 und. 7

*

Topologicka interprethce distributivnich m¥iZi a ﬁrouwerovské
logiky.

(Obsah piedeslého é&lanku.)

Distributivni miiZ je systém, ve kterém jsou definoviny
dvé bindrni operace a v b, ab vyhovujici vem axiomim Booleovy
algebry aZ na to. Ze se nepfedpokladd existence komplementu.
Hlavni vysledek je, Ze kazdd distributivni m¥iZ se da realisovati
systémem vSech otevienych bikompaktnich podmnoZin topolo-
gického prostoru podrobeného jednoduchym podminkém. Ve druhé
¢asti je nastinéno znazornéni brouwerovské logiky distributivni
mifZf, které odpovida znidzornéni klasické logiky Booleovou alge-
brou; podstatny rozdil je v tom, Ze pfi zndzornéni brouwerovské
logiky jsou tiidy vedle kombinatorickych operaci podrobeny je¥té
operacim topologickym.

25



Invariants d’'un champ tensoriel dans un espace
‘ projectif courbe.
F. Vygichlo, Praha.
(Regu le 19 aott 1937.)

1. Soit X, un espace a m dimensions, décrit moyennant »
coordonnées & 1) et soient & = &’(t) les équations paramétriques
d’une courbe C(t), réguli¢re dans X, et soit A”---’r(¢) une densité
tensorielle (du poids g) r-fois contrevariante, connue & un facteur
f(¢) prés le long de la courbe C. (Dans ce que suit nous appellerons
ces grandeurs par les mots ,les tenseurs‘.)

Enfin soit donnée dans ’espace X, une connexion symétrique

I}, = I jusqu’a la transformation isohodoique prés

Xy = Ty + 110, + Dudis (1, 1)

ol p; est n’importe quel vecteur covariant dans X,. Les conne-
xions *I', conservent les lignes géodésiques de la connexion I, 2)
et conduisent & une connexion projective (courbe), invariante
par rapport (1, 1).3)

Le champ A4*:--’r(¢), ou bien les composantes des tenseurs
subissent des changements suivants:

Pendant le changement du systéme des coordonnées & — &
au jacobien

oF
4 = Dét. | —
l oE| O
1) Les indices grecs parcourent les symboles I, 2 ..., n

2) J. A. Schouten: Der Ricci-Kalkiil, Berlin, 1926, pg 76.

) Voir V. Hlavaty: Systéme complet des invariants d’'une courbe
dans un espace projectif courbe. Abh. Seminar fiir Vektor- und Tensor-
Analysis, Moscou, 2—8 (1935), 13—50. Dans la suite nous désignons ce
Mémoire: Hlavaty (1).

Voir aussi: Schouten-Golab: Uber projektive Ubertragungen u.
Ableitungen, Math. Zeitschrift, 82 (1930), 192—214 et Annali di Matema-
tica, 8, (1930), 141—157.
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on a

o 08
VieoVp — /1,...1,___ i
A = A4 3 ok

A c6té de cette transformation, on peut changer le facteur de
proportionnalité f(¢)

(1, 2a)

Ay —= f(t) A e, (1) 2b)

Un invariant (une grandeur) indépendant de ce facteur et aussi
du vecteur p; sera dit l'invariant (grandeur) projectif. (Les inva-
riants indépendants du facteur f(f) seront dits les invariants in-
trinséques.) Les invariants projectifs sont aussi les invariants
intrinseéques.

Cela posé, le probléme a résoudre dans ce Mémoire peut
étre formulé de la maniére suivante:

Un champ A”--’r(t) étant donnée dans X, le long de la
courbe C(t) on doit trouver: 1° le systéme complet de ses inva-
riants projectifs différentiels; 2° ses grandeurs projectives qui
satisfont aux équations analogues aux équations de Frenet pour
une courbe.

2. Posons pour abréger

—5 @& g

Vieo o Vp
PA,...A,_A 0Lk T Q&R (2,1)
et rangeons dans ’ordre naturel les " combinaisons que donnent
les indices »,v, . . . v, et désignons les par les symboles 0, 1, ... N =
= n"—1 en écrivant

0 pour la combinaison ... 11

1 pour la combinaison 11... 12

n— 1 pour la combinaison 11... in

n pour la combinaison 11... 21

N pour la combinaison nn nn.

Ceci nous permet d’écrire Pg%) pour P;ll;:
Cela posé, nous trouvons ’
P =Dét. | Pg|=1. (2, 2)
En raison de cette équation nous pouvonsdéterminer les coefficients

4) Les indices allemands (courants) parcourent les symboles U, 'l','é, e
N=n"—1.
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@% par les relations
0,¢ b

R A T

Le groupe linéaire aux coefficients Pg sera dit dans la suite le
groupe projectif fondamental et désigné par G(&). Au point 5’ de

l'espace X, appartiennent les valeurs des coefficients du groupe
G(&) qui donnent naissance a un groupe projectif local G(£).
0

Soit Kn(£) un espace projectif (abstrait) & N dimensions
dont les gra,n?ieurs se transforment & l’aide de ce groupe G(&).
[On peut adjoindre I’espace Ky(£) au point & & I’aide du grou%)e
G(£).] La totalité des espaces K;(E) sera dii?e la variété Ky (de
M.OR. Konig). C’est une variété pgojective a N dimensions, mais
non la plus générale variété projective & N dimensions®) & cause
de la définition des coefficients P{‘,(g) du groupe G(g).

a
Soient maintenant «% (resp. up)®) les ensembles bien con-
b

nus qui constituent la notion du ,repére de mesure (repére
fondamental) attaché au point & de la variété Ky. Supposons que
ces ensembles ne soient connus qu’a un facteur arbitraire, (mais
analytique) F(&) pres.

Alors les ’:;l,“ se transforment d’aprés

= Peut, 'u® = Fus. (2, 3)
b b b b

La grandeur de la variété Ky qui se transforme par rapport aux
transformations (2, 3) suivant les lois:

. 0B 0P 2EK 3 _—
heidy = 3Em " Ofoe oFh “.azi‘” Bi...By>
Uy = FiUy

FiVie .

'}‘v

sera dit l’agrégat scalaire & la caractéristique [u ) ] (2, p sont
les nombres réels) Les composantes de cet agrégat sont connues
a4 un facteur pres.

5) Voir V. Hlavaty: Espaces abstraits courbes de Konig. Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo, 69 (1935), 1—39; voir pg 5, 20. Dans la
suite nous désignons ce travail par: Hlavaty (2).

%) V01r Hlavaty (2), pg 7.
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L...0g

’ . u -
Les agrégats scalaires U‘ v & la caractéristique [v’ 1 —
0
ez

—s 4+t p] étant donnés, on peut en former les grandeurs
e & e
V;;-_;;zg;;;-_‘;; = Ua, ”;; ?an .. .?a. Up, . . . U,
e...0 1 8
qui se transforment par rapport & (2, 3) d’aprés:
9 0Eu dEh 0P

’Vv,...vua,. Qg

Moodyby. by T 85“1 .. f"‘u ag’-: o % azl,,
P Q Qg 1 a B 272 SO Y
.4 .P,,...P o G W
vua. a, _ i v, vua, ag
Ayby. . = J¢ Ayby.. bt'

Cette grandeur sera dlte l’agregat prOJectonel (de Ky) a la caracté-
ristique (Z 1P 'tg), elle a des composantes connues & un facteur

pres.

A Taide de la notion du raccordement affine des repeéres
fondamentaux nous pouvons définir la connexion (projective) de
Ky7") par les coefficients:

v 0log m

T, Qu= 71-';# _"a;g,,—:

ol I, est la connexion symétrique et intrinséque donnée dans

Pespace X, et m(&) est une grandeur (de Ky) & la caractéristique
0 r 0

j [
0’ =no
et enfin

k3T W T 1 *+ L i ;...a;;+...+r:;,,a;;...6;:—1 (2,5a)

Cela étant, on peut définir la dérivée (projective) covariante de
la grandeur a la caractéristique arbitraire:

Soit par exemple V® un vecteur contrevariant dans Ky,

R = I8 — 485 T (2,5)

(c’est-a-dire une densité connue & un facteur pres)

c’est-a-dire la grandeur & la caractéristique (gz P (l)) Sa dérivée

covariante est:

D,Ve = ag» QYR IR+ GBVEY  (2,6)

) Voir Hlavaty (2), pg 14—17.
8) Voir Hlavaty (2), pg 16.
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Les coefficients (2, 5) se transforment pendant & — o resp.
pendant le changement du facteur F dans (2, 3) suivant les lois:

oF 08 0fr . 0B %"

O Ie=gm o o Tawaman W
08 0log F .
b) Q,, = Ql’ai_:;, QM — Qu _6—5,,“: (2' 7)
o AL
¢) %, — (p: Q2+ P2 a%};)é 0, = O,

Démonstration résulte de la définition (2, 5). Les équations (2, 6)
et (2, 7) nous permettent de constater que D,V est une grandeur

a la caractéristique ((l)z P (1))

d) 'D,'Ve = FiD,Ve. 2, 7)

3. Gréce a la définition de Ky (voir § 2) nous pouvons mainte-
nant interpréter le champ de tenseurs A”:--’r () comme un champ

9
de vecteurs A%(¢) a la 'caractéristique gi p(l) ) alors connus

a un facteur pres le long de la courbe C(f) dans Ky.

Les invariants de ce champ 4%(¢) sont les invariants cherchés
du champ de tenseurs.

Cela dit, nous pouvons formuler le probléme que nous allons
résoudre comme il suit:

9

Un champ de vecteurs AS(¢) a la caractéristique (gz P (1)) )
étant donné dans Ky le long de la courbe C(t), on doit trouver
1° les invariants projectifs qui forment le systéme complet des
invariants du champ A44(¢) et 2° les formules de Frenet pour les
grandeurs projectives invariantes.

4. Tout d’abord nous démontrerons le lemme suivant:

Soient I'y = I'ls, Qu, 925, les coefficients (2,5) de la
connexion de la variété Ky. Les grandeurs:

1 . :
N1 tudb (4, 1)

sont les coefficients de la connexion projective dans Ky,
c’est-a-dire ils satisfont aux lois:

a a
Aoy = Qb —

- o0k o0&
45, = (P?Qh‘/lﬁz + P —a%) = (4, 2)
?) Nous posons: p = q———:;—, voir (1, 2a); f(¢) = FY(&(t)).
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,Agu = Agﬂr (4! 3)
X Ay = Apu. ) (4, 4)
Démonstration. «) L’équation (4, 2) résulte immédiatement
des équations (2, 7c) et (4, 1).
B) L’équation (4, 3) suit de le seconde équation (2, 7).
y) Pendant la transformation (1, 1) on obtient

XTIty =Ty + (n + 1) p,. (4, 5)
Ensuite on trouve a l’aide de (2, 5a)
*I'gu = Tou + 2rpuds. (4, 6)

D’autre part on trouve en raison de (2, 5) et (4, 6)
r
x Q8. = 25, + 5 (n — 1) puds. (4,7)

En effectuant la transformation (1, 1) & (4, 1) nous obtiendrons
d’apres (4, 7)
XAgu = X'qu —

r
N—_;—l‘ X :uég = lel = n (n—1) Puag _'“

1 r
— v +—1[ i —|—;(n—l)(N o l)pu]- 05 = Apu.
C. Q. F. D ‘
Nous pouvons nous servir des coefficients Aj, — comme des
coefficients de la connexion projective — pour trouver les inva-

riants projectifs du champ A9%(¢). C’est ce que nous ferons dans
le paragraphe suivant. Pour une connexion (1, 1), caractérisée
par certain vecteur p,, résulte de (4, 1), en raison de ’équation
intrinséque

( )2u =0,1) (4, 8)
D
I’équation intrinséque suivante:
Aby = Q. (4.9)
() (»)

Alors on peut employer les coefficients £§, pour chercher les

(p)
invariants intrinséques du champ A44%(¢) (pour une connexion Iz,

donnée et fixée) de la méme maniére que les coefficients Ag, pour
chercher les invariants projectifs du champ A9(t).

Si nous changeons p, (c’est-a-dire, si I';, change d’aprés (1, 1))

10) Voir (1, 1).
11) Voir (2, 5).
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les coefficients 05, se transforment aussi, mais les expressions 43,
restent invariantes; alors il ne nous reste qu’a considérer le change-
ment du facteur F(¢).

8. La dérivée absolue d’'un vecteur du champ en question,
le long de la courbe C(t), soit exprimée de la maniére suivante

Ban — d;‘t (AR A° + pIhAv) go, (q"=d§t~). 5. 1)

La transformation (1, 1) de la connexion I, a pour conséquence,
en raison de (4, 5):

xDAM = DA™ + p (n + 1) pugrdn,
Si 'on y substitue la valeur p, tirée de (4, 7), on trouve

<Dan— PP+ o ugn —
r(n—1) (N + 1)
= ﬁAn_ rn (n + ]') Qll;pq”An- (57 2)

r(n—1)(N 4+ 1)
Nous avons a peine besoin d’accentuer que cet invariant (par

rapport & (1, 1)) peut étre considéré comme une nouvelle derivée
absolue le long de le courbe C(t). Posons dans ce qui suit

DA“—-—did— + (Ab,,A"—l—pI’zuA" Tm(n—l— 1) _Qﬁ,‘A")q"-
r(n—1) (N 4+ 1)

(5, 3a)

Done: xDA" = DA". 12) (5, 3b)

Dans la suite nous nous servirons de cette dérivée absolue.
Désignons, de plus: _
= A%(t), A = DA, A =DA, . A D4 (5, 4)
1 0 2 1 i—1

et appelons A4 le ¢-iéme vecteur dérivé du champ As(t), qui appar-
i

tient au point au parameétre 2.
Cela posé, on peut démontrer le théoréme suivant:

Si les m premiers vecteurs dérivés A A .4
m1

2<m<Z N+ 1) pour t =14, sont llnealrement 1ndepen—
dants*), tandisque A et les vecteurs suivants résultent

12) En effectuant le changement du facteur F(¢) on obtient pour ‘D’A4®
I’équation (5, 8).
k
*) C’est-a-dire il n’existe aucune combinaison linéaire z M, _'A =0

(avee quelques coefficients M, = 0) pour k < m —1. 0
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comme une combinaison linéaire des ces vecteurs pré-
cédents, c’est-a-dire

Z) ( ) a"‘—"/la =0,%) (a0 +0) (5, 5)

on peut trouver un systéme des invariants projectifs
I, I, ..., I, qui sont les fonctions des coefficients

Ly ==, k=0,1..... m. (5, 6)
L2
La structure de linvariant I, (¢ = 2,3,...,m) est telle
que:
a) L’invariant I, est isobare du poids arithmétique g(**)
par rapport a ¢
b) I, ne contient que L, L, ..., L, L'y, L', ..., L¢,
. dIy
L'y = —). :
ds ;
c¢) Les dérivées L'}, L,.....L';—1 n’y interviennent que
linéairement.
d) I, peut étre exprimé par la formule
I,=Li—L¢gy+...
ol les membres omis ne contiennent ni Lg ni L';.
e) L’invariant I; ne dépend pas de m, c¢’est-a-dire: quel
que soit le nombre m des vecteurs dérivés linéaire-
ment indépendants,les premiers invariants Iy, I5,..., Im
sont exprimés de la méme maniére en fonction des
coefficients L;.

Démonstration. «) Le changement du facteur F dans (2, 3)
substitue, d’aprés le paragraphe 3 au vecteur A le vecteur ‘A4
0 0

’A F‘A (5, 7)
Il s’ensuit & l’aide de (2, 7a—c), (4 3) et (5 3)
'D’'A =D'A = Fi(DA + ¢'A), ((p' = M) " (5, 8)
0 0 0 0 ds -

En raison de ce changement, le vecteur A (r < m) se transforme
. r

13) Les indices latins 4, k, . - parcourent les symboles 0, 1,2, .. .,m <
< N + 1; la sommation porta.nt aussi sur les indices autres que Toky ...
sera tou]ours désigné pas Z.

(**) La fonction I, 4(t) est du poids arithmétique g par rapport & t, si
I'on a 1 » = c‘I penda.nt le changement t* = ¢~ . ¢, (¢ = const == 0).
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en ‘A, qui est une combinaison linéaire des vecteurs 4, 4, .. ., 4.
7

0 1 r
Compte tenu de (5. 3), (5,4) et (2. 7a—c) on a avant tout
'A=D'A, (5. 9)

k+1 2

D’autre part, la dérivation absolue de (5,7) nous donne:

‘4 = F{A + ¢'A4).

1 1 0

42‘1 = F‘[gl + 2<P'z;1 + (¢" + ¢ ‘31], (5. 10)
4= Fi4 +3¢'4 +3(¢" + ¢ 4 + (9" + 399" + ¢") A1.1)

.........................................................

Il en résulte par l'induction
. i
‘A =ZF"(’-C)7A, k=0,1,....m. (5, 11)
k V) ] k j

i
Les coefficients r sont des polyndémes de ¢(t) et de ses dérivées
k

d’aprés ¢. Dans la suite nous allons étudier de prés les relations
qui sont valables pour ces scalaires et nous nous en servirons
bientot.

p) La formule (5,11) nous donne:

k+1
"4 = Z,F‘(k+1)rA, (k=—1,0.1.....m—1). (5 12)
k+1 7 Tega

La dérivée a.bsolue de l’équation (5, 11) est:

'A = Z,F‘(k) (prA+rA+rA] (k=0,1,....m—1). (5. 13)
k£l 0 ki+1

Le rapprochement des formules (5, 12) et (5, 13) nous permet
d’écrire:

) E4+1— i j i—1 -
Ny 7 O+ T (5. 14)

(7§k—0,l,...,m—l)
-1 j
oilr=0,:=0pourj>k=0,l,...,m—l.
k
L’équation (5, 14) donne:

l:+1 k 0
1 — 1} (5, 15)
k+1 k 0
0
r—r:p —}—r k=0,1,...,m—1. (5, 16)
k+1 K

14) L’accent désigne la dérivée d’aprés ¢.



Cela étant nous démontrerons la relation

k 0
r=1¢r (6. 17)
8 s—k
s =20,1,....1, (I <m), k=s,8—1,...0.
Supposons que la relation soit valable pour les valeurs
s=0,1,....0I, ' <, k=1l.1I'—1,...,0; nous démontrerons
qu’elle reste valable pour s + 1 (0 + 1).
On a d’abord:
ksl —kfk , Kk k1
LT ) e

ou, en raison de (5, 17):

k = 0 0 0
T:’.S.i.}_é(lr(p'_{_r')_i._ k r

s+1 s+ 1 s—k s—k s+ 1 s——k+1'
Il en résulte a ’aide de (5, 16):
k 0
r= r pour k=s8+ 1,8 ...,0.

s+1  s—k+1
i
D’autre part le calcul direct des coefficients r (des équations
)

(5, 10)) donne:

0
r=1,

0

1 0

r=1.r=¢,

1 1

2 1 0

r = 1,7' — (p’,’r —] (P” + (P'Z, (5. 18)
2 2 2 .

3 2 1 0

r=1r=9¢,7r=09" +¢%r=19" + 3¢¢" + ¢,

3 3 3

3
.......... BhC. .. i i e

On voit done, que la formule (5, 17) est vraie pour s =
=0,1,2,3, r=3,2,1,0. Il s’ensuit que (5, 17) est valable pour
n’importe quel r, s < m.

Ecrivons, pour abréger:

k
=7 (5,19) .

= o

Or, la formule (5, 17) peut étre écrite:

k 0 s—k .
r=r=r, pour §=20,1,...m—1, k<s. (5, 20)

8 s—k
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L’équation (5, 16) s’écrit & 1’aide de (5, 19) de la maniére suivante:
E+1 Kk 1k '
r=r4+rr, k=01....m—1. (5, 21)

C’est ’équation qui lie les coefficients en questlon et dont nous
nous servirons pour calculer les invariants projectifs cherchés du
champ A49(t).

y) D’aprés la supposition concernant les vecteurs dérivés du

champ A9(t), le vecteur A est la combinaison des vecteurs A A.
—1
La relation respective est exprimée par (5,5). En effectuant le

changement F dans (2, 3) on obtient de 1’équation (5, 5)
Z?’( ) G ’A =0, ‘a, =+ 0. (5, 22)

Si I'on y remplace ‘A & laide de l’equatlon (5,11) et (5, 20) on

i
obtient la relation suivante:

Z( ) am—)Zk(;c)’TA—O (5, 23)
5

Le rapprochement de (5,23) et (5, 5) nous donne

m m — i—q
00m—g = Z} (m — 7q) ‘am—y r, @ F0. (5, 24)

Si l'on y pose m —q = u, m — j = v, I’équation (5, 24) prend
la forme:
aw =S (%) T, w=01,...m (5, 25)
Qa""'—guv Ay T, u=9,1..., 2 ’
Supposons que soit ‘a, = a,. Parce que on a ga, = 'ayr = ‘a,, on
tire de cette supposition g = 1.
Le systéme (5, 25) des m + 1 équations linéaires aux incon-
’

" nues r,(k=0,1,...,m) peut étre écrit:
‘ 0 __
Ay = ‘agr  (=ay),

u
’ u 2 (5, 26)
ay — au=Zv(v)'““——o r, u=12..,m.
1 s

En posant & coté de (5, 6)
"Ly = (f'é,
To

il résulte de la:



a) Ly="Ly =1,
n

v ‘ 5, 27
b) Ly— 'Ly = z,. ('L;) ‘Ly—wr, u=12,... m ( )
1

v
Le déterminant du systéme (5, 27b) aux inconnues r est ('Lo)™ = 1.
Or, on a

(i)'Lo, 0, 0, 0...0. Iy—"L
(?)'Ll, Lo 0, §..,0, E—"L
v
_ : 5, 28
= (?)’Lz, (3)%1, o 0.0, L—'L| & )
(’1’) 'L,,_l,(;) 7. (vi 1) "By Lp="Ly
pour v =1,2,...,m.

Si I'on substitue ces valeurs aux équations projectives (5, 21),
on obtient les équations projectives invariantes en L et 'L, qui
sont de la forme: .

Tisi(L) —Iia(L) =0, k=0,1,...,m—1. (5,29)

Ces équations nous donnent les invariants I, en question.
Calculons & titre d’exemple les premiers deux invariants. On
a de (5, 27b) pour » =1, 2,3
1
r =L, — 'L,
2
r = Ly,— 'L,— 2L, 'L, + 2 'L, (5, 30)
3
r=DLy—'Ly—38L,'Ly— 38 'L,L, + 6 'L, 'L, + 6L, "L,* — 6 "L
Les équations (5, 21) se réduisent en raison de (5, 30) a

a) Ly —'L, = L,— 'L, (pour k = 0),

b) Ly,— L', — L2®— ('Ly,— 'L’y — 'L,*) = 0 (pour k = 1) :

¢) Ly— L', —3L,L, + 2L + 2L, L', — (5, 31)
— ('Ly—'L'y—38'L,"Ly + 2'L® + 2'L,"L’;) = 0 (pour k=2)

Parce que (5, 31a) se réduit a l'identité, nous sommes parvenus aux

invariants: .

By LBty I8

d
) I,— Ly—L'y— 3L,L, + 2L} + 2L,L';.

(5, 31)
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On voit d’abord que la construction des invariants est algorithmi-
que. Ensuite il est évident que les relations (5, 29) nous ne donnent
les invariants que pour £k =1,2,...,m — 1. (Voir (5, 31a).)

Nous obtiendrons ainsi les invariants I,, I, ..., I, qui for-
ment un systéme des (m — 1) invariants projectifs du champ
pris en considération.

6) L’algorithme de la construction des invariants I, nous
donne leur structure. Si l'on effectue la transformation

t* =c1t, (c = const. & 0) (5, 32)
du parameétre ¢ de la courbe C(t), on obtient
2 k
r* = ckr, (5, 33)

k
parce que r contient les dérivées (d’aprés ¢) du poids £ comme il
s ’ensuit de (5, 18) et (5, 21). En effectuant le changement (5, 32)

a (5,25) on a:
ar* = c* ax, ‘'ax* = ¥ ‘az, (5, 34)

parce que ai, ‘ax se transforment de la méme maniére. Il en résulte:
Li* = ckLy, 'Li* = c* 'Ly. (5, 35)

Enfin & cause de la construction de I, (et a 1’aide de (5, 21), (5, 28),
(5. 33) et (5, 35)) on a:

I*=c¢l, ¢g=2,3,... m. (5, 36)

Les invariants I, sont isobares du poids arithmétique ¢ par rap-
port a ¢.
En écrivant (5, 21) de la maniére suivante
g q¢—1 1 ¢—1
r=1r +r r (5, 37)

' 7 q
et en y substituant r, r, les valeurs tirées de (5, 28) et L, = 1,
on obtient Vinvariant I, exprimé par la formule:

Iq = Lq '—L’q-—] + .« . ey (5, 38)

ol les membres omis ne contiennent ni Z,, ni L'q—;. Cette construc-
tion et I’équation (5,28) montre que I, ne dépend que de

Ly Ly, ...,Lg, L'y, L'y, ... L¢_1. Parce que (5,37) contient r
—1

q
linéairement et r est exprimé par (5, 28) en polynéme de L;
et 'L, (¢ =0,1,...,v), il en résulte que 'invariant I, ne contient
Ly, ..., L';—1 que linéairement.

La structure des premiers invariants I, et leur construction
restent les mémes quel que soit le nombre (par exemple z) des
vecteurs A4, 4, ..., A linéairement indépendants.

0 1

z—1
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Alors, le théoréme énoncé plus haut est démontré.
6. Supposons maintenant dans le théoréme que nous venons
de démontrer m = N + 1, c’est-a-dire que soit:

Niliar
Z;( ) aN+1—j A“ =0, (a=+0)%) (6,1)
et que les vecteurs A9, 49, ..., A“ soient linéairement indépen-
0 1 N
dants. D’aprés le paragraphe précédent, le champ A%(¢) a les N
invariants projectifs I,, I, ..., In41.
Cela posé on peut démontrer:
Le systéme des invariants I, I, ..., Iy4+; du champ

As(t) est le systéme complet des invariants projectifs
de ce champ.1%)
Démonstration. x) Nous exprimerons avant tout que les inva-

riants projectifs I, I, ..., Iy4+1 appartiennent & ’ensemble
As, A4e, ..., A* des vecteurs linéairement indépendants et au
1 N
vecteur A® qui est une combinaison linéaire des vecteurs pré-
N+1
cédents. Construisons & cet effet les équations:
N1
N+ 1
Z]( 3 )LN+1—; 42 =0, (Ly=1), (6, 2)

En tenant compte de I’'indépendance linéaire des vecteurs
A“ A“ A“ on voit que (6, 2) est un systéme irréductible,

c est -a-dire le systéme des équations (6, 2) ne peut pas étre déduit
d’un autre systéme tel que

Z, ( ) Mk_,A“ =0

pour k < N + 1.

Remplagons “maintenant les valeurs L,, Ls, ..., Lyy+1 dans (6, 2)
par les fonctions de L,, L', ..., L,™17) tirées et calculées pas
a pas des formules pour I, I, ..., Iy4;1. Ainsi, par exemple, on

obtient de (5, 31b—c) les premiéres formules suivantes:
Ly=1,+ L'y + L3,
Ly =13+ I'; + 3L,L, + L"y + 3L, L', + Lyp? (*)
1“) Dans 1’équation (6, 1) sont écrites les composantes A% (au point
i

général ¢ de la courbe C(2)).
16) Pour éviter tout malentendu nous voulous exprimer cette propriété

encore d’une autre maniére: Une courbe réguliére &’(t) et les invariants
Iy, ..., Iy,  étant donnés, on peut trouver, & moins des conditions initi-

ales un seul champ A%(¢).
17) Voir la remarque (14).
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et ainsi de suite. De la et de la structure des invariants , on peut
voir que ces substitutions peuvent &tre faites linéairement. Nous
obtiendrons ainsi pour (8, 2):
P (L Lysooon Tf®®y A A, .0 iy Ig 1g, « o s Ipsay =10, (8, 3)
0 1 N+1
ou l'on a

Ao =DD ... D4 = D(')A“ (6. 4)
1 . —/——H (1}
1-fois

avec t =1,2,...,N 4 L

Les équations (*) et la structure des invariants I, montrent
que la dérivée L,¥) ge trouve dans (6, 3) linéairement et que le
coefficient de cette dérivée est égal & A9%(t); c’est une fonction
finie, réguliére et différente de zéro. ©

Nous allons résoudre les équations (6, 3), (6, 4) aux incon-
nues L,, 4%, A9, ..., A%. Posons a ce but:
0 1 N

Ly =2, L'y = &30 5 LN =284, (6, 5)
Nous parvenons ainsi aux équations différentielles telles que

a) 2y =2, 2 =21, ...,25y—1 = 2 Ny—s.
b) Fe(zg, 2y, . . oy 2N—1,2'n—1; 4. A, ..., é], Dz%; I, I, ..., Iy:1)=0,
0 1

0) As = D(i)AO’*) 1= 1, 2: o vy N. (6 9
i 0

B) Cela fait nous démontrerons le lemme suivant:

Le systeme' des invariants I, I, . IN+1 (et aussi
le systeme (6, 6)) détermine -l'intégrale A“ a moins d'un
facteur prés:

En substituant aux A¢, (1 =1,2,...,N), dans (6, 6b), les
» ¢
valeurs tirées de (6, 6¢), on obtient 1’équation différentielle d’ordre

N + 1 pour l'inconnue A% qui s’écrit, en raison de (6, 2) de la,
maniére suivante: 0

D@+1) ga 4 (N t 1) L,DW4e 4 ... +
0 0
6, 7
+(Nl;t I)LND§a+LN+1z01«=o, B8

ou les coefficients L; peuvent étre exprimés en fonctions- des
invariants I, et de la fonction arbitraire L,. (Voir I’équation (*)
a la page 39)

*) On peut aussi écrire pour c):

A% = A% 4 q# (AR, A° + pr), a8 _Pr(nt])

—_—— " __ QF A“,'i=l,2....,N.
i i—1 i—1 -1 r(n—1) (N+1) "‘5—1)
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Partons maintenant d’une autre fonction 'L,, définie par
d log @
ds
(o1 @ est n’importe quelle fonction de ¢, qui n’est pas nulle pour
aucune valeur de ¢ de l'intervalle examiné et posséde toutes les

dérivées, dont nous aurons besoin).

Le rapprochement des formules (6, 8), (5, 7) et (5, 27) nous
donne immédiatement

'Ly =L, — (6, 8)

'As = PAC, (6, 9)
0 0

Parce que les invariants projectifs I, ne changent pas par
rapport aux transformations (6, 8), (6, 9) nous obtenons, d’aprés
la construction du systéme analogue & (6. 6), 1’équation suivante:

) D@+ ga (N ' 1) '‘L,DM4a £ 4 'Ly A =0 (6, 10)
0 0 0

pour l'inconnue 'A% = @ A%, ol 'on peut remplacer les valeurs Ly

0 0
par les fonctions de 'L, et I,.

Or, en résolvant le probléme mentionné a la page 39 on
obtient ainsi 1’équation (6, 7) ou bien (6, 10). Ces équations sont
équivalentes par rapport aux transformations prises en considé-
ration. Le lemme est ainsi démontré.

y) Les équations (6, 6) constituent un-systéme des équations
différentielles d’ordre un, composé de N—1 4+ N + 1+ N(N +1) =
= N2 4 3N équations aux inconnues:

20y Bps - - 3 BN~ 1 Ae, ... A% DAs 18)
1 N 0

ou @(¢) est un scalaire arbitraire qui posséde la propriété mention-
née plus haut. Le nombre des inconnues est a leur tour: N +
+ N(N + 1)+ N = N2+ 3N.

D’aprés le théoréme d’existence de Cauchy, le systéme (6, 6)
admet la solution générale unique. Pour fixer les constantes qui

"y figurent, choisissons avant tout les valeurs AV AT- | AF
0

au point général ¢t = ¢, de la courbe donnée. © ©

En choisissant aussi un facteur @(t), nous avons aussi D(fy)
et les rapports choisis nous donnent A%{,). Ensuite nous pres-
crivons les valeurs de zy(ty), . . ., zx—1(ly). Le choix du point ¢,
nous donne en méme temps les coefficients

AGu(E(te)s Du(E(te))s Tiu(E(t0)),

et par conséquent nous pouvons nous servir de ce fait pour prescrire
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la position des vecteurs A9, ..., A% linéairement indépendants au
1

N
point ¢,. Ces conditions fixent N+ N + N (N + 1) = N2 + 3N
constantes jusqu’alors arbitraires dans l'intégrale. Les conditions
prescrites au champ seront dites les conditions initiales. Elles
fixent toutes les constantes et par conséquence elles fixent I’inté-
grale A¢%(t) & moins du facteur @(t).1?)

L’intégrale cherchée définit un champ & moins des conditions
initiales.

%. Les vecteurs A%, 49, . ... A* étant donnés et étant linéaire-
0 1 N

ment indépendants, on peut trouver, par une méthode plus
simple, les invariants projectifs du champ A49(¢). On se sert pour
ce but d’une dérivée absolue désignée D, qui est invariante par

rapport au changement (1,1) de la connexion I, et qui est
multipliée par un facteur, si I’on change le facteur de proportion-
nalité dans le champ A%(¢) d’aprés 'A% = FiAe.

«) Nous démontrerons d’abord le lemme suivant:

Soient A“ A“ . A“ les vecteurs dérivés, linéaire-
ment 1ndependants et définis par I’équation (5, 4).

Désignons par

A:Dét.lAA...A| (= 0), (7, 1)
0 1
1 DA
QA"—DA“—l—-——V%_l—A. (7, 2)
Il s’ensuit
QAN = D AN, (7, 3a)
'Q'AN = FiDA" . *) (7, 3b)

Démonstration. La premiére équation est la conséquence de
(5, 3b). En effectuant le changement (5, 7), on trouve en raison

19) Le choix ®(¢) donne l’intégrale A"(¢) du systéme (6, 6) & moins des
conditions initiales. Si 1A%, 24" sont deux intégrales qui correspondent aux
valeurs 1@ &+ 2 et aux mémes conditions initiales, on obtient nécessaire-

ment au point #,: 24" = IA" D(ty), c’est-a-dire on a le champ unique.
0
*) Le rapprochement de léquatlon (7, 2) a (2, 6) nous donne

DA% = d&FDLA%

1 —1
iyt P
qui joue un rdle essentiel dans (2, 6) pendant le changement du facteur
F(t) dans “A% = F'A®. (Voir (2, 7d) et (7, 3b).)

Nous avons donc construit le vecteur Qu = —
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de (5,11):
° ) 'A = FW¥+h4, (7 ,4)

Parce que 4 est la grandeur de Ky & la caractéristique
(g, N + 1), p(N 4+ 1), g), on a d’aprés (5, 3):

D'A=D'A=Fi¥+ [DA+ (N + 1) ¢’ 4], (w’ . F) (7,5)

Compte tenu de 1’équation (7, 2) transformée a l’aide de (5, 8),
(7, 4) et (7,5) on a donc:
1 DA

‘DA = D'An = F (DA + ¢’ A") — F? (N 1A + <p’) AN =
= Fi®A4n.
L’équation (7, 3b) est démontrée.
B) En employant la dérivée absolue ® on peut démontrer le
théoréme suivant:
Les vecteurs
xg* = A%¢), ‘14* = @f)l* A* = DA*, ... A* =DA* (7,6)
( 2 1

2 N N—1

étant linéairement indépendants*) pour ¢t =t¢, et

A* = DA*

N+1 N
étant une combinaison linéaire des vecteurs précédents,

N+1
S (Y5 ) o ar =0 12 40, (1,7)
0 i
on peut trouver les N invariants projectifs, & savoir:
*
sz%, avec k=1,2,..., N. (7, 8)
0

L’invariant Ji est isobare du poids arithmétique %k par
rapport a t.

Démonstration. La transformation (5, 8) appliquée aux équa-
tions (7, 6) nous donne en raison de (7, 3b):

‘A% =FsA*, 'A* = F*A*, . .. (7, 9)
0 0 1 1

Pendant cette transformation 1’équation (7,7) devient:
*) C’est-a-dire il n’existe aucune combinaison linéaire
k
DiM_A* =0
0 7
{avec quelques coefficients M; =+ 0) pour k& < N.
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N+1
Z} (N ;{- 1) II*N+1_],F‘I'1;1* = 0. (7, 10)

0
Parce que A%, (+=0,1,..., N) sont linéairement indépendants,
le ra,pprocliement des formules (7, 10) et (7, 7) nous donne:

' o'I*y = FiI*, 0 0, k=0.1,...,N + 1,

I
I*’

sont les invariants projectifs du champ. Mais ces invariants ne
gont pas linéairement indépendants, car on a:

N+1

or Jr = Jo=1), k=12 ...,N +1 (7, 11)

Zi (N+l)‘;1*JN+1 — =0, Jo=1 (7, 12)
d’otr on peut calculer Jy;; en fonction linéaire des invariants
Ji, Jg ..., Jy. Nous sommes ainsi parvenus aux invariants Jg,
k=1,2,..., N mentionnés plus haut.

Déterminons maintenant le poids arithmétique des inva-
riants J!
Pendant le changement

1 .
t=—£,(c=cmmt4=m, (7, 13)
on a d’abord
1 T 1
A=DA =cd;...;,4d=04,..: (7, 14)
1 0 1 k k
et ensuite en raison de (7, 2) et (7, 6)
1 11 1 i
A* = DA* = cd¥*, ..., A* = c"A*, - (7, 15)
0 1

Pendant la transformatxon (7, 13) l’equatmn (7. 12) s’écrit

N+1
ZJN+wAVM1r4)J_1

0
et de la, d’aprés (7, 5), on obtient

1
Jp=¢Jy, k=0,1,...,N + 1,

or, Ji est isobare du poids arithmétique & par rapport a ¢.

8. Dans le paragraphe précédent nous avons établi les inva-
riants projectifs Ji, (¢t =1,2,...,N + 1) du champ A%¢) dont
un, p. e. Jy41, peut étre exprimé par la formule connue a l'aide
des invariants J,,J; ..., Jy. Dans les paragraphes 5 et 6 nous
avons déterminé les invariants projectifs I,, ..., Iy41 et mnous
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avons déduit que ce systéme est le systéme complet des invariants
du champ A4(¢). On peut donc se demander quelle est la relation
entre ces deux familles d’invariants.

Nous démontrerons 1’équation suivante:

IL) = IJ), k=2,3,..,N +1, (8, 1)

c’est-a-dire: Les invariants I; s’expriment par la méme
fonction en L, et I,, (s=1,2,...,N 4+ 1).

. Démonstration. Si ’on effectue la transformation (5, 7), les

vecteurs dérivés A*, A%, ..., A* deviennent 'A* 'A*, ... 'A*
0 1 N+1 0o 1 N+1
Ces derniers sont liés aux vecteurs 4, 4, ..., A par les équations:
0 1 N+1
'A* = FtA,
0 0
, . ) : ; 1 DA
A*=Fi®A* = Fi(DA + SA) = F{(4 + 84), [§ = ———),
1 0 0 0 1 0 N+1 A
'A*¥*= FiQA* = Fi(A 4 248 + A82 + 4 DS), (8, 2)
2 1 2 1 0 0

..........................................................

1l s'ensuit de la par l'induction:
> i
'A*=Z,~Fi(].‘)r*A, k=0,1,...,N +1, (8, 3)
k 0 MWe

) y
ol r* satisfont aux équations analogues aux relations (5, 14) —
k
(5, 20)20) et de méme a l’équation
1k 1k k d:*
¥ = r¥ 4 r¥r¥, ™ = — (8, 4)
ds
qui est analogue a (5, 21).20)
La formule (8, 4) est projective invariante. En partant de
I’équation analogue & (7, 7), c’est-a-dire
- .

S (YY) Imadr =0, Go=1) (8, 5)
0
équivalente a 1’équation
&N 41
Z ( j ) a’l\’-l-l'—:i/,1 =0, (8, 6)
0

on obtient de 1& les invariants. projectifs Iz du champ A%#), en
se servant de la méthode indiquée plus haut au paragraphe 5.

k . k
20) O, bien entendu, on a & écrire 7* au lieu de 7 etc. et S au lieu de ¢’,
DS au lieu de ¢” etec.
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En partant de 1’équation (8, 5), au lieu de (5, 22) pour m =
= N + 1, on obtient*):

©®
u U— ay
Luzz,, (U)J,, r* avec v =0,1,2,...,N 4+ 1, ou Lkzg,
0 0

L,=1. (8.7)
Nous pouvons transcrire ce systéme de la maniére suivante:
0
a) Ly = Jg* =1,
b u v (87 8)
b) Ly — Jy = Dy (v)J,,_,,r*, u=12..,N+1
1

Le déterminant du systéme des équations linéaires (8, 8b) aux

v
inconnues 7*, (v=1.2,..., N + 1), est (J,)¥*t! = 1.

On a donc:
HEQ 0 0 Li—J,

(2 L—J

r* = (1) Jl JO 0 0 9 —— dJg (8_ 9)
DY P N P

v=12 ..., N+ 1.

Les formules (8, 9) deviennent identiques aux (5, 28), si 'on y
pose J; au lieu de 'L;.

En portant les valeurs (8,9) dans 1’équation (8, 4), on obtient
par rapport a (5, 29)

Ik-l—l(L) - Ik+1(J) =0, k= 0.1,.. . N. (8 10)

Parce que la valeur £ = 0 ne nous donne pas l'invariant, (voir (5, 31))
la formule (8,10) n’est valable que pour k=1.2,..., N

Le calcul direct, en partant de (8, 8) pour » = 1, 2, 3, nous
donne par exemple

1

T* = LI—JI

2

r* = L,— J,— 2L,J, + 2J,2 (8, 11)

. )
r* = Ly— Jy — 3L,J, — 3J,L, + 6J,J, + 6L,J;* — 6J,3.

*) En substituant & ‘A* (dans (8, 5)) la valeur (8, 3), on trouve une

i
relation (en 4) qu’on peut rapprocher de I’équation (8, 6).
i

46



Ensuite pour & = 0 l’équation (8,4) se réduit a

1 1
r* — ¥,
ou Li—J, =L —J,, -

c’est-a-dire & l’identité. (Voir (5, 31a).)
On tire de (8,4) pour k =1
2 1 1
1% ()R
d’out il suit en raison de (8, 11)
L,—L)—L#—(Jy—J —J#) =0
Il en résulte par rapport a (5, 31b):
L(L) — I(J) = 0
et par conséquent
I, =J,—J ) —J2
La méme méthode nous donne pour k = 2, en raison de (8, 4)
et (8,11), la formule suivante:
Iy =J;,—J3— 3J,J, + 2J® + 2J,J';.

9. Supposons de nouveau que les vecteurs dérivés 4, 4, .... 4
0 1 N

soient linéairement indépendants au point ¢t = ¢, du champ A4"(¢)
et qu’il soit:

N+1 .
z 2 + 1 Lyi1— A = 0, L,=1. 9, 1)
i - -4

]
Désignons par:

AN+H =Dét. |[AA... 4| (*0). (9, 2a)
0 1 N
A N .
j 21
= . .2
o= ) (9, 2b)

Cela posé on peut démontrer:
Les vecteurs

k
‘2[“=Zv(l?)Lk—ja“, k=0,1,..,N, (9,3)
k o \? i

adjoints au champ A®%¢) sont projectifs invariants,
linéairement indépendants et leurs dérivées absolues

1) Pour éviter tout malentendu remarquons que nous nous servons
N+1 N+1e

de la convention: /AN 1 — [ gl [sign A, | FEFDI —| O |sign F(). Dans
les paragraphes 9 et 10 les exposants sont mis en paranthéses.
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le long de la courbe C(t) sont aussi projectives inva-
riantes.

Démonstration. A®¥+D change pendant la transformation
¥ A = Fi4n
0 0

de la maniére suivante
b [p\o—i .
AW+ = Dét. | ZiF“) |y An| = FUE+DI QU+,
0 7 i
11 résulte de 13 en raison de la remarque (1)
QY = Fd Q. (9, 4)

Si nous écrivons (5, 11) avec la notation (5, 20), a savoir
k ,
N A
’Azz,-FW(.)r’A, k=0,1,...0N, (9, 5)
k 0 ) i

et si nous divisons cette équation par la valeur ‘2 définie par (9, 4),
nous obtenons:
k k—j
'a=Z,-('f)r a, k=0,1,..,N. (9, 6)
k 0o \7 i
On en déduit:

N e e [l
AR

k—j

Aya.nt égard & (5, 25) et a (5, 6) on constate facilement que la der-
niére somme de (9,7) est égale & Ly, et par conséquent:

¢ k
an-:zll,(k)Lk—uan:Ql", kIO,l,...,N.' (9,8)

En étendant la définition (9, 3) pour k = N + 1, on a, par rapport
a (9,1):
Ar = 0, 'Y" = 0. (9, 9)

N+1 N+1
Les vecteurs ", £ = 0, 1, ..., N sont hnéauement indépendants.

E :
En effet on a d’aprés (9, 2b) et (9, 3):

1

YF+D Dét. IA" A" -;4“ | 0. (9, 10)

Dét. | A QA" ... A | = 1
o 1 ¥
La dérivée absolue du vecteur U" est:
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d»

DY = + ¢+ Ag, 21" ) (9, 11)
k

Le rapprochement de (9, 8), (2, 7a,c) et (4, 3) nous donne
D "2[“ D‘Z[“ (9, 12)

Le théoréme énoncé est ainsi démontré.
10. Les grandeurs ‘2[ k=0,1,..., N étant données et

linéairement mdependantes et ‘21 DQl étant projectives, on peut

écrire DA en combinaison hnealre des A, (j=0,1,..., N),
k ]
c’est-a-dire
T
DA=,KA k=0,1,... N. (10, 1)
k 0 k]

j
Nous voulons maintenant déterminer les coefficients K et dé-
k

montrer & cet effet le théoréme suivant:
"Désignons par
1. A,A,...,;vet les vecteurs dérivés du champ Aa(z),
linéair(:amlent indépendants au point t =i, de la courbe
& = £&(t), et posons:
N+1

N+1
27 ( : ) Lyy1— A;1“ =0, (Ly=1); (10, 2)

2. Iy, I, ..., Iy41 les invariants qui forment le systeé-
me complet des invariants projectifs de ce champ;

3.Aq, k=0,1,...,N + 1, les grandeurs projectives
k
définies par (9, 3) resp. (9, 9).
Or, les dérivées absolues des grandeurs ¥ satisfont
E

#2) Sil’on suppose que B4 soit une grandeur (de K y) &1la caractéristique

(81’ Dy (1)), on trouve en raison de (5, 3a)

dCB

D@ = | (A B g1, e — (B LI a;“ca“). *)

rn—1) (N + 1)

Parce que A“ est le vecteur & la caractéristique (0

.1 o e
0”’0)’ A* — d’apres

définition — est le vecteur & la caractéristique ( 00 0) L’équation (*)
donne précisément (9, 11) pour p, = 0.
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aux formules:

pY-2
1] 10, 3
DQI=‘21—Za(k)Ic+1Q1, k=1:2a-°')N, ( )
k k+1 1 \$ k—s
(A = 0).
N+1

Ces équations seront dites les formules de Frenet du
champ As (¢).
Démonstration. «) Aprés le changement 'A% = F®A4e I’équa-

tion (10, 1) devient
N

j
DA =2,"'K, (10, 4)
k 0 k j--
d’ou il vient en raison de (9, 8) et (9, 12)
’ . N
DA = 'K . 10, 5
1= 3, ks a0,

Le rapprochement des formules (10, 5), (10, 1) nous donne:
j 7
'K = K, i, k=0;1,..., N (10, 6)
k k
7
Or, les coefficients scalaires K sont les invariants projectifs.

Parce que I, ¢ =2,3,...,N + 1 forment le systeme complet

des 1nvar1ants les scalaires K sont les fonctlons de I,.

f) Pour la détermination K on aura besoin d’abord de la

solution a de l’équation (9, 3)

I
Posons pour abréger
. C
a = {O_P"“? b1 < (10, 7)
A (ﬁ)L,-_;, i<j§, 4,j=01,2"..,N+1,
ol L;, sont les coefficients de 1’équation (9, 3)
[
Soient mamtenant b les valeurs définies par
y ‘ 7
N- ik N ki
' ‘zk'b a = zk ba = (10, 8)
0 k 1 0 f k 5



i i
Le déterminant du systéme (10, 8) aux inconnues b est Dét. |a | =
k i

= L&+D) = 1.
-Compte tenu de (10, 7) on peut écrire pour (9, 3)

kg
A=Sjaa, k=0,1,... N, (10, 9)
k 0o ki
dont la solution d’aprés a est
= j
N &
a=SkbA  j=0,1,..,0N. (10, 10)
i 0o 7 k
Parce que 2 ne dépend que de a,a,...,a (voir (9, 3)) on a
k 0 1 k
i
b=0, i>]j. (10, 11)
7
Or, les équations (10, 8) s’écrivent
N r—s k =
Si'b a= 5. r=20,1,...,N (10, 12)
f—_gk r SZO,I,-..,T.
On en tire pour s = 0
rr
ba =1, (10, 13)
rr
r r
d’ol1, & cause de a = Ly=1on a b =1.
r i
Pour r=1,2,...,N, s=1,2,...,7 on obtient de (10, 12):
T r
a a 0 0....0
r+1 r
i r r+1 7
- a a a 0....0
123 = (=1) r+2 r+2 r . (10, 14)
r r+1 r+42 r+8—1
a a a.... @
r+8 r+s8 r+s r+s8

]
y) Déterminons maintenant les scalaires K !

k
1) Ecrivons d’abord la dérivée absolue du déterminant <U;
on trouve & cause de (9, 2a) et (10, 2)

DAFD —Dét. | A, 4, ..., 4, A|=— L(N-+1)AF+D, (10, 15)
01 N—1 N+1 : - :

D’autre part, on a aussi:
DA+D = (N + 1) A DA (= — Ly(N + 1) AX+D),
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d’ol il vient

DA =— L. (10, 16a)
Il en résulte
DAY = L, AD, (10, 16b)
Dérivons I’équation (9, 2b); on a en raison de (10, 16b)
Da = D(AAY) = a + L, a.23) (10, 17)
j 7 i+l i

La formule (10, 17) n’est valable que pour 7 =0,1,...,N —1,
A

parce que la grandeur aq = Y41 est définie par (10, 2). Enfin

y+1 A
on déduit de (10, 9):
E+14—1

k (i i
DA =>S.(a’ L : ,k=0,1,...,N—1. (10, 18
A Z,(aa+gc; 1)+§,¢;C; (10, 18)

Si\k
De 1a et de (10, 10) on obtient:

DA=SAS bfa £ @+ ar)™ 10, 19
k—%'rgij(g—*.g—i_g l)a ( ’ )
k=0,1,...,N—1.

Le rapprochement de cette équation & la formule (10, 1) nous
donne, a l’aide de (10, 11), la valeur en question:
j—1

r N r/[j jJ
K =z].b(a’+a )—l— oLy, r,k=0,1,...,N—1. (10, 20)
k 57 i\k k
7
2) 11 ne nous reste qu’a évaluer K pour r =0,1,..., N. En
N
partant de (10, 17) pour j = N, on obtient en raison de (10, 2):
N ]
Da=aL,—3, a a. (10, 21)
N N SIN+1 9

Ensuite on déduit de I’équation (10, 9), écrite pour k¥ = N, & l'aide
de (10, 10) et (10, 21):

- N—1[ji N & i N [k &
DA = Zi [alzkbm+azk(b+bLl)Ql]+
0 o7 k NG\ j k
; (10, 22)

ce qui est la formule analogue & (10, 18).
2) La relation D (1;1 AY) = DAUTY + ADUAD suit de (5, 3a).
H i

—1
) On a posé dans cette formule c: = 0.

52



La comparaison de la formule (10, 22) & (10 1) pour £ = N,
nous donne:

r — r i r
K= b+a b b+ 8% Ly, 10, 23
k=TSlabtgp)-3abronr,  aom

N+13j
avec r = 0, l,...,N.

r
d) Examinons maintenant des invariants K aux cas suivants:
+ .
1) Sir > k, posons r = k + s, ol 8 > 0 est un nombre entier.
Sltalorsr=k+s k=0,1,..,N—1,8=12,..,k+s8=

< N —1 dans (10, 20); on a done
k+s N k+a i i
K=5Sb (a e a) (10, 24)
k o 1 .

Mais d’autre part:
N k

+8
b
3

0

=0, (10, 25)

w@v

k+s
parce que on trouve b = 0 pour k£ + s > §, et d’aprés (10, 7)
i

k+s 7
et (10, 11), on obtient b =+ 0, @’ = 0 pour k + 8 < j.
j k
Or, ’équation (10, 24) se réduit a
k+s N ks j—1

K=2,b a,
P 0 i %
d’ou il s’ensuit:
k+s
If=6; (10, 26)
avec k=0,1,...,N—1, s=12,... Ek+s< N—1

2) Si 'on suppose que soit r =%k =0,1,..., N — 1, on dé-
duit de (10, 20):

# N oy ) 1—1
K=2,b(@ +a)+ L, (10, 27)
r 0 j r r
Mais on trouve, comme au cas précédent (10, 25):
r rj
>iba' =0, r=0,1,..., N—1. (10, 28)
0 jr

Il résulte ensuite de (10, 27) en raison de (10, 7), (10, 14) et
(10, 28):

r r r—1 rr
K=ba+ba+L =0 r=0,1,..., N—1. (10, 29)
r r r r41r
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Si 'on pose r = N dans (10, 23), on obtient en raison de (10, 7)
et (10, 14):
N
K=0. (10, 30)
N
3) Soit enfin r < k. On déduit pour r =k —s, k=5 =
=12..,N—1de l’équation (10, 20)

k—s k—s j
K Z’ b (a, o a) (10, 31a)
En substituant r = N —s dans (10, 23), on obtient pour £ = N:
N—s N1 N—sj  jN—: N—s
K=2;(ba +a b —-Z,(yz b, (10, 31b)
N 0 j N N 1+1 0 N+1 j

s=12..,N.

Les formules (10, 31) montrent que k]?, k>s=12,..,N
ne sont pas en général des constantes nurl;lériques. D’apres (10, 6)
et les lignes suivantes & la page 50 kI—(, sont des fonctions des
invariants /,. Nous allons déterminer ce; fonctions. Sil’on rempla-

j
ce b dans (10, 31) par les valeurs (10, 14) et si I'on y substitue
k

i 8

& a les valeurs (10, 7), on voit, que K s’expriment par les polyno-
k

mes en IL; Ces fonctions sont 1sobares du poids arlthmethue

8 + 1 par rapport & ¢, car les coefficients a sont, d’apres (10, 7)
a .

et (5, 35), du poids arithmétique k¥ —j comme b. (Voir (10, 14)
k

et (5, 35).) Parce que l'invariant I, est la fonction entiére des
k—s

coefficients L; du poids g et K est une telle fonction des inva-
k

riants I,, I, . . ., Iyy1, qu’elle devient une fonction entiére des
coefficients L; du poids arithmétique s 4 1 quand on y porte
les valeurs I, de (5, 38), il vient de 14 (et aussi de la structure

des invariants ;) que I}. est nécessairement une fonction entiére
de 1,41, 1), I,—,", ..., ;2(’—1).25)

Les relations (10, 31) montrent que le scalaire kl? ne contient
que la premiére dérivée des coefficients L; et cel.f; linéairement

%) Les accents désignent les dérivées d’apres .



et de plus que le coefficient dont I’indice est le plus élevé est:
k—s8 k—s k
b o =( )L,’. (10, 32)
k—s k S
Parce qu’on a d’aprés (5, 38):
Ia+1 = Ls+1—La' e 0

il en résulte nécessairement:
k—s

K =—(k)l,,+1, k>s=1,2..,N. (10,33)
k 8

e) Les résultats (10, 26), (10, 29) et (10, 33) peuvent é&tre
résumés par les relations suivantes:

k+s

B[ e ¥l (10, 34a)
1, s=1, k=0,1,...,N

§=0,1,..,N—k.

k—s k
K:—( )I,+1, k>s8=12,...N. (10, 34b)
k

]

i
Or, les coefficients K de 1’équation (10, 1) sont déterminés.

7
L’équation (10, 1) s’écrit en raison de (10, 34)

D =,
0 1
E+1 E (%
DQ[=27 KQIZQl—Za( )Ia+1 Ql,
k 0 k ] k+1 1 \$ k—s
avec k=1,2,..,N, A =0. (Voir (9,9).)
N+1

Ces relations sont les formules cherchées de Frenet. (Voir (10, 3).)

Remarque. Compte tenu de I’équation (10, 34b) pour £k = N
et de I’équation (10, 31b), on en peut déduire une formule intéres-
sante qui nous donne les invariants du champ:

N N1y i, 7 N—s ¥y j N—
—( ).I,+1=Z- b o +a b—2; a b (10,35)
S 0 i N N j+1 0 N+1 j

pour s =1,2,..., N.%)
N—s -
Les scalaires b peuvent étre remplacés par les valeurs (10, 14).

]
11. Appendice. En partant des formules de Frenet (10, 3),
on peut déduire les formules analogues pour les vecteurs cova-

26) Voir Hlavaty (1), la formule (9, 13’).
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r
riants A, liés avec QU* par les relations suivantes:
k

T aQ oo we .
‘2tl° Uy = W A¢ = 86 (a,1,¢=0,1,...,N). (11, 1)
a

On trouve d’abord pour ces grandeurs

v 14
As =W (11, 2a)
T v
DAy = DA, (11, 2b)
et de plus
N N—1
DQIG Y Qla,

Dma—*‘zla‘l‘ Zk

N—1 N + k+2
Iiy1 U, s=0,1,...,N—1, (11, 3)

(—1)
(Qla =0, Qla == 0)

Démonstration. «) La premiére équation (11, 2) résulte de
Péquation (11, 1) écrite pour les vecteurs transformés & l’aide
de (9, 8). La seconde des relations (11, 2) résulte de la dérivation
de I’équation (11, 1) transformée, en raison de (9, 8), (9, 12) et
(11, 2a).

f) Des équations (10, 3) écrites dans la forme:

DQ[““‘QI“ Zk( )Ik+191“ ’7) r—-O 1 N

t+1

@ = o)

N41
on obtient en raison de (11, 1) et de sa dérivée

k v
- (DQIQ) A = 6:.,.1 - Zm (t ) I+ 6:——1»:’
r 1 m

avec k=0,1,...,N.
Il s’ensuit:

k—1 m+k
Dle =—Up + 2,.. (m;— k) Imy1Us,

—1)

(Us = 0, Qlf,._O) (11, 4)
L’équation (11, 4) s’écrit aussi:
N—1
DAL, = — U,

%7) On suppose que pour t = 0 la somme & droite soit égale & zéro.



s—1 N_s k k+s
D‘Zla=-—<21a+2k( + )Ih+lQla, 8=071,"‘,N_l’
(—1) N+1
(As =0, Ay = 0);
ces relations sont les formules (11, 3).

12. Supposons maintenant de nouveau que le champ A49(¢)
pris en considération ait au point t =¢y,les m (2 <m < N + 1)

vecteurs A, A°, ..., A°?®) linéairement indépendants, et que le
vecteur Ag soilt une 1;grlnbinaison linéaire des vecteurs précédents
a savoirzn 7

2,- ('7") an— A2 = 0, @y =+ 0. (12,1)

Dans ce paragraphe nous allons montrer qu'on peut déterminer,
dans le cas du nombre m général, les invariants projectifs et les
vecteurs projectifs qui satisfont aux formules de Frenet. Nous
emploierons 4 ce but, la méme méthode dont nous nous som-
mes servis au cas m = N —|— 1. (Voir les paragraphes 6, 9, 10.)

Les vecteurs A¢, A¢,..., A* déterminent au pomt t=1t,
0 1 m——l

de la courbe C(t) le repére L,, & m dimensions qui ne change pas

pendant la transformation

"As(t) = FiA(), (12, 2)
0 0

car on a d’apres (5, 11)'
4o() = z, ( ) rde®)  (k=0,1,...,m), (12,3)

ol A“ est défini par (12, 1). Alors ’A“ est le vecteur de L. Cela

pose on peut démontrer le theoréme suivant:
Soient Y¢, (1 =0,1,...,m—1) n'importe quels vec-
‘

teurs linéairement indépendants de Ly et soient A%%)

1
les composantes des vecteurs 4% en Ly, pour lesquelles
40275 48 Yoresp. e =5 4t Y 12
8= % resp. A = ., , 4
i gki k . m %k m k ( )
Les composantes 4% (¢=0,1,...,m—1) sont linéaire-
f

28) Voir (5, 4) et aussi la remarque (*) & la page 32.
) Les coefficients r sont définis au paragraphe 5.

H
30) Les indices latins parcourent les symboles 0, 1, ..., m — 1.

57



ment indépendants et on a pour A":

27 ( )a,,._, A — 0; (12, 5)

cette formule est indépendante du choix des vecteurs
Yo, Les composantes “4“ changent pendant la transfor-

¢
mation (12, 2) comme suit:

k 7
/ : [k
A = Fi (V) r A2.® 12, 6
de = 5 F (7) 7 e (12, 6)
Si la dérivée des vecteurs Yo est définie par la formule
i
m—1
DYr = S WY (12, 7)
i 0
et si I'on pose
-dA“ m—1
DA* = 1 we, (12, 8)

on trouve:

DAs = 4°, i=0,1,. —2, (12, 9a)
: v m—1
A" e e Za (7;&) am_]Aa
resp.
'D’4s =D 'de = ‘4o,
i i+l (].2, 9b)
D'As=D'4* = — z] ( ) ey ',

Démonstration. «) On tlre de l’équatlon (12, 1) et de la se-
conde des relations (12, 4):
m—1

z,( )am_, zkA"Y“ =0,

c’est 1’équation qui est valable pour n’importe quels vecteurs
Yo Yo, ..., Yo linéairement indépendants de L.
o 1

m—1
11 en résulte:

z,( \)am~,A = 0,

c¢’est-a-dire ’équation (12, 5). L’ mdependance de ’équation (12, 5)
du choix Y¢.(de L,) sera démontrée plus tard. (Voir 4).)
i ,

31) Aa satisfait & (12, 5).
m .
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p) Le vecteur ‘A% de L,, peut étre exprimé comme suit:
k
m—1

"AS = DA TS k=0,1,...m; (12, 10)
k k s

0
mais on a aussi d’apres (12 3)

'A"—Z;F*(k) ZAY k=0,1,...,m. (12, 11)
Le rapprochement de (12, 10) et (12, 11) nous donne:
’Aa_27 ()TA’ k=0,1,...,m;
k

oll, bien entendu, A’ satisfait & (12, 5). L’équation (12, 6) est dé-

montrée.
y) La dérivée de lequatlon (12, 4), en raison de (12, 7), est:

m—1 dA m—1
DA — Zk[—’— + D, A 'If,k] Ye, §—=0,1,... m—1.(12,12a)
i 0 ds 0 i k

Compte tenu de (12, 8), I’équation (12, 12a) peut étre écrite
m—1

DA® — Z,, (DA¥) Y. (12, 12b)

En raison de la définition (5, 4) des vecteurs A et de I’équation

(12, 4) on trouve:
m—1

DAs = Ao = D, Ak Y¢, 4 =0, 1, 2,...,m—2, (12, 13a)
i it1 0 i+l k
m—1
DA® — A = — 27’ ( )am_’ A¥ ya (12,13b)
m—1

Si nous comparons ces relatlons a (12, 12b), nous obtiendrons
(12, 9a).
En partant de 1’équation (12, 10) et posant:
d’ A“ m—1

D’As = 4+ Z 'A'Yf, (12, 14)

; dt
1
on déduit de la méme maniére les formules (12, 9b).
0) Les m équations (12, 9a) étant linéairement indépendants

on en peut calculer les coefficients a,, ay, . . ., Gm:
Gmy = — —— L Dét. | A4, .. A9D A0 Ao... Ao |
Dét. | 42 | 0 1 j—1 m—1 j+1  m—1
i (12, 15)
avec j = 0,1,...,m—1, ob Dét. | A% | est le déterminant des
i
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composantes A*. Les expressions (12,15) sont invariantes par

13
rapport & chaque transformation affine non dégénérée des vecteurs
Yea c’est-a-dire les coefficients a; ne dépendent pas du choix des
i
vecteurs Y% (de L,). Pour le faire voir, posons:
i

— m—1

Yo =%, ¢* Y4, ou Dét. | ¢f 0,

k %‘ 7 | 7 |+

u

et désignons par o les valeurs définies par les relations:

m—1 u m—1 k "
Zk gk op = Zk @uab = ab~
o 0 o k
Si I'on désigne par A* les composantes de A% par rapport
— i i
au repére Y, on peut écrire: ‘
A ¥ m—1 ib ¥y m—1 zk m—1 y m~-1 ALY
a — a — o Ys — a,
i g"ik ;"i ;‘gi ozkik
d’ot
Ak "5 o Fr
i Zo’g P
En résolvant ces équations on trouve:

m—1u

= u
Av = S, 0, 4%, Dét. | o | + 0. (12, 18)
i s §

L’équation (12, 15) écrite pour la valeur transformée am—; nous
donne & Laide de (12, 16), (12, 9a) et (12, 15):

Om—g = ———=—Dét. | A°4°. .. A°DA® 4°. . 4°|=
Dét. | 4% | 0 1 =1 m—1 41 m—1
1 l “
=— . Dét.|ox | .

u
Dét. | ox | . Dét. | A° |
.Déb. [A°A4°...4°D A° 4° ... A°| = ap. C. Q. F. D.
0 1 —1

=1 m—1j+1  m

Les équations (12, 5), (12, 6) et (12, 9) correspondent aux
relations (5, 5), (5, 11) et (5, 4) resp. (5, 9) écrites pour m = N + 1,
celles-ci ont été le point de départ des recherches aux para-
graphes 6—11. On peut donc appliquer les méthodes utilisées
dans ces paragraphes a 1’étude ;4“ en Ly, et déduire les théorémes

analogues pour m général, aux théorémes dessus cités pour m =
= N + 1. En voici les plus importants:

60



En posant
Z,( )am—,A’—O a0 + 0

on peut trouver les théorémes:
1. Le systéme des invariants I, I, ..., I, (voir para-
graphe 5) est le systéme complet des invariants projectifs
du champ A%¢) en Lpy.
2. Les grandeurs
k(L Al
A = zu ( ) Ak—u &
k

0

m
ot QA = ‘ VDét. | A |'| sign Dét.l A‘|
k k
sont projectives invariantes et satisfont aux formules:

DQ[I — 42[!’
0

k
Dmlzm—za(f)la‘#l Qll, k=1,2"°-1m_l’

k k+1 1 k+s

(?,.ll = 0).

Invarianty tensorového pole v projektivnfm prostoru.
(Obsah ptedeslého élanku.)

V prostoru X, o n rozmérech je ddna symetrickéd konexe I,
a% na transformace *I7%, = I'ix + pid, + Puds, kde p, je libo-
volny vektor v Xp a A, pu,v =1, 2, .

Podél libovolné regularni knvky 5’ &) v X, je dano
pole tensord 4*”:---* (f) znamych az na multiplikativni faktor f(z).

V praci jsou stanoveny dvéma metodami skaldrni dif. inva-
rianty pole, nezivislé na hofejsf zmé&né konexe i na zméné
faktoru f(f). Dokdzdno, Ze za urditych predpokladii tyto inva-
rianty tvofi kompletni systém invariantd pole. — Koneéné v poli
sestrojeny veliiny, které, i jejich absolutni derivace, jsou inva-
riantnif vzhledem k uvedenym dvéma zméndm a které spliiuji
rovnice analogické k Frenetovym vzorcim pro kfivku. Obé
konstrukce byly podény v obecném bod& pole, t. j. v némiz
existuje m < »* linedrné nezavislych denvovanych tensord
DWgn--% (1 =0,1,...,m—1). P tom bylo pouZito pojmu
K()mgovych prostoru
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CAST FYSIKALNI.

L’influence de la saison et du climat sur les réfrac-
tions astronomiques.

Frantifek Link, Praha.
(Regu le 16 septembre 1937.)

Dédié a Monsieur le professeur Frantisek
Nusl & loccasion de son soixante-dixiéme
anniversaire le 3 décemhbre 1937.

L’influence des facteurs météorologiques et géographiques sur la
structure de 1’atmosphére se traduit par des variations des réfractions
astronomiques. Quelques résultats basés sur les sondages récents sont
donnés & la suite, ainsi que les considérations sur les causes internes
des variations rapides des réfractions découvertes en 1906 par F. Nusl
et J. J. Frid.

Je me suis posé comme probléme de calculer I'influence des
facteurs météorologiques et géographiques sur les réfractions
astronomiques. Ce probléme devient important du moment que
les observations astronomiques se font dans les différentes condi-
tions, en ce qui concerne le climat et la saison de ’année. Les
tables actuellement en usage ne tiennent compte de ces facteurs
que trés superficiellement. Il en résulte une incertitude autant
plus grande que I’on s’approche de I’horizon. Trés prés de ’horizon
la structure momentanée de l’atmosphére devient tellement
importante, que tout calcul fait d’avance ne donne qu’une indi-
cation peu précise. .

Pour bien faire il faudrait que chaque série d’observations
astronométriques soit précédée et suivie de sondages aérologiques.
Le calcul fait sur cette base donnerait alors pour chaque cas
séparément les valeurs des réfractions, qui auraient beaucoup de
chance d’étre exactes. Avant d’atteindre ce degré de perfection
il est toutefois utile de savoir, quelles sont les variations a attendre
dans les différentes conditions qui peuvent se présenter.

Pour les calculs des réfractions on a besoin de connaitre la
structure de ’atmosphére c’est-a-dire la fonction qui donne la
densité de ’air en fonction de 1’altitude. Les sondages aérologiques
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donnent alors la température et I’humidité relative en fonction
de Paltitude k. A partir de ces données il est facile de calculer la
densité de l'air p. En admettant 1’équilibre statique des couches
atmosphériques supposées sphériques et la loi des gaz parfaits
on obtient la formule connue

h
273 b, T 0434 M
log ¢ = log 7~ 755 + log T, R* f

0

ou M = 28,98, R* = 8,314 . 107 erg grad—1, T, et T' sont les tem-
pératures absolues au sol et au niveau donné, g l’accélération de
la pesanteur et b, la préssion barométrique au sol. L’influence de
la vapeur d’eau est faible et les sondages aérologiques ne sont pas
assez complétes sous ce rapport, pourqu’on puisse en tenir compte.

9
T dh, (1)

Le point de départ proprement parlé sera alors la fonction,
qui donne la’ température 7' en fonction de altitude 7' = g(h).
Je me suis d’abord servi des résultats de Ramanthan') qui donne
la repartition de la température sur ’hemisphére boréale en hiver
et en été. Ces données atteignent I’altitude de 25 km. Pour pouvoir
suivre aussi l'influence de différentes situations météorologiques,
j'ai adopté les répartitions des températures dans le cyclone et
dans 'anticyclone d’aprés Runge,?) données également pour I’hiver
et pour I’été. Ces indications ne dépassent pas 'altitude de 16 km.
On pourrait se demander, si ces données sont suffisantes pour un
calcul exacte. On peut repondre par affirmatif, puisque l'inté-
grale des réfractions est peu influencée par les couches élevées
de ’atmosphére. De cette fagon & partir de 25 ou 16 km respecti-
vement j’ai pu adopter les valeurs moyennes des densités d’apres
Humphreys,?) sans que la précision des calculs en souffre sensible-
ment. Pour l'intégrale des réfractions on peut écrire '

0

dg
l/cos% + 2’%@ — 2¢ (go— @)

Qo

R =csinz

(2)

ol ¢ = 6370 km, ¢ est la constante de la loi, qui donne l'indice
de réfraction de l'air u en fonction de la densité de lair: p =
=1 + cp, et z est la distance zénithale des rayons.

Preés de I'horizon lintégration numérique est nécessaire pour
évaluer l'intégrale précédente. Sous les faibles distances zénithales
I'intégrale est susceptible des gra,ndes simplifications. En develop-
pant en série ’expréssion sous le signe de l’mtégrale on obtient
approximativement



0
_ h—hy ¢(eo—0) _
R_Ctng(l_acoszz+ cos?z )dg—

t
= cg tg 2z + cgz f(h—h ydo + .

a cos?z

mais pour le second terme on peut écrire

o 0
fo—tyde=—fean—m
0 ©

ce qui est laltitude de I’atmosphére homogéne égale & 8,0 km
sous les conditions normales. On obtient alors finalement en
négligeant ce terme trop faible

R = cg, tg 2. (3)

Cette formule montre, que sous les faibles distances zénithales

les réfractions ne dependent que des conditions météorologiques
locales. La structure de ’atmosphére a peu d’influence dans ce cas.
La limite d’utilisation de cette formule est de l’ordre de 70°.
J’ai fait donc & titre d’information quelques calculs au vosi-
nage de ’horizon en appliquant la formule exacte (2) et pour la

distance zénithale de 45° d’aprés la formule approchée (3). Les
résultats sont contenus dans le tableau suivant.

Table des réfractions astronomiques.

Hiver | Eté

H
phreys
N7 | +80° | +60° | +40° | +20° | +00° | +20° [ +40° | +60° [ +80° | vz

90° | 54,2’ | 42,9’ | 34,4’ | 31,3" | 30,8" | 30,3’ | 31,8 | 33,1" | 37,8" | 35,8’
89,5° | 40,4" | 32,4’ | 28,6’ | 26,4’ | 25,9" | 25,4” | 26,7’ | 28,4 | 31,3" | 29,3’
89° | 32,1’ | 27,8 | 24,3’ | 22,7" | 22,3’ | 21,8’ | 22,8’ | 23,6’ | 25,3" | 25,0’
45° | 67,8”| 62,0” | 57,4” | 55,2” | 54,5” | 53,7” | 55,5” | 57,1” | 60,0” | 58,3"

Cyclone Anticyclone Cyclone Anticyclone

90° 34,7 45,6’ 32,4’ 34,7
@ = 45° |-
45° 56,1” 61,4” 54,17 57,9"
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L’examen de ce tableau montre les grandes différences surtout
au voisinage de I’horizon, ot elles ne sont pas dues aux différentes
conditions au sol, mais & la structure différente de ’atmosphére.
Les tables actuellement en usage ne peuvent donner pour cette
raison qu’une approximation assez grossiére dans certains cas,
comme le montre I’exemple suivant. Les tables de la Connaissance
des Temps donnent la réfraction moyenne a I’horizon égale & 36,6
en assez bon accord avec notre valeur moyenne 35,8'. Reduisant
encore la valeur de la C. des T. & la température moyenne de
I’année on obtient 34,8’, ce qui constitue toujours un accord accep-
table. Mais, si 'on compare ces tables avec nos données pour
les situations météorologiques différentes, ’accord devient mauvais.
Pour lanticyclone en hiver per ex. (0°C, 775 mm) les tables de
la C. des T. donnent 37,4’ au lieu de 45,6’ d’apreés nos calculs.

Ces variations saisoniéres et géographiques font penser aux
variations de courte période trouvées par MM. F. Nudl et J. J.
Fri¢,5) verifiées aprés par d’autres observateurs. Au cours de leurs
observations avec ’appareil circumzénithal ils ont soupconné des
variations des réfractions de période beaucoup plus longue que
I’agitation habituelle des images. Les enregistrements photographi-
ques a l'aide d’un appareil spécial ont demontré I’existence des
variations de la hauteur de I'étoile polaire atteignant 1" dans
T’espace d’une seconde de temps environ.

~ On peut se demander alors, quelles sont les causes internes
de ces fluctuations. D’aprés (3) nous pouvons penser d’abord aux
variations de g,. En différenciant cette formule on a
dR  dg,
E Qo0

Dans notre cas nous avons dR:R = 29, pour R = 50".
Il faudrait done que les variations relatives de la densité locale
atteignent 29, environ. Pour cela il faudrait admettre des fluctua-
tlons de la pression barométrlque ou de la température, que ’on
n’a pas observé jusqu’a présent

Une autre explication s’impose dans ce cas. Supposons, que
les niveaux d’égales densités au lieu d’étre horizontaux subissent
une inclinaison dans toute ’étendue de 1’atmosphére, qui interesse
la trajectoire lumineuse. Tout se passe alors comme si la distance
zénithale z était modifiée du méme angle. En différenciant la

formule (3) par rapport & z on obtient
. et dans le cas envisagé dz = 4 0,4°
R tgzcos’z g =04

Une inclinaison d’un demi degré serait alors suffisante pour
provoquer les variations des réfractions constatées. En réalité il
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suffirait une inclinaison temporaire un peu plus forte des couches
basses seulement pour produire le méme effet, puisque les couches
basses ont une importance considérable sur l'intégrale des ré-
fractions. Et ce phénoméne a beaucoup de chance de se produire
couramment.
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*
Vliv ro&nich obdobi a podnebi na astronomickou refrakei.

(Obsah piede§lého élanku.)

Podle nejnovéjsich dat o vysoké atmosféie poditd autor vliv
ro¢nich obdobi, zemé&pisné Sifky a meteorologickych podminek na
astronomickou refrakei. Vliv je zejména patrny u obzoru, kde
nutno poditati refrakei od piipadu k piipadu na zakladé aerolo-
gickych sondézi vykonanych pro kazdy pripad zvla§té. V mensich
zenitnich vzdalenostech staéi vziti v tvahu pouze zmény hustoty
vzduchu v pozorovacim misté.

Anomalie refrakéni pozorované Nuslem a Friem v malych
zenitnich vzdalenostech lze téZko vysvétliti zménami hustoty
podél dréhy paprsku. SpiSe maji sviij pivod v deformacich hladin
stejné hustoty blize povrchu zemského. -



The Orbits about an Oblate Spheroid.

Zdenék Kopal, Praha.
(Received September 16, 1937.)

Dedicated to Professor FrantiSek Nus!
on the occasion of his seventieth
anniversary December 3, 1937.

The subject of the present paper is an analysis of the generalised
two-bodies problem, where the central body is an inhomogenous oblate
spheroid and the companion can be regarded as a mass point. The general
result will be that also in this case the orbits are elliptic (or hyperbolic),
but showing a steady advance of periastron. The rate of motion will be
found to be a function of the oblateness of the spheroid, of its density
condensation, of the .ratio of its major semi-axis to the semi-axis of the
orbit, of the orbital excentricity, and, for orbits inclined to the equatorial
plane, also of the direction of nodes.

The problem which we shall face in the present paper may
be stated as follows: In the gravitational field of an inhomogeneous
oblate spheroid be moving a body which can be represented as
a mass-point. It is to investigate the orbits in which the mass-
point will move.

It may be a matter of some surprise that despite of its theoret-
ical as well as practical importance the present problem has not
yet been investigated in its general form — except the case of
a homogeneous spheroid with very small oblateness, which was dealt
with by W. D. Macmillan.!) The present paper may be considered as
an extension of Macmillan’s researches to the case of an inhomoge-
neous spheroid with considerable oblateness — but, as will be seen,
the present method of attacking the problem is essentially different
from that of Macmillan. Also the points of view in both investiga-
tions differ widely. While the aim of Macmillan’s research was to
establish the existence of periodic orbits in the considered case, the
main bulk of the present paper will be devoted to derivation of the
departures of orbits from the classical two-bodies problem?)

1) Cf. F. R. Moulton, Periodic Orbits, Washington 1920. Pp. 99—150,

2) Under this term we mean the case where both bodies can be treated
as mass-points. .
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explicitly as functions of the oblateness resp. the density conden-
sation of the spheroid. Anticipating the results we may state that
the general property of such orbits is the advance of periastron
— a quantity the amount of which can be ascertained by observat-
ions. Thus the results of our analysis will yield us a possibility of
determining the density condensation of the spheroidal body
from observable facts, and the application on celestial bodies
may in some cases provide us with certain indications concerning
their internal constitution, which untill quite recently has been
a subject of purely theoretical research. Finally the fact, that
both solutions, Macmillan’s and mine, as far as they are consistent,
point to exactly the same result, presents a valuable check and
leaves no room for doubt that both are generally correct.

The equations of motion for the present problem are:

d*z ., 0V
ag? ox
dy ., oV
ot~ Mgy 1
dzz oV
e ne
at? & 0z

where z, y, z, are Cartesian coordinates (the centre of the spheroid
taken as origin), V is the corresponding potential and %k the
Gaussian constant.

The potential of an inhomogeneous oblate spheroid with
respect to a point not too near is?)

Mm

r

ay
- @ (_ 1)6 Pzi e2i .
e . . 2i+1)
+ dn )T —e 21 i1 g [ et da (2)
0
where 9N is the mass of the spheroid, p its density, e the oblateness

b
a, its major semi-axis, Pg; the Legendre polynomials and

r:sz—i—,yz—}—zz.
In order to be able to evaluate the integral on the right side of (2)
a knowledge of ¢ as function of a is necessary. In the present
state of research it might seem most advisable to obtain it from
the Emden polytropic equation. But apart from the fact that
in the theory of rotating stars the polytropic configurations have

3) Cf. Tisserand, Traité de la Mécanique Céleste, II, p. 322. Paris,
1891.

V =
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recently rather lost their importance,*) the solution of Emden’s
equation cannot be given in finite number of terms and the
convergence of the corresponding series is so slow as to make their
application highly impracticable. This is mainly the reason why
we prefer for the purposes of the present paper the following
relation:

/ .a r—1
e=ec(1—a_1) 3)

where g is the central value of the density and » an arbitrary
constant. To get an idea about its physical significance, integrate
the above expression for ¢ over the realm 0 < a < a,. Denoting
om the mean density of the configuration, we readily see that

_gc_._v(v + 1) (v + 2)
Qm_ 6

=p (4)

i. e. that » specifies the density condensation alone. The values
» = 1 and oo correspond to the limiting Maclaurin’s and Roche’s
model respectively.
With the aid of (3) the definite integral from (2) can be
expressed as follows:
ay
-fga?("“) de = gca,3+% . B(v, 3 + 2t) =
0
o ') (5)
— 3+42i PR S
0 a’ B (B + D ol 1)
and by cancellation of Gamma functions®)

a

fgaz(i+l) da = g, a,3+% (2 + 20)!
v

‘ v+ 1)...(2+ 2 + )
0

Eq. (2) takes now the form:
V= 2’?—— 4 4nal3ch1 —e?x

g (—1)F (24 20)! Py e (6)
zﬂ’w + 1), . (24 20+ v) (20 4 1) 72+l

%) It was found that the polytropic density distribution is not in-
variant with respect to the rotation. For the discussion of this case the
reader is referred to my second paper ,,On the Internal Constitution of
Eclipsing Binaries, M. N. R. A. S. 97 (1937), 646—655.

5) Cf. Whittaker and Watson: Modern Analysis, Cambridge 1935;
P. 254, where a similar case is left as an exercise to the reader.
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which after some minor arrangements can be reduced to

_Mm S (— 1)i (2 + 2i)! Py (e)z‘}

¥ r{l+ M1y @2+ @+ ) D
We shall work consistently only up to the fourth order in e, i. e.
we consider only such small oblatenesses that the effects arising
from e® and higher terms can be neglected. Inserting the correspond-
ing expressions for the Legendre polynomials and on going through
the algebra, we finally obtain:

M D, 22 4 y? — 222
V = T{l + e, —2_— 1;{' S +
e 4¢4 3at 4 3yt + 80 ol Baty? — 24x%°% — 24y2z2} (8)
r8
The corresponding derivatives are:
oV ‘-)ﬁ o X+ Yt 4 42
—é;— {l + e2d, — 4 4+
2 ¢ (e 2 2
s (22 + 9?2 + szrs 122 (a? +3Q}x
ov. __y oV
R ®)
ov M 3x2 4 3y? — 222
.872_._3{14-&452 ok 4
15 2 2)2 8 4 40z2 x2 2
4 et 10 +3/)+;z8 ( +y)}z
where
6a,?
D, — ' 1N
RN
27a,4 (10)
D, = 1

BFNE+NG+9 6+
Combining (1) and (9) we arrived at the fundamental equations
of our problem.

As one easily verifies, this set of equations has some integrals
with the classical two-bodies problem in common: so the integrals
of the centre of the mass, one integral of areas and the vis viva
integral. The four rema,lmng mtegrals cannot, however, be expressed
in finite terms.

Seeking for them, we find it advantageous to transform the
fundamental equations in the cylindrical coordinates and, for the
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sake of simplicity, to make use of the canonical form. Owing to that

d2z dzy
YaE = e (1)
and therefore
rv” + 2r'v' =0 : (12)
the fundamental equations take the following forms®):
= 2 3 4pg? 5__ 194392 4
r":fl__ r e Zr 4rq1_ (p‘T 12r3q —|;8'rq
(4 )t (r2 + ¢*)? (r* 4 %)%
(13)
20 3 40 — 40r2g3 5
q":_ q 3—62 ggrq 2q7_e4¢‘15rq Orqu+8q
(r* + ¢*)2 (r* + ¢*) ™+ g)y®
where (14)
= sz +
v = arctg E
x
z=q
which together with the area integral
i = (15)

specify completely the orbits.
Let us investigate first the orbits lying in the equatoreal
plane of the spheroid, i. e. put ¢ = 0. Eq. (13) becomes now:

r" =c¢?.r % —r—2—e@, . r—t—e'®, . r—5. (16)
Integrating we obtain -
(r')2=—c2. 12+ 2r—1 4 3e2@yr—3 + 3@, . 15 +c,. (17)

Changing the variable by use of (15), (17) gets the form
2e2®, 2e4¢4r_
3c,? 5¢,%

2 2
(%:—)z—r2+:—22r4+;‘-2r3+ r+ L(18)
‘1 ‘1

which yields
¢, dr
v—cC3 = e — = —
? f l/r2 (cor® + 2r — ¢,?) + §€2@yr + 3ei®@yr—1
The terms multiplied by e? resp. e* are obviously minor with

respect to the first term of the denominator, and we are therefore
allowed to expand the integrand in a series of the form:

S5 e s ey
Loo\ v ) (et + 273 —c 2rR)itt

%) The dashes indicate differentiation with respect to the time.

(19)
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Consistently with our scheme of approximation we take into
account only the terms up to the order ¢!, and the term-by-term
integration gives:

. ¢, dr

Vv — 3 = —_— —
r chﬂ + 2r—c,?

; p

¢, D, dr
— 20
‘[31'2 ],/(czr2 + 2r —c,?)3 (20

_— f ¢, @, dr Lot f ¢, @, dr
5rd V(c,r"’ + 2r—c,%)3 673 V(czv2 + 2r —c,?)8

For e = 0, (20) should become the usual expression of the .
classical two-bodies problem. The reader may verify that this is
actually the case, and its well-known solution suggests itself.?)
But it is easy to see that also for e 3= 0 the solution may formally
be put in the form

T - S
" 1+ ecos (v—o)

but ' ceases to be constant, being a function of the radius
vector and therefore (for the non-circular orbits) of the anomaly.
Its evaluation consists of expressing the remaining integrals of
(20) in terms of v®); after performing this long and rather
complicated procedure we finally obtain:

o =w-+{Ad.e2+B.et 4 .. }v (22)

. r (21)

where

A= qbzgo(l + 1) &2 (22,1)

B = _Z{(?-«D‘ + @) + (49, + D) i +

1=0
ctof ol 1 s

Thus we arrived at the conclusion that in the considered

7) This enables us to determine the values of the three integration
constants. It follows that

¢ = |1 —¢&?
cg =—1
cg = o,
¢ and w being the orbital excentricity and the length of periastron respec-
tively.
8) As we are concerned only with secular terms, we have to take in

account only the terms multiplied by v, as those multiplied by periodic
functions of v clearly cannot contribute to the motion of apses.
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case the orbits about an inhomogeneous oblate spheroid are again,
in general, of the type (21), but showing a continuous advance
of periastron, and we carried out the necessary computation up
to the fourth order in e; the corresponding coefficients have just
been written down as functions of the density condensation of
the spheroid and of the orbital excentricity. It results therefrom
that the rate of apsidal motion is the higher,

(I) the greater the oblateness of the spheroid,
(II) the greater its major semi-axis,?)
(IIT) the smaller the density condensation,
(IV) the greater the orbital excentricity.

The all above said is true, of course, only for orbits lying
in the equatoreal plane of the spheroid and it would be desirable
now to extend it to inclined orbits. The idea of simultaneous
integration of (13) and (14) suggests itself, but the procedure
involved would be extremely tedious. The matter may, however,
be much simplified by a very reasonable assumption, that also
in this case the orbits can be considered as two-dimensional curves
lying in a revolving plane.

Let us turn back to (13). Introducing the new variable

.
% == (23)
(13) assumes the following form:
, o 1 1 . 1—w 1

(1 + wr)t ¢ 2(—?-}—@42)%.?_

8ut — 12u2 1 1 (24
— e, =
(I+wu)¥ 7
and, on the other hand, it is clear from the above assumption that
u=1tgi.sin(v—o” + Q) (22)

v being the angle of inclination of the revolving plane to the
equator of the spheroid, «” the complete expression for the
periastron motion for inclined orbits, and £ the length of node.
As u Z tgi, we may, limiting ourselves to small inclinations,
develop (21) in a Maclaurin’s series

r" = f(0) + f(0) u + $f"(0) u® + . .. (23)
where f(0) is obviously the right side of (13). As the right side

of (21) contains only the odd powers of u, all derivatives of the
even order must vanish when % — 0, and (23) reduces to a power

%) Expressed on account of the canonical transformation in terms
of the major semi-axis of the orbit as unit.
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series in tg? <. Supposing that for small values values of 7, »" comes
very near to o', we may express (v — ") by means of (21) as
function of r. Neglecting further the terms of the order tgts and
higher, (23) can be integrated in an analogous way as eq. (16) in
the preceding case. The whole procedure is now of course much
longer and too complicated to be reproduced here, and except
the cases 2 = 2nnw and 2 = 2 (n 4 1) =, n being an integer, the
mathematical difficulties could not yet be mastered completely.
For 9 = 2nm, however, il follows?):

@'n =0 + {[P¥:(A; + Bie? + Cye*) tg2i + ...]e2 4+ ...} v (24)

where 3 &f—4Y sy
Y, — 20;0( ; )e (24, 1)
and
A, =5 (2 4 99,); B = — (20 — 699D,); C = 2 (5 + 3D,). (24, 2)

For Q = 2 (n + 1)z, finally, it results:
©"ni1= 0" + {[@PWe(Ay + Bye? + Cge* + Dope® +
+ Hpe®)tg?e+...]e2+ .. }v (25)
where A, = 1400, D, =10 (1 — 69,)
B, = — 2 (5 + 447®,) E,=—10 (25, 1)
C, =2 (5 4 129,)

It comes out that also for ¢ 3= 0, the motion of apsidal line
remains always positive, and the greater the inclination, the
greater the additional terms. There is also an evident dependance
of the rate of motion on the direction of nodes, for in both preceding
cases the amount of motion results different, but owing to purely
mathematical difficulties this relation could not explicitly be
ascertained for all values of 0.

Numerical Example. As an illustration of the above
methods one numerical example may be added. Jupiter and its
fifth satellite form a system which comes very closely to the
model stated at the outset and discussed in the present paper.
The orbit of Jupiter’s fifth satellite shows indeed an advance of
periastron by the amount 883° a year. As its excentricity as well
as its major semi-axis and the oblateness of Jupiter are known,
we are enabled with the aid of our results to calculate the density
condensation of Jupiter itself.

The following values of elements are adopted:

a,= 0,401
e = 0,362
¢ = 0,006

9) Here we have evidently neglected also terms multiplied by e* tg? <,
i. e. those of the order @,.
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and because of the minuteness of inclination of the orbit to
Jupiter’s equator eq. (22) is directly applicable. The results of
computations are: :

] D, D, A B (" — w) per orbit
1,0 0,0482 0,0008 0,0483 0.0098 2,334°
2,0 0,0322 0,0004 0,0322 0.0045 1,546
3,0 0,0230 0,0002 0,0230 0,0023 1,099
4,0 0,0172 0,0002 0,0172 0,0013 0,819
5,0 0.0134 0,0001 0.0134 0.0008 0,637

As to 883° per year corresponds a value 1,21° per orbit, we obtain
by interpolation and by use of (4) for the density condensation

of Jupiter the value £ - 7,5 — a value which comes closely

Om
to the density condensation inferred for Saturn.10)

Concluding I would like to stress that the present paper can
contain scarcely more than a mere outline of the whole problem,
of the methods employed as well as of the results arrived at.
Its full-dressed analysis would exceed widely the scope of the
present paper and the detailed treatment will be published
elsewhere.

It is also my pleasure to express my sincere thanks to Docent
Dr. V. Nechvile, who, has discussed with me the above problems
in all stages and to whose stimulating suggestions the present

paper owes a great deal.
*

O« drahach kolem rotaéniho sferoidu.
(Obsah piedeslého ¢lanku.)

Tématem prace je zobecnéni problému dvou téles pro p¥ipad,
kdy kolem nehomogenntho rotaéniho sferoidu obih4 hmotny bod,
a to jednak pro drahy v ekvatoreilni roviné sferoidu, jednak —
v nejstruénéjsim narysu — i pro dréhy k rovnikové roviné sklo-
néné. Vysledkem rozboru je, Ze v obou piipadech obihd bod
obecné po kuZelosedce, ale po draze s neustale postupujici délkou
periastra. Velikost posuvu byla pak explicite vyjadfena' jako
funkce splosténi elipsoidu, jeho vnitini stavby, velikosti jeho
poloosy i vystfednosti drédhy; aplikace vysledku na Jupitera
a jeho paty mésic, u néhoZ pohyb periastra je zndm z pozorovani,
vedl k zjisténi vnitiniho sloZeni Jupitera.

10) See S. Chandrasekhar, M. N. 98 (1933), 559.
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Fotometricky prufez hlavy komety Finslerovy
v_blizkosti perihelu.

Bohumil Sternberk, Staré Dala.
(Doslo 20. za¥i 1937.)

Vénovdno panu profesorovi dr. Franti$ku
Nuslovi k jeho sedmdesétinam v den 3. pro-
since 1937.

Fotometrické proméfovani komet ma znadny vyznam pro
teorii téchto téles; pfesnd méfeni jsou v8ak dosti obtiZné podobné
jako u mlhovin a proto je k disposici dosud mélo vysledkd, jez by
snesly pFisnéj8i kritiku.

Pokusil jsem se pii nedavném piiblizeni komety 1937f (Fins-
ler) Zemi a Slunci ziskati fadu snimkd 60 cm, zrcadlem starodalské
observatofe pro uréeni fotometrického profilu hlavy této komety.
Na rozdil od objektivii o vét&im poli, jakym sledovali tuto kometu
na pt¥. Stépanek a Nusll) nehodf se parabolické zrcadlo pro studium
ohonu komet; del§i ohniskovd vzdalenost zrcadla dava naproti
tomu i v Newtonové systému obrazek samotné hlavy dosti veliky,
aby mohl byti zpracovan registraénim mikrofotometrem pii do-
stateéné Gzké projekeci Stérbiny.

Absolutni 8kélu je moZno uréiti dvéma cestami: bud vkopiro-
vanim na pf. rourkovym fotometrem, nebo pouZitim komety
samé, snfmky s clonou a bez clony. Proti vkopirovani §kily nutno
namitnouti rozdfl spektralniho sloZeni svétla umélych zdroji
a svétla komety, jez dava jinou gradaci na fotografické desce.
Metoda druha, jez vede, jak zndmo, k rovnici ¥eSené podrobné
Schwarzschildem,?) je v daném p#fpadé vyhodna, protoze hlava
komety predstavuje jakysi fotometricky klin, z nghoz lze pouzitim
registratnfho mikrofotometru velmi podrobn& ziskati diferenéni
kiivku. Ideélni by ovSem byly soudasné snimky dvéma stejnymi
objektivy na téZe desce (stereokamera). To je prakticky mozné

1) Cire. U. A. J., No. 683 (1937).
?) Astr. Nachr., 172 (1906), 65.
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jen pro malé ohniskové vzdalenosti a tedy na pi¥. pro fotometrické
studium ohonu.3?)

V na$ém ptipadé bylo nutné provadéti snimky postupné bez
clony a se clonou. Symetrické uspoiadani 3 exposic vyloudilo
pokud moZno vliv pravidelnych zmén extinkce a jasnosti komety.
Pokud se tyde zmén extinkce, mame také kontrolu ve stopich
stalic. Dostateénd svételnost zrcadla umoznila kromé& toho snimky
s pomérné kratkou exposici (2 min. aZ 20 min.). Stlumeni svétla
clonou o otvoru 42 cm obnaSelo podle vypoétu s ohledem na
pomocné zrcadlo 0,935 ™. Exposice byly provadény podle schema-
tu: bez clony, s clonou, bez clony. Mezi jednotlivymi snimky

Obr. 1.

posunul jsem kasetu asi o 1 cm. Smér tohoto posunu byl zvolen
ptiblizné kolmo k ohonu komety. P¥i exposicich byl veden daleko-
hled dvaceticentimetrovym vodidem za kometou.

Vysledky spoéivaji celkem na 24 snimeich komety. Dr. B. No-
vakové jsem zavazén za pomoc pii exposicich a za provedeni
mikrofotogramt na registraénim mikrofotometru Mollové ve
Spektroskopickém tstavu Karlovy university v Praze. Stroj byl
k tomu téelu propijden laskavosti pana prof. dr. Dolejika, jemuz
rovnéz dékuji. ‘

Projekce 5térbiny méla rozmér asi 0,1 mm X 0,1 mm; byl
kontrolovan jednak velikosti redlné stérbiny, jednak tim, Ze byly
prométeny snimky Stérbiny na fotografickém papiru. Z vysledka
vidime, %e spad jasnosti v této Sifce kolisal asi mezi 0,1™ az 0,35™.
Vzhledem k formé& kfivky nemély patrné tyto rozméry svételné
skvrny vlivu na vysledny profil aZ na partie jadru nejblizsi.
Menstho obrazku 3térbiny nebylo mozno pouZiti jednak pro ne-
dostatek svétla, jednak pro znaéné vystoupeni zrna desky ve slab-
§ich dastech snimku. Ostatné nedokonalosti vedeni dosahuji
u tak nesnadnych objekti, jakymi jsou komety, mezi, odpovidaji-
cich §ffce obrazku Stérbiny mikrofotometru. Zvétseni bylo zvo-
leno 7x.

3) Schwarzschild-Kron, Astrophys. Journ., 34 (1911), 342.
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Obraz 1. je reprodukei jednoho z mikrofotogrami a sice
313 N/22. Na tomto snfmku stejn& jako na ostatnich nelze s jistotou
nalézti Zadného vrstveni svétla v jidru komety. '

Mikrofotogramy byly proméfeny a zpracovany metodou d¥ive

zminénou.?) Byla zvolena symetricka forma rovnice

YT + In(T)] — [T — In(T)] = 0.935™,

k niz bylo hleddno feSeni se spojitou derivaci prvou a druhou.
Shoda kfivky rozdila zéernéni #(7'), odvozené ze snimku prvého
a druhého, s ktivkou ze snimku druhého a t¥etiho byla mirou zmén
extinkce. Rozdily jsou uspokojivé a% snad na k¥ivku odvozenou
z poslednf desky 320 N, kdy kometa stila uz hodn& nizko nad
obzorem a extinkce zfejmé& kolisala. K¥ivka #(7) mé&la maximum.
¢imZ feSeni bylo zjednodufeno. Ziroven v okoli tohoto maxima
méme profil nejlépe zajidtény; pouzil jsem pravé téchto hodnot.
abych pfived] ziskané profily z jednotlivych desek a vedert pied-
b&Zné ke kryti posunem ve sméru osy jasnosti: profily jsou p¥iro-
zené zndmé z dosud popisovanych snimki aZ na nulovy bod.
VsSechny kfivky byly posunuty tak, aby se co mo#no pFiblizily
kfivce z desky 312N 21 ve zminéném oboru. Takto ziskanou
tabulku neuvadim; mo#no ji snadno obdrzeti z tabulky v dal§im
textu. Bylo z ni patrno, zejména kdyZ jsme si kiivky nakreslili,
Ze vysledky z raznych desek a vederi velmi dobie spolu souhlasi
¢o do tvaru fotometrického profilu, a to i v &4sti centralni (a
na dva snimky), kde bychom se musili smi¥iti i s vét&imi rozdily
vzhledem k tomu, Ze jsme ui v oboru pfeexposice. Podobng je
tomu na okraji komety, v oboru podexposice, kde rozdily jsou vétii
také nasledkem Gdinku zrna desky na zaznam mikrofotometru.

Z grafického znazornéni viak vidime, Ze profily dne 12. srpna
jsou proti predeflym dnim pon&kud zhZené; mame tu foto-
metricky vyjadfeny jiz zndmy fakt, Ze hlava komety se v perihelu
0Z{; s tim jsou v souhlase i dal§i vysledky.

Nulovy bod profilu uréil jsem na zvlastnich deskédch jednou
pro kaZdy veder, s vyjimkou 6. VIIL., srovnanim se severni pol.
sekvenci.  Hlava komety a hvézda & 14 byly pak proregistro-
vany mikrofotometrem. Zvolime-li za jednotku plognou jasnost
hvézdy 9,00 roziifené na kotoudek o priméru 1 mm na foto-
grafické desce (0,00™) obdrzime definitivni profily obsazené
v tabulce &. 1.

Ziskali jsme je posunutim profild shora zmin&nych o tyto
hodnoty: pro 8. VIII. + 0,23m, 9. VIII. + 0,25™, 12. VIIL
+ 0,36™. Nulovy bod pro desku 308 N byl vzat stejny, jako pro
desku 309 N.

%) L. c. Schwarzschild, Astr. Nachr., 172 (1906), 67.
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Tabulka 1.

mm | 308/19 | 309/15 | 312/21 | 313/22 | 317/24 | 318/16 | 320/17
29 1,80
28 1,75
27 1,70
26 1,71 1,90 1,65
25 1,66 1,80 1,58
24 1,58 1,73 1,51
23 1,51 1,62 1,46
22 1,44 1,55 1,40
21 1,36 1,47 1,33
20 1,25 1,38 1,26
19 1,15 1,27 1,17
18 1,06 1,19 1,09 1,47
17 0,97 1,05 1,01 1,34
16 0,87 0,96 0,90 1,22
15 0,77 0,89 0,77 0,98 1,12
14 0,67 0,69 0,66 0,86 0,96
13 0,54 0,58 0,55 0,69 1,06 0,85
12 0,40 0,42 0,42 0,56 0,84 0,65
11 0,27 0,28 0,29 0,42 0,59 0,46
10 0,15 0,14 0,16 0,27 0,28 0,38 0,28
9 0,00 | — 0,04 0,00 0,09 0,19.| 0,16 0,08
8 |—016|—022| —0,16 | — 0,09 0,02 | — 0,05 | — 0,06
7 |—o032|—039]| —031|—029|—0,18| —0,23| —0,25
6 |—050| —060|—053|—0,51|—0,42| —045| — 0,51
5 | —069|—082|—078| —0,73| —0,63 | —0,68| —0,72
4 |—097| —101|—107| —1,01| —0,94 | —0,93| —0,95
3 | —127{—1,20] —1,45| —1,30| —1,25|—1,20 — 1,26
2 | —161|—169|—1,82| —1,64|—1,59|—1,57| — 1,64
1 | —218| —209|—242 | —2,04 | —2,06 | —2,00| —213
0 | —279 | —231|—277| —252| —262|—27|—2,65
1 | —213| —206|—214| —206| —1,95| —208| —2,04
2 | —160| —1,63| —1,70| —1,65 | — 1,47 | — 1,45 | — 1,48
8 |—12¢4|—122]|—139|—139]—=115|-—1,16]-1,13
4 | —098| —097| —098| —1,09| —0,8 | —0,89 | — 0,83
5 |—067]|—072|—0,65|—0,78| —0,60 | —0,62 | — 0,56
6 | —043|—0562|—0,45|—0,50| —0,37 | —0,42 | — 0,32
7 | —o024|—031|—021|—0,26|—0,10|—0,18 | — 0,09
8 | —o0,08|—0,11|—0,03|—0,03 0,17 0,00 0,15
9 0,13 0,09 0,13 0,17 0,24 0,39
10 0,26 0,28 0,30 0,35 0,41 0,57
11 0,39 0,45 0,43 0,53 0,68 0,76
12 0,53 0,60 0,56 0,66 0,93 1,00
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mm 308/19 | 309/15 | 312 21 | 313/22 | 317/24 | 318/16 | 320/17
13 0,68 0,78 0,70 0,83 1,12 1,22
14 0,85 0,92 0,79 0,95 1,32 1,44
15 1,03 1,09 1,01 1,11 1,57
16 1,13 1,19 1,13 1,72
17 1,28 1,29 1,27 1,93
18 1,38 1,43 1,38 2,16
19 1,52 1,54 1,46

20 1,60 1,66 1,66

21 1,66 1,75 1,63

22 1,72 1,86 1,72

23 1,79

24 1,90

25 1,97

26 2,04

Smér fotometrického prifezu je piiblizné kolmy ke sméru
ohonu. Postup éfsel v jednotlivych sloupcich tabulky shora dold
odpovida co do smyslu postupu hlavou komety ve stejném sméru,
jakym postupovala kometa mezi stilicemi (ve dnech méfeni méla
vlastni pohyb rovnéz piiblizné kolmy ke sméru ohonu). Hodnoty
argumentu v milimetrech od jadra komety (0) vztahuji se na
mikrofotogramy, na desce jsou vzdilenosti 7X mensi. Jeden
milimetr na desce odpovidd 1,04’. Vzdélenost komety od Zemé&
byla ve dnech pozorovéni podle pfedb&Znych elementi A4 = 0,55
az 0,58, -

K tabulce nutno piipojiti tato pozorovaci data (as UT
srpen):

Deska 308N, 3 exposice po 20 min. mezi 6,9875 a% 7,0340. Stied
stiedni exposice 7,01095.

Deska 309N, 3 X 20 min. mezi 8,8542 az 8,9021. St¥ed 8,87880.
Deska 312N, 3x 20 min. od 9,8528 do 9,9000. Stied 9,87614.
Deska 313N, 3x 5min. od 9,9250 do 9,9382. Sted 9.93188.
Deska 317N, 3x 2 min. od 12,8424 do 12,8507. Stied 12,84648.
Deska 318N, 3X 5 min. od 12,8556 do 12,8701. Stied 12,86276.
Deska 320N, 3x 15 min. od 12,9243 do 12,9604. Stfed 12,94655.

Tabulka piedstavuje prvy krok k fotometrickému studiu
hlavy komety. Pro plné poznani struktury bylo by tfeba provésti
fezy téZ v jinych smérech. To zatim nebylo mo#né, protoze Molltiv
mikrofotometr nemél zafizeni, je% by pFipoustélo otideti mérnd
deskou v posiénim dhlu.

Vypoéteme-li z tabulky vzdalenosti od jadra komety, ve kte-

b
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rych dosahuje hlava jednotkové plo&né jasnosti ndmi zvolené,
obdrzime tato é&isla:

Dne 8. VIII. 9,2 mm a 8,5 mm, 9. VIII. 8,8 mm a 8,2 mm,
12. VIII. 8,2mm a 7,6 mm (na mikrofotogramu), jez znovu po-
tvrzuji ztZovani hlavy v téchto dnech.

Bylo by uvaziti jesté vliv fotometrické korekce na optickou
osu, ktera vSak je v tak malé vzdélenosti nepatrné, a efekt Eber-
hardiv; i tento vliv pfi relativné malém spadu jasnosti nelze
povaZovati za dulezity a kromé toho neni zcela objasnén. Po-
dotykam, Ze desky byly vyvolany Rodinalem.

V literatuie nalezl jsem jediny fotometricky profil komety,
a to méfeni fotobunikou.?) Autorovi vychazi za velmi zjednodusuji-
cfho predpokladu z méfeni integralnich jasnosti tfemi clonami,
Ze spad jasnosti mezi vzdalenosti 1,2’ a 4,0’ od jadra byl dne
8. srpna 1,8™ Z na3f tabulky obdriime pro tytéz vzdalenosti
a den 2,2m, ,

Doufam, Ze méfeni tohoto druhu mohou piispéti, zejména
v kombinaci s vysledky jinych pozorovani, k objasnéni nékterych
otdzek o pohybu &astic a vibec fysice hlavy komety.

*
Le profil photométrique de la téte de la cométe Finsler au voisinage
du périhélie.
- (Extrait de l'article précedant.)

L’auteur a mesuré photographiquement le profil photométrique
de la téte de la comete Finsler (1937 f) au voisinage du périhélie
dans une direction perpendiculaire a la queue. Les résultats sont
contenus dans la table 1, dont ’argument correspond & la distance
du noyau de la cométe en 0,149’. Les datés des plaques sont repro-
duites sur la page 80. L’unité de la brillance: 9,00™ sur le circle de
1,04" diamétre.

5) E. J. Meyer: Astr. Nachr., 263 (1937), 377.

Casopis pro pestovéni matematiky a fysiky. 6 81



Zména vysky chromosféry.

Bohumila Novakova, Stard Dala.
(Doslo 20. zafi 1937.)

Vénovéno panu profesorovi dr. FrantiSkovi
Nuslovi k jeho sedmdesatinam dne 3. pro-
since 1937.

Srovnéni pomé&rt chromosférickych vysek ¢ar, pokud mo#no vzéjemné
nejblizsich, ve flash spektrech z ruznych &asovych obdobi, ukazuje, Ze
nastaly relativni zmény mezi vrstvami kolem 2000 km a nad 3500 km,
co? znameng existenci rozvrstveni chromosféry a zménu jednotlivych
vrstev jako celkii. Vysledky tyto odpovidaji vysledkim Mitchellovym
a ve srovnéani s méfenim radidlnich rychlosti par nad skvrnami vedou
k domnénce, Ze vrstvy kolem 2000 km nad fotosférou maji uréity vyznam
ve slune&ni atmosféfe. Na zdklad& pozorovéani chromosféry konanych mimo
zatméni, ve svétle 8ary Ha, se dé predpokladati, Ze zmény vysky chromo-
sféry, pozorované v riznych vrstvach, ve flash spektrech z rznych obdobi,
jsou zptsobeny zménami sluneéni &innosti.

Chromosféra jest jednou z nejzajimavéjsich vrstev sluneénich
a to zejména po strance roztfidéni prvki. Znalost vysky, do které
sahaji vrstvy jednotlivych prvkd, a rovnéz znalost zmény této
vyiky jsou dulezité pro teoretické vySetfovani poméri ve sluneéni
atmosfére. Jest zajimavé, ze prvky nejsou ulozeny v chromosféie
v pofadi atomovych vah, jak by se dalo ofekévati, nybrz jsou
ptipady, kdy prvek tézsi se rozklada ve vrstvé vyssi, nez néktery
jiny lehéi.

Spektroskopicka pozorovéni okraje sluneéniho konand kazdo-
dennd ve svétle dary H, ukazuji, Ze vyska chromosféry se méni
v riznych obdobich. Zména vysky vodikové vrstvy sluneéni
byla studovéna zejména italskymi astrofysiky Secchim, Ricco
a Abettim. V poslednf dobd jest n&kolik hvézdaren, kde se sou-
stavng mé¥{ vyska chromosféry a jsou to v prvé Fadé: Arcetri,
Catanie, Madrid a Praha (Stefanikova hvézdarna). Tato pozoro-
véni jsou provadéna systematicky oviem pouze kritkou dobu
a tak nenf mo¥no z nich dglati definitivni zavéry, ale miZzeme na
nich sledovati alespoii zm&nu chromosféry v tom obdobi, ke
kterému se vztahuji.
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Vodikové chromosféra, ktera ma povrch charakteru zoubko-
vitého, a podobd se podle Perepelkina!) ,flammende Prarie,
zdvisi co do vylky na heliografické §ifce pozorovaného mista.
Nejvyssi chromosféra byvad na pélech a nejniz§f na rovniku.
Rozdil mezi pély a rovnikem zavisi na obdobi sluneéni éinnosti.?)
V tabulce I a v diagramu obr. 1 je vidéti na hodnotich vzatych

10' |
o |
936 1937 1eas  1ea o 1o 103 193 BT 1936
Obr. 1. Vyska chromosféry.
—— stfed. hodnoty, @ = 90°, ——._.. @=1060° o p = 30°% — . . —.. @ =0°

Tabulka I. Vyska chromosféry pozorovani ve svétle

é¢ary H,.

Misto @ 5 5 & 5 Stfedni
pozorovani rok o o L & hodnota
Arcetri. . ... 1926 10,8” 10,6” 10,9” 10,8” 10,78”
Arcetri..... 1927 10,3 10,1 10,4 10,4 10,33
Arcetri. . ... 1928 10,0 10,0 10,5 10,2 10,19
Arcetri..... 1929 10,4 10,4 10,4 10,2 10,38
Arcetri..... 1930 10,6 10,2 10,2 10,2 10,32
Arcetri. . ... 1931 10,5 9,8 9,6 9,6 9,90
Arcetri. . ... 1932 11,0 10,3 9,9 9,8 10,28
Arcetri. . ... 1933 11,4 10,8 10,3 10,3 10,71
Arcetri. . ... 1934*) 11,1 10,6 10,2 10,0 10,48
Arcetri. . ... 1935 10,7 . 10,3 10,2 10,1 10,31
Praha ..... } { 10,9 10,4 10,3 9,6 10,25
Arcetri. .. .. } 1936 { 10,8 10,5 10,6 10,3 10,57
Praha ..... 11,0 10,7 10,6 9,9 10,56

1 E. J. Perepelkin, ZS. f. Astrophys., 6 (1933), 245.

2) G. Abetti, Pubbl. Arcetri, 44—b4 (1927—1936); Rend. dei Lincei,
(6) 19 (1934), 376; Handbuch der Astrophysik, Bd 4 (1929), 138.

*) V Praze byla konéna tato pozorovani jiZ také v roce 1934, aviak
podet m&Feni byl tak maly, %e nelze ziskané hodnoty srovnévati s hodnotami

z Arcetri

6*
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z pozorovani v Arcetri,®) jak se méni v uréitych obdobich vyska
chromosféry na pélech, na rovifku a v heliografickych sfikach
60° a”"30° Pro 1éta 1935 a 1936 jsou v tabulce I p¥ipojeny hod-
noty ziskané z pozorovani v Praze,t) nebot velmi dob¥e odpovi-
daji hodnotdm z Arcetri, pfesto, Ze podobné pozorovani obvykle
davajf, vlivem systematickych chyb zavisejicich na pozorovateli,
- na prstroji, na podminkich atmosférickych a pod., celkem vy-
sledky velmi rozlitné. Vidime, Ze rozdil mezi vyskou na pélech
a na rovniku jest nejvétsi pro obdobi minima sluneéni &innosti
a nejmensi, ba skoro Zadny, v obdobi maxima sluneéni &innosti.

Spektroskopickd pozorovani chromosféry, jez jsou kondna
pravidelng, bez zatméni, jsou dopliiovédna pozorovanimi konanymi
v okamizicich Gplného sluneénfho zatmeéni, kdy je mozZno vidéti
chromosféru ve velkém podtu &ar, patiicich riznym prvkam,
a do vétdich vySek. Zatim co p¥i kaZdodennim pozorovani je
moZno sledovati vodikovou &¢aru H, v mistech bez protuberanci
do vyde asi kolem 8.000 km, pii zatmén{ ji vidime a% do 12.000km.
Viditelnost chromosféry v obou piipadech zévisi kromé jinych
vlivii na intensité pozorované 8iry a nisledkem toho téZ uréené
hodnoty vySek zavisi na intensité a na rozdéleni intensity d&ar
v ruznych vyskich nad fotosférou. Absolutni méfeni vysky
v chromosféfe jest véci nemoznou, nebot je tu vliv citlivosti p¥Fi-
stroje, fotografického materidlu a atmosférickych podminek, a tak
jak hodnoty ziskané bez zatméni, tak i hodnoty zmétené v blesko-
vém (flash) spektru jsou jen relativni, to znamend, %e musime
piedpokladati, Ze jest mozZno s jistotou uréiti pouze vysku jedné
dary vidi dardm druhym v témZe spektrogramu.

‘ Je jisté velmi zajimavé -studovati, jak se méni; co do vysky
vrstev, rizné dary vudi okolnfm Saram ve spektru. V tabulce, 1l
ve sloupci &tvrtém jsou psany hodnoty poméra vysek rtznych
gar (pokud moZno vzajemné nejblizsich) méfenych v bleskovém
spektru, fotografovaném metodou pohyblivé desky dne 19. ervna
1936 v Sara, pfi uplném sluneénim zatméni®), a jsou srovnany
8 hodnotami Mitchellovymi®) (sloupec paty) z let 1905 a 1925
(metoda pevné desky) a Menzelovymi?) (sloupec Sesty, sedmy
a osmy) z let 1905 a 1908 (metoda pohyblivé desky) a z roku 1905
a od 4 = 4102 A z let 1900 a 1908 (metoda pevné desky). Tabulka
jest dvojité a v &asti prvé Ila jsou udény poméry vyiek Sar patii-

8) G. Abetti, Pubbl. Arcetri, 44—54 (1927—1936); Mem. della Soc.
Astr. It., 10 (1937), No 3, 255. . #

"4) B. Novékové, Memoirs 'and Observations of the Czech Astronomi-
cal Society, 1 (1935), No 1; 2, No 1 (v tisku). :

5) B. Novékova-J. Vlek, Publ. Star4 Dala, (pfipraveno k tisku).

%) 8. A. Mitchell, Astrophys. Journ., 71 (1930), 11.

7) D. H. Menzel, Publications of the Lick Observatory, 17 (1931), 18.
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cich témZe multipletim, v &asti b jsou tyto poméry pro &iry
raznych prvka a riznych multipletii. Jest moZno ¥Fci, %e téméf
viechny poméry vysek dar patiicich stejnym i rdznym multiple-
tim jsou v mezich moZnych systematickych vlivi téméf stejné
pro ruzni obdobi i rizné metody. Napadné rozdily jsou pouze

Tabulka IIa.

i Vysky | Novékové | Mitchell Msnzel
Prvky | 1A 1936 a Vitek | 1905 a 1505
km 1936 1925 | 1905 | 1900 a | 1908
1908
_Sr+ | 4077,83 | 5750
Sr+ | 421570 | 5750 1,0 1,0 Lo | 12 1,1
Fo | 404584 | 1800
Fe | 4063.62 | 1700 L1 1,2 1,1 Lo | 11
Fo+ | 4508,32 | 850
Fe+ | 4583.86 | 1500 0,6 06 | 08| 05 | 09
Mg | 516735 | 3000
Mg | 517265 | 3850 0,8 OB | BEy == -
Mg | 5172,65 | 3850 .
Mg | 518358 | 4200 0.9 8 1eef "t — | -
Na | 589599 | 2000 P w | L B
Na | 5889.98 | 2000 ; ' —

v nékolika pripadech a to zejména u Ca a Cr, i1 = 4226,74
a 4254,36 A z vrstev 3550 a 1900 km; Ca a Fe, 1 = 4226,74
a 4260,561 A z vrstev 3550 a 1400 km; Sc+ a Cr, A = 4246,90
a 4254,36 A z vrstev 3800 a 1900 km; Sr+ a Cr, A = 4215,70 -
a 4254,36 A z vrstev 5750 a 1900 km. Jedn4 se tu ve viech pii-
padech o poméry éar riznych prvka a riznych vysek. Tento efekt
by mohl byti zptsoben &¢istedné i vlivem razné citlivosti foto-
grafického materidlu, apardtu i metody, pro rizné intensity d&ar,
aviak zména poméru v riznych obdobich jest p¥ili§ velikd a zda
se tudfz, Ze pri¢inou musi byt redlné zmény ve vrstvé nékterého
ze srovnavanych prvki.

Nejvétsi rozdily hodnot pripadajicich na riznd obdobi jsou
pravé mezi vrstvami kolem 1500—2000km a vrstvami nad
3500 km. Nastaly tedy pravdépodobné zmény bud v obou anebo
v jedné z téchto vrstev. Udati p¥idinu téchto zmén prozatim
neni moZno, nebot srovnidvanych hodnot pro rizné obdobi jest
mélo, a chybi jejich souvislost, ale jest moZno souditi podle pravi-
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Tabulka IIb.

Vyiky | Novékové | Mitchell Menzel

Prvky | 4A 1936 a Videk | 1905 a 905
- Le54 1925 | 1905 | 1900 a | 1908

1908
Tie | 44435 | 2030 | OB 08 | 09| 08 | o8
Tie | 437200 | 1900 | 1O 10 [ 10| 10 | 09
o amel w0 | | e e | e | s
Latr | 412330 | 'sso | 12 01 | 11| 10 | 10
Tor | 51532 | 750 | VI 1| 09 | 14
Yo |so1sas | 3600 | OB 08 | o8| — |-
¥o | 30144 | 3600 | M 10 |09 | — | —
I1‘?{{,";; gtl)?g:ii éggg L2 1,3 1,0 _ _
S | 21070 | s730 | 06 08 | 00| 08 | 08
o 23223‘; L 1,9 33 | 09 | 12 1,2
Fo | 4o6051| 1400 | 2P 50 | 12| 13 | 15
o igi‘éﬁg 1 2,9 25 | 20| 37 | 22
oo’ | 435436 | 1900 | 20 33 | 10| 13 | 12
o | 435430 | Tooo | 3O 40 | 10| 21 | 14
For | 423392 | 1900 3,0 27 | L2 | 22 | 17
Yo | 08mds| '4s0 | 4O g [ =] — [ =




delnych pozorovani vodikové chromosféry na vliv slunedni &in-
nosti. Okolnost rozdilu vrstev stfednich a vrstev vy$$ich od-
povidéd dobfe vysledkiim Mitchellovym,®) ktery shledal z méfeni
vySek v bleskovych spektrech, Ze stfedni vrstvy chromosféry
mezi 1000 a 2500 km byly znaéné niz§i v roce 1905 nez v roce 1925,
a piipisoval tento fakt vlivu slunedni ¢innosti, ktersd soud$ podle
.vyskytu skvrn, byla v roce 1905 blizko maxima a v roce 1925
byla 1,5 roku po minimu. Céry patiici vy$iim vrstvam dévaly
viak v obou létech hodnoty navzijem shodné.

Jest zajimavé, Ze vysledek prace St. Johna, méfeni efektu
Evershedova, t. j. pohybt par nad skvrnami, pt¥ivadi pravé rovnés
k vrstvé kolem 2000 km,?) kterd jest charakterisovéna nulovymi
pohyby par a kterd jest tudii rozhranim mezi vrstvami vys§imi,
z nichz se déje pohyb par smérem do skvrn, a vrstvami spodnimi,
kde pary proudi smérem ze skvrn. Zd4 se vibec, %e tato vrstva
mé svij jisty vyznam ve slunedni chromosféte a Ze jeji vydka
jest vysledkem stavi tam panujicich. '

Jak z naSeho srovnani poméri vysek v chromosféie, tak i z vy-
sledkit Mitchellovych vyplyva, %e méni-li se vyska niz&f chromo-
sféry, méni se jako celek, anebo alespoii po vrstvich. Podobnd
zména chromosféry neodporuje rovnéZz soudasnym teoretickym
predstavam o chromosféie.

Nebylo mozno urditi v této praci zdvislost zmény pomért
vySek éar na sluneéni ¢innosti, nebot' bylo k disposici méalo hodnot
a dale srovndvané vyiky Mitchellovy jsou udany najednou pro
léta 1905 a 1925, rovnéz tak Menzelovy hodnoty ziskané z méfenf
spektrogramt zhotovenych metodou pevné desky se vztahuji na
t¥i léta 1900, 1905 a 1908, ale jednalo se ndm o ukazani, ze existuje
zmeéna poméru vysek jednotlivych vrstev a tudiZ v disledku toho
i zména vySek téchto vrstev. Abychom nasli p¥dinu téchto zmén,
jejich vztah ke sluneéni éinnosti a k heliografické sirce, bude tieba,
abychom méli k disposici uréitou fadu méfen{ konanych v riznych
obdobich. Z toho divodu by bylo nutno, aby studium jednotlivych
vrstev sluneéni atmosféry, i pokud se tyée tiplného sluneéniho zat-
méni,bylo konéno soustavné za pouzivan{ té%e metody, tého# foto-
grafického materidlu a téhoz pifstroje. Tim by se odstranil vliv
hlavnfch systematickych chyb a méfeni konana v riiznych obdc-
bich by se mohla vzajemné lépe srovnavati.

Price tato byla udéléna na podklad® vysledkd ziskanych
Geskoslovenskou vypravou za sluneénim zatménim do SSSR,
kteryito podnik se dal pod zadtitou pana profesora Nusla, pred-
sedy Ceské astronomické spolednosti.

*

8) 8. A. Mitchell, Astrophys. Journ., 71 (1931), 54.
?) G. Abetti, Handbuch der Astrophysik, Band IV., str. 174.
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Changement des hauteurs des différentes couches dans la
chromosphére solaire.

(Extrait de larticle précédent.)

En confrontant les rapports des hauteurs chromosphériques
des raies voisines dans le spectre-éclair des différentes époques:
1936 (Novakova-Vléek, plaque mobile), 1905 et 1925 (Mitchell,
plaque fixe), 1905 et 1908 (Menzel, plaque mobile), 1905, 1900
et 1908 (Menzel, plaque fixe), on a reconnu, que ces rapports
aussi bien pour les raies appartenant aux mémes multiplets que
pour les raies des différents éléments et des différents multiplets
ne différent pas de beaucoup & part quelques cas peu nombreux.
11 est trés interéssant de constater que les rapports des hauteurs
des deux raies changeaient d’une époque a l'autre dans le cas,
ou ces deux raies appartenaient & des niveaux différents et spé-
cialement quand une raie était d’'un niveau autour ou moins de
2000 km et I’autre de plus de 3500 km au-dessus de la photosphére.
D’aprés ces résultats on doit croire, que les changements qui
g’exercent dans les niveaux de 3500 km, ou dans les niveaux
plus hauts, ne correspondent pas complétement aux changements
des niveaux plus bas, c’est a dire au-dessous de 2000 km. Cette
opinion est aussi en accord avec les résultats de Mitchell qui
a reconnu que les raies appartenant aux couches médiales autour
de 1000—3000 km donnaient de plus petites hauteurs en 1905
qu’en 1925, tandis que les couehes plus hautes restaient égales
& ces deux époques. Les mesures de St. John des mouvements
radiaux au-dessus des taches solaires montrent aussi une diffé-
rence entre les couches basses et les couches plus élevées et elles
portent au niveau de l'inversion, qui s’étend a une hauteur autour
de 2000 km au-dessus de la photosphére. Nous voyons que les ré-
sultats de ces trois travaux nous donnent une idée concordante,
sur_les conditions dans la chromosphére solaire et elles montrent
la séparation des couches plus basses et des couches plus hautes
et par conséquent on doit supposer aussi que le niveau autour
de 2000 km au-dessus de la photosphére peut avoir une signifi-
cation spéciale dans la chromosphére solaire. Les astronomes
italiens Secchi, Ricco et Abetti ont reconnu que les changements
de la chromosphére observés dans la raie H,, dépendent de la
latitude héliographique et de l'activité solaire et en confrontant
ces résultats avec les résultats des nos mesures, nous devons suppo-
ser que l'activité solaire peut causer les changements des hauteurs
des différents éléments observés dans le spectre-éclair des différen-
tes époques et d’autre part nous devons supposer 'influence de
la position héliographique du lieu observé.
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RADNA VALNA SCHUZE

Jednoty Ceskoslovenskych matematikii a fysikii v Praze

bude se konati v patek dnme 3. pro-
since 1937 o 17. hodind ve fysikalnim
tstavu Karlovy university v Praze II,
U Karlova &. b, s obvyklym pofadem.

Vyro¢ni zpriva je oti§téna ve Spolkovém vé&stniku.

Hvézdarska rocenka na rok 1938.

Péci statni hvézdarny RCS sestavil dr. Bohuslav Masek.
Za K& 18'50 80, 84 str., 15 obr. . Exped. vylohy K¢ 1'—

Hvézdarskd rotenka je nutnou pomickou pro milovniky astronomie
pii jejich pozorovénich, ale vykond cenné sluzby i pii vykladech astrono-
mickych na Skoldch. Mimo obvyklé efemeridy podava soustavny piehled
o v8ech nejdalezit&jsich udélostech, které 1ze na obloze odekivati. Souborné

€lanky informuji &tendfe o zajimavych aktualitich astronomickych a po-
krocich astronomie v r. 1936.

Obsah Rogenky byl pfizpfisoben pfanim amatéri i profesorti stfedo-
Skolskych, takZe lze doufati, Ze bude vSem vyhovovati.

TECHNICKA FYSIKA

Napsal

Ph. Dr. FRANTISEK NACHTIKAL,
profesor &eského vysokého udeni technického v Praze.

Druhé, rozsifené vydéni.
80 7776 str., 603 obr. 1937 V plétné viz. Ké 144,—

SLAVNOSTNI SCHUZE

dne 7. prosince 1937 se koné

ve velké poslucharné Fysikalniho dstavu
PRAHA 1II, U Karlova & 5.




SBORNIK
JEDNOTY CESKOSLOV. MATEMATIKU A FYSIKU

Cislo XX

PhDr. VACLAV HLAVATY,

profesor Karlovy university

’

Diferencialni geometrie kfivek
a ploch a tensorovy pocet.

80 445 str. 31 obr. 1937 V plitng vaz. K¢ 154,—

Pro tuto knihu jako ucebnici jest originelni a charakte-
ristické, Ze autor nepocind tensorovym poétem, ani jej neklade
na konec, nybrz slucuje jej s diferencidlnégeometrickou latkou
tak, Ze Ctenat domnivajici se, Ze studuje ,,ndzornou” geometrii
v dvoj- nebo trojrozmérném euklidovském prostoru, najednou
zpozoruje, Ze si mimochodem osvojil i tensorovy podet a naopak.

Odbornika upoutd zase podmanujici systematika knihy.
Zejména jest upozorniti na pronikavé uziti kovariantni derivace,
zvlasté k odvozeni miry ktivosti, na pojednani o obecném pro-
blému rozvinuti ploch, na deduktivni krasy oddilu o druhé zi-
kladni formeé ploch a na teorii pfimkovych ploch v oddilu o spe-
cialnich plochéch.

Lze dostati u kaZdého knihkupce nebo p¥imo u nakladatele

Jednota Ceskoslovenskych matematikii a fysiki,
Praha 1, Zitna 25.

Vydavé a naklada Jednota éeskoslovengkych matematikt a fysikt v Praze.

Redakce a administrace v Praze II, Zitnd 25. Telefon 29308. Denné od

81/y—12/; a od 14—I18 hod. kromé soboty odpol.,, ned&le a svatku. —

Utet postovni spofitelny v Praze 13103. — Knihtiskdrna Prometheus

v Praze VIII, Na Rokosce 94. Telefon RR 8139, RR 8107. — Novinové

sazba povolena Ffed. poSt a telegrafa 18. listopadu 1933, &is. 288250/VII.
Dohlédaci afad Praha 25.
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