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1) Les principaux résultats de ce travail ont été ’objet d’une commu-
nication que I'auteur a faite le 17 juillet 1936 au Congrés international
des mathématiciens & Oslo. Cette communication contenait en plus des
théorémes concernant l’existence d’'un élargissement commun de deux
décompositions d’un groupe. Mais presque en méme temps a apparu dans
le 3e cahier du tome 41 de Mathema.tisghe Zeitschrift un travail de M. Fit-
ting (voir Fitting [4]), datant du 3 février 1936, que je ne connaissais
pas au moment, quand je faisais nrma communication. Le 3e cahier du to-
me 41 porte la mention: Abgeschlossen am 26. Juni 1936. Le travail de
M. Fitting traite le probléme de l’existence d’un élargissement commun
de deux décompositions données et en donne une solution trés compléte.
Par conséquent j’ai exclu du présent travail ce probléme.
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§ 1. Notations et définitions.

Dans ce qui suit les majuscules allemandes désignent tou-
jours les groupes et les sousgroupes, les majuscules latines dési-
gnent les éléments du groupe et les lettres grecques désignent
les automorphismes d’un groupe ou sousgroupe.

Soit & un groupe ayant un champ d’opérateurs Q2. Excepté
le §2, nous allons entendre par un sousgroupe ou un facteur
direct d’une décomposition un sousgroupe ou un facteur direct
qui est invariant par rapport aux opérateurs de 2. De méme
par un sousgroupe (facteur) irréductible nous allons entendre un
sousgroupe (facteur) $ de B qui ne se laisse pas décomposer
en produit direct de deux facteurs, invariants par rapport a 2
et tous deux distincts de $ et du sousgroupe-unité €. Un tel
sousgroupe peut &tre réductible au sens absolu du mot, ayant
des facteurs directs qui ne sont pas invariants par rapport a 2.

Nous allons écrire la décomposition d’un groupe donné & en
produit direct?) de ses sousgroupes de la maniére suivante

@=@1X@2X...X@,. (l)

Sauf la mention contraire les produits directs envisagés contien-
dront toujours un nombre fini des facteurs. Chaque élément G
de & peut étre exprimé d’une seule maniére comme produit
G=GG,...G0, avec G; dans B;. L’élément G; sera appelé le
composant de G dans &;. La décomposition (1) est dite irréductible,
si tous les facteurs qui y figurent sont irréductibles.

J’appelle une chaine descendante des sousgroupes dans & une
suite des sousgroupes de & telle que?)

@—_—(5(0)3@(1)2@(2);,,, . (2)

De méme une chaine montante des sousgroupes dans & est une
suite de sousgroupes telle que '

CcBVCBDC... ‘ . (3)

Une chaine (2) est dite chaine normale descendante, si pour chaque
1 21, B® est un sousgroupe normalt) de BG¢—V. De méme une

%) Quant & la définition d’un produit direct, voir: L. B. van der
Waerden, Moderne Algebra I., §42, p. 141.

%) M L N signifie que I'ensemble N contient I’ensemble A,
M c N signifie, la méme relation, quand on a M += N. Nous ferons
encore usage des notations suivantes, provenant de la théorie des ensembles:
M N N pour la partie commune de ces deux ensembles, M ¢ M, quand
1’élément - M appartient & M. Par (HW, H®) nous allons désigner le
sousgroupe de B engendré par les sousgrouges HM et HO®), par (G4, Gy, -
<« G,) le sousgroupe engendré par les éléments Gy, Gy, . . ., G,,.

4) ,,Normalteiler** ou ,,ausgezeichnete Untergruppe* est habituell®-
ment désigné dans les ‘livres .frangais par l’expression -,,sousgroupe in-
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chaine normale montante est une chaine (3), dans laquelle, pour
chaque 3, ® est un sousgroupe normal de B¢+1, Une chaine (2)
ou (3) est dite chaine principale, si dans (2) ou (3) chaque B®
est un sousgroupe normal de &. Nous appelons une chaine descen-
dante ou montante finie une chaine (2) ou (3) dans laquelle on a,
a partir d’'un certain indice k, B® = B¢+ pour chaque i > k.
Nous dirons que le groupe & satisfait & la supposition des chaines
descendantes (montantes) finies,®) si chaque chaine descendante
(montante) de & est finie.

Si 'on étudie les décompositions irréductibles d’un groupe,
deux problémes se posent immédiatement: le probléme d’existence
et le probleme d’unicité. Quant. au premier probléme, on peut
donner immédiatement la condition nécessaire et suffisante sous
laquelle au moins une décomposition irréductible de & existe.
Pour cela il faut et il suffit que chaque chaine descendante des
facteurs directs de @ soit finie. Si I'on envisage des décomposi-
tions de & ayant un nombre infini des facteurs, la question, ainsi
posée par M. Kurosch [1], p. 108, devient plus difficile. Récem-
ment M. F. Levi a donné I'exemple d’un groupe dénombrable,
ne possédant aucun facteur irréductible. Voir Fitting [4], p. 392.

Le probléeme d’unicité est formé par la question, sous quelles
conditions un groupe & posséde une décomposition irréductible
unique. On sait déja longtemps, en se bornant méme aux groupes
finis, qu’il y a des groupes qui possédent plusieurs décompositions
irréductibles distinctes. Alors, pour arriver aux résultats assez
généraux, il faut généraliser la notion d’unicité. On appelle le
sousgroupe BGM de & centralement isomorphe au sousgroupe G®
de ®, si B® est isomorphe & &), et si pour chaque élément G,.
de BD, G1G;~! est un élément du centre de &, G, étant I’élément
de ®®@ correspondant & G, par lisomorphisme en question. Un
tel isomorphisme est appelé central. D’'une maniére analogue nous
parlerons d’un homomorphisme et d’un automorphisme central.
Je dis que la décomposition (1) de & et la décomposition

B=9XHX...XH (4)

sont centralement isomorphes, si I'on a r = s, et si 'on peut établir
une correspondance biunivoque entre les facteurs ®; et $; telle
que les facteurs correspondants sont centralement isomorphes.
M. Remak [1] a trouvé déja en 1911 que, pour un groupe fini,
deux décompositions irréductibles quelconques ‘sont toujours
centralement isomorphes. Depuis ce temps-la, la question était

variant‘‘. J’emploie ici I’expression sousgroupe normal et je reserve I'expres-
sion sousgroupe invariant aux sousgroupes qui sont invariants par rapport
4 un champ d’opérateurs.

. %) En allemand ;,Untergruppensatz‘ et ,,Obergruppensatz‘‘.
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Pobjet de plusieurs travaux. Les résultats les plus généraux,
jusqu’a présent obtenus, sont dis a M. Fitting et a M. Kurosch.

M. Fitting [3] a démontré le théoréme suivant: Si le groupe &
satisfait aux suppositions des chaines principales descendantes finies
et des chaines principales montantes finies, deux décompositions
irréductibles quelconques de &, sont toujours centralement isomorphes.
M. Kurosch [1], en poursuivant des recherches commencées par
M. Schmidt [1], a démontré le théoréme suivant; Si le groupe &
satisfait a la supposition des chaines normales descendantes finies,
deux décompositions irréductibles quelconques de & sont toujours
centralement isomorphes. M. Kurosch n’envisage que les groupes
ordinaires sans un champ d’opérateurs. Pour le cas abélien le
théoréme de M. Kurosch est plus général, parce que, dans ce cas,
chaine normale et chaine principale sont deux notions identiques.
Dans le cas non-abélien les deux théorémes ne peuvent pas étre
comparés. D’un coté les suppositions de- M. Kurosch, faites sur
les chaines normales, exigent plus. D’autre co6té elles exigent
moins, aucune supposition sur les chaines montantes n’étant
faite. Cet état de chose nous a conduit & attendre que un théoréme
d’unicité plus général existe qui contiendrait les théorémes de
M. Fitting et de M. Kurosch comme conséquences. En effet, on
conclut aisément du théoréme 4,2 le théoréme suivant:

Si @ est un groupe qui posséde des décompositions irréductibles
et dont le centre satisfait & la supposition des chaines descendantes
finies, deux décompositions irréductibles quelconques de & sont
centralement isomorphes.

Nous allons envisager dans le présent travail toute la question
d’un point de vue encore un peu plus général. Supposons que,
dans la décomposition (1) du groupe &, chaque facteur &; se
laisse de nouveau décomposer en produit direct:

©i=®¢1><@i2><...x(§ui, 1=1,2,...,7r. (5)

Si I'on substitue (5) dans la décomposition (1), on obtient la
décomposition

G =01 X B X...xX B8, X By X B X ... X Br,. (6)

La décomposition (6) sera appelée I’élargissement de la décomposi-
tion (1). Nous allons voir que, sous. certaines suppositions, deux
décompositions quelconques du groupe & telles que (1) et (4)
possédent toujours des élargissements qui sont centralement
isomorphes. (Théoréme 4,1.) Les suppositions que nous y aurons
& faire ne concernent que le centre du groupe &. (Suppositions
3,1 ou 6,1.) Il n’est pas méme nécessaire que le groupe & posséde.
des décompositions irréductibles. Les supposition mentionnées
sont toujours satisfaites, si le centre de & satisfait & la supposition
des chaines descendantes finies. Je signale encore le fait que,

264



récemment, M. Baer [1], p. 221, §8 et [2], a fourni ’exemple
d’un groupe abélien qui posséde des décompositions qui ne peu-
vent pas étre élargies en décompositions centralement isomorphes.
Le présent travail fait clairement ressortir le fait que les seules
difficultés qu’on rencontre, en étudiant 'unicité des décomposi-
tions de & en produit direct, reposent dans le centre de &. Ce
ne sont que les groupes abéliens, ou I'on trouve & cet égard un
état de choses compliqué. On peut tirer la méme conclusion des
résultats récents de M. Fitting [4].

- §2. Les automorphismes d’un groupe.

Dans les alinéas 2,1—2,6 de ce paragraphe j'entend par un
sousgroupe ou un facteur direct de & un sousgroupe ou un facteur
direct au sens absolu du mot, abstention faite du champ d’opéra-
teurs 2. Un automorphisme ¥ de & est un homomorphisme qui
fait correspondre & chaque élément G de & un autre élément Q9
de G&. L’ensemble d’éléments G¥ forme un sousgroupe de @&
que nous allons désigner par B9. Tous les opérateurs du champ 2
sont des automorphismes du & et inversement, un ensemble
quelconque d’automorphismes de & peut étre pris pour un champ
d’opérateurs de &. La correspondance G — G pour chaque G est
aussi un automorphisme de & que nous allons appeler auto-
morphisme-unité et désigner par e&. De méme E étant l'unité
du groupe, la correspondance G — E pour chaque G, est un auto-
morphisme de &, l'automorphisme-zéro p. L’automorphisme de &
fait correspondre & chaque sousgroupe $ C & un sousgroupe $Hd
de B?. Si I'on a $ 2 H¥Y, automorphisme & peut étre considéré
méme comme I'automorphisme de $. Tel est le cas pour le sous-
groupe &9, car de B 2 B on obtient G 2 (BJ)P. Soient 7,
¥ deux automorphismes de B. On considére ces deux automorphis-
mes comme égaux n = ¥, si 'on a Gy = G pour chaque élément G
de ®. Comme on sait bien, le produit #® de ces deux automorphis-
mes est l'automorphisme qui fait correspondre & chaque élé-
ment G de & I’élément (G7)?¥. La multiplication des automor-
phismes ainsi définie est associative: {(nd#) = ({7)@. Si chaque
élément de &7 est commutatif avec chaque élément de &9, la
correspondance G — (G7) (G9) est aussi un automorphisme de .
En ce cas nous allons appeler d’aprés M. Fitting [1], p. 524 et [2]
(voir aussi [3], p. 19, remarque 5), les deux automorphismes 7
et J sommables et nous allons désigner ’automorphisme, engendré
par la correspondance G — (G7) (G9), par n + &. La somme de n
automorphismes @, + 9, + ... 4+ 9, ne sera définie que dans
le cas, ol les automorphismes @, ¥ pour chaque couple d’indices
i, k, % + k, seront sommables. Elle nous représentera 1’automor-
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phisme engendré par la correspondance G — (G4d,) (GF,) . . . (Gn).
On voit aisément que I’addition des automorphismes, ainsi deflnle
est commutative et associative. Entre 1’addition et la multlphca-
tion d’automorphismes il y a une relation distributive: L’existence

de la somme &, + &, + ... + ¥, entraine celle des sommes
o+ by 4+ ...+ b eb S+ Gy + ...+ Gy
et on af)

N+t .+ W)=+ 9+ ...+ (1)
N+t ...+W)p=0n+%%n+ ...+ . (2)

Si, pour &, B# est un groupe abélien, la correspondance
G — (G9)—1 = G—19 est un automorphisme de & que nous allons
désigner par (— ). & et (— &) sont sommables et on a & +
+ (=9 =e

M. Fitting [1], § 3, p. 518, et [3], p. 19, remarque 3, appelle un
automorphisme & de & normal, si I'on a pour deux éléments quel-
conques 4 et B de &:

(B—1AB) & = (B—19) (49) (BY) = B—1 (49) B.

Un automorphisme normal fait correspondre a chaque sousgroupe
normal de @ de méme un sousgroupe normal. On trouve aisément
que la somme et le produit d’un nombre fini d’automorphismes
normaux est un automorphisme normal.

Soit $ un sousgroupe de &. Si l’'on a H = H? et si la corres-
pondance H — H4¥ est biunivoque, c’est-a-dire un isomorphisme,
nous allons dire- que ’automorphisme & est un automorphisme
propre pour H7) et que $H est un sousgroupe reproduit par 4. Un
automorphisme ¢ propre pour & ou un automorphisme propre
tout court est un automorphisme au sens habituel du mot, c’est-
a-dire une correspondance biunivoque entre les éléments de &,
qui conserve 'opération du groupe. En ce cas et en ce cas seule-
ment, il existe un automorphisme inverse 9—1 tel qu’'on a d9—1 =
= 919 = e. Si le sousgroupe $ est reproduit par 7 et 9, il est
reproduit aussi par . Chaque automorphisme ¢ de & est propre
au moins pour un sousgroupe de &: pour le sousgroupe unité €.
Nous allons démontrer le lemme suivant:

2,1. Lemme. Pour chaque automorphisme 4 de & il y a dans &
des sousgroupes maximum reproduits par &, c’est a dire des sous-

¢) Inversement, si, par exemple, la somme n#, + 7 + ... + 79,
existe, il faut supposer de plus I’existence de #, 4 &, + ... #, pour pou-
voir en conclure l'existence de 7 (8, + @5 + ... + 8#,) et I'égalité (1).

7) Cette expression egt dfie aussi & M. Fitting. Voir [1], § 2, p. 518,
[3), §1, p. 18, remarque 2.
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groupes reproduits par 4 qui me sont pas contenus dans d’autres
sousgroupes reproduits par 9. ‘

Démonstration. Soit HO C HA C H® C ... une chaine mon-
tante infinie des sousgroupes reproduits par #. (Si, dans &, une
telle chaine n’existe pas, le lemme est vrai.) Soit 5 I'ensemble
de tous les éléments de B qui sont contenus au moins dans un
des sousgroupes $H®. $(*) est un sousgroupe de & qui est reproduit
par ¢ ce qui prouve notre lemme.8)

2,2. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Supposons que
) parm'i les sousgroupes maximum reproduits par &, il y art un sous-
groupe normal H C ®. En ce cas  est le sousgroupe maximum
unique reproduit par 9.

Démonstration. Soit & un sousgroupe quelconque reproduit
par 9. La partie commune $ n & = & des ensembles $ et F
est aussi un sousgroupe reproduit par ¢, car on a F'9 = (H?) n
NG =9Hn0F=G et la correspondance F’'— F’® est évi-
demment un isomorphisme. Soit $' = (£, F) le sousgroupe en-
gendré par $ et . $ étant un sousgroupe normal de &, chaque
élément H' € $' peut étre mis sous la forme H' = HF avec un
He$Hetun FeF. On a H'Y = (HY) (FI), c’est-a-dire H'9C H'.
Inversement, il existe un élément H,e $ tel que Hy = H et un
élément FoeF tel que Fg# = F. On a alors (HF,) ¢ = HF et
par conséquent $H'? = $’'. Soit maintenant (HF)d = H, c’est-
a-dire H} =F-19¢F = H n F. Parce que F ' est reproduit
par 9, la relation H® = F—19 entraine H = F—1, c’est-a-dire
HF = E. La correspondance H' — H'®, définie par & dans $’,
est un isomorphisme, cela veut dire, £’ est un sousgroupe repro-
duit par 9. $ étant un sousgroupe maximum, on a ' = (), F) =
=%, cest-a-dire H 2 F.

2,3. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Soit K llensemble
de tous les éléments K ¢ @, ayant la propriété suivante: Pour chaque
K on peut trouver un entier positif n tel que K9* = E. Q est un
sousgroupe normal de & et on a K C K. Nous allons appeler le
sousgroupe K sousgroupe annulé par 3.

Démonstration. L’ensemble de tous les éléments KM e®
tels que K9 = E forme, comme on sait, un-sousgroupe normal
KV c B. En général, soit KM I'ensemble de, tous les éléments
de B tels que K®my" = E. Q™ est un sousgroupe normal et on

a évidemment:
ECRWCRAC..
Construisons 1’ensemble de tous les éléments de & qui sont con-
8) Dans cette démonstration on a employé l’a.xlome de choix. Dans

ce qui suit nous allons employer plusieurs fois cet axiome sans en faire
une mention expresse.
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tenus au moins dans un des sousgroupes K. Cet ensemble est
un sousgroupe normal et il est identique & l’ensemble Q. Parce
qu'on peut écrire pour chaque n KWH CQm—1, on a KI C K.

2,4. Détinition. L’automorphisme & de & est dit parfast, si
le groupe B est le produit direct & = $ X R d’un sousgroupe
maximum $ reproduit par 9 et le sousgroupe R annulé par 9.
En ce cas, $ étant un sousgroupe normal de &, il est le sousgroupe
maximum unique reproduit par ¥.

Les démonstrations des paragraphes suivants reposent d’une
maniére fondamentale sur le théoréme:

2,6. Théoréme. Soit & un automorphisme du groupe &. Suppo-
80MS que au Mmoins un sousgrowpe maximum >, reprodust par 9,
soit normal et que le sousgroupe-quotient & /R soit abélien et satisfasse
a la supposition des chaines descendantes finies. Sous ces conditions &
est parfait pour .

Démonstration. Nous allons prouver d’abord un lemme sur
les groupes abéliens.

2,61. Soit A un groupe abélien qui satisfait a la supposition
des chames descendantes finies. A ne contient que les éléments d’ ordre
fini. Soit p un mombre premier quelconque. U me contient qu ‘un
nombre fini ou zéro d’éléments d’ordre p.°)

En effet, dans A chaque chaine descendante étant finie,
2 ne peut contenir aucun élément d’ordre infini. Envisageons
pour un nombre premier donné p I’ensemble de’ tous les éléments
de QA d’ordre p. S’il n’y a pas dans  de tels éléments, le lemme
est vrai. Dans le cas contraire, je prends un quelconque parmi
ces éléments et je le désigne par 4,. Pour 4, je prends un élément
de cet ensemble qui est indépendant de 4,, cela veut dire qu’il
ne peut pas étre mis sous la forme A, = A4,*¥ avec un k entier.
En général, les A4,, 4,,..., Ap—1 étant déja choisis, je prends
pour A4, un élément de I’ensemble envisagé qui est- indépendant
des éléments précédents, cela veut dire qu’il ne peut pas étre

mis sous la forme A,%A4,%. .. Ak:',,:}, les k; étant des entiers.
Si 'on arrive & un entier n, pour lequel on ne peut plus choisir
dans l’ensemble un éléments A4, indépendant des précédents,
Pensemble n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans le cas con-

traire nous avons construit une suite infinie d’éléments d’ordre -

p: Ay, A, ..., chaque élément étant indépendant des précédents.

%) Cette chose est la conséquence du fait que, d’aprés M. Kurosch [1],
un tel QA est le produit direct d’'un nombre fini de facteurs irréductibles
qui sont, ou des sousgroupes cycliques, ayant comme ordre une puissance
d’un_nombre premier, ou les sousgroupes p”®, appelés par M. Kurosch
quasicycliques. Conformer aussi Priifer [1]. Afin que les démonstrations
du présent travail soient indépendantes des résultats de M. Kurosch, je
donne ici une preuve du lemme.
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Par conséquent on a pour chaque n3) (4,, 4,, ..., Ap—1) 0 (4,) =
= € et le groupe 2 contient le produit direct infini (4,) X (4;) X
n

X (43) X ... .Posons Ui =(4;) X (Aj41) X ..., 1=1,2,....0
voit que, en ce cas, 2 contiendrait la chaine descendante infinie
A2A DA DAUA; D ... Le second cas est donc impossible.

262, On a pour chaque entier positif n: H9"* &= E pour
H =+ E He$H, dou H 0 K = E. H étant normal, & contient le

produit direct
Q=HXKcBG

qui est un sousgroupe normal de &.

2,63. On a Q9 c Q. En effet HI = $ et d’aprés 2,3 QI C K.

R,04. Le groupe-quotient & = B/Q est un groupe abélien,
satisfaisant a la supposition des chaines descendantes finies. D’apres
la supposition le groupe-quotient B/R est un groupe abélien qui
satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. La méme
chose est donc vraie pour B/Q, & cause de K C Q.

2,65. D’aprés 2,53 on a (QG) 9 = (QI) (GI) cQ(G9). L
correspondance entre les classes de & d’aprés le sousgﬁ)upe Q:
QG — Q(GF) est un automorphisme du groupe-quotient & = G/Q
que nous allons désigner par B.

R,66. L’automorphisme 9 est un automorphisme propre pour ®.
Soit G_En élément de B et QG = (H X R) G, la classe respective.
Soit G9 = E, c’est-a-dire G¢ = HK ¢ Q avec un He$ et un
K ¢ R On peut trouver dans £ un élément H' tel que H'd = H,
d’ot (H'—1G)9 = K e R et par conséquent H'—'G = K'e R,

G = H'K' € Q, c’est-a-dire @ = E. L’automorphisme & représente
donc @ d’une maniére isomorphe a un sousgroupe G de B,
d’ott il suit BF = B.1%) & est propre pour G.

2,67. Supposons maintenant que & ne soit pas le groupe-
unité. Il existe alors d’aprés 2,54 et 2,561 un nombre premier p

tel qu’il y a dans & des éléments d’ordre p. L’ensemble de ces
éléments est un sousgroupe ®,cC @, ayant d’aprés 2,51 lordre
fini. B, étant invariant par rapport a chaque automorphisme
de G, lautomorphlsme 9 est propre pour GS,, Soit 4, 4, . . ., 4,
une base de &,. Un élément arbitraire 4 de &, peut étre mis
sous la forme

A= A4 ... AY avee 0 < d; < p. (3)
Choisissons dans la classe A4;,i=1,2,...,r, d’'une maniére arbi-

_ 19 Autrement, il y aurait dans @ une chaine descendante infinie:
GOB?D®BI2D..., contrairement & 2,54.
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traire un élément 4; comme représentant de cette classe. Dans
la classe A nous choisissons comme représentant 1’élément

« u_ A=Ab48 .. . A% (4)
De A? = E, il suit _
_ A» = HK (8)
avec un He$H et un K e R. p est le plus petit exposant pour
lequel une telle équation est vraie. Soit s, un nombre entier
positif tel que pour K de (5) on a K9#'4 = E. Un tel s, existe
d’aprés 2,3. Posons
A9 = HOKMAD), ()
o1 AM est le représentant de la classe contenant A¥. Soit {4 un
entier positif tel qu’il est KM¥¢4 = K. Soit »n le plus grand nombre
de tous les s4 et de tous les 24, ii_parcogrant leE représentants
des classes de ®,. §1 lon pose 49" = B;, les B; forment une
nouvelle base pour &, et on peut choisir pour les représentants
des classes de la base les éléments

A" = B;.
Pour le représentant d’une classe arbitraire B = B%B% . . . B
de & nous choisissons évidemment 1’ élément

B=Ba&Bah .. . Br, 0<di<p (7)
et nous avons d’aprés (4)
Ad" = B. (8)
D’aprés (5) et d’aprés le choix du nombre = il est
Br = Arj* = (HK) 9" = (HI") € $. (9)

D’aprés (6) et (8) et d’apres le choix du nombre = il est
B = (A9") 9 = (A9) 9 = (HOKDAD) 9 =
= (HW9") (AW9*) = (H'9") BO),

ol l'on a posé AMgr = BO), .

2,68. Le sousgroupe HV = ($, B,, By, ..., B,)%) de & est
reproduit par #: On a d’aprés (10) HVI = (H3, B,3d, B, . . .
e uBB) = (D, B, By, ..., B) =M. Un élément arbitraire de
HD peut étre mis sous la forme HB,%Byh. .. B’ ce qui est
d’aprés (7) égal & HB . (HB) 9 = (H9) (Bd) = E signifie BY ¢ H,
cela veut dn‘g pour les classes d’aprés 2,55 Bd = E et de 2,566
il suit B=E, d’oh B=E. $ étant le sousgroupe maximum
reproduit par 4, on a HO = §H, cela veut dire B, = €, contraire-

ment & la supposition faite au commencement de 2,57. Il en suit
B =9 X R et ¥ est parfait.

(10)
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2,6. Définition. Envisageons la décomposition (1) du § 1.
Soit S) un sousgroupe de &. Soit H ¢ $, la correspondance H — G,
ou G; est le composant de H dans ®;, est un homomorphlsme que
nous allons appeler homomorphisme de décomposition. D’une ma-
niére analogue nous parlerons d’un isomorphisme de décomposition
et d’un automorphisme de décomposition. D’aprés M. Fitting [4],
§ 2, p. 382, nous allons désigner par y; I’automorphisme de dé-
composition qui fait correspondre & chaque élément G = G,G,...Gy
son composant G; dans le facteur &;. On voit toute suite que cha-
que couple y;, vi, ¢ = k, est sommable et d’apres M. Fitting [4]
1. c. on a les relations suivantes

ntrt...+r=s (11)
Vivi =i Yive=g@ pour i k. (12)
On vérifie aisément le lemme:
2,61. Lemme. Chaque automorphisme de décomposition est
normal
2,7. Définition. Soit B un groupe avec un champ d’opéra-
teurs .Q. L’automorphisme 9 de & est dit admis par 2, si I'on
a w? = Jw pour chaque w e 2.

2,71. Lemme. Le produit d’un mombre fini d’automorphismes
admis par 2 et la somme de ces automorphismes, si elle existe, est
un automorphisme admis par L.

Démonstration. Quant au produit 1’énoncé est évident.
Envisageons la somme &, + &, + ... + ¥,. Nous avons d’apres (1)
et (2)

oHhF+H+...+%h) =0+ od+...+ o
Hht+h+...+%ho=0ho+ %o+ ...+ do

et les deux expressions sont identiques.

2,72. Lemme. Si & est un automorphisme de & admis par Q,
le sousgroupe R, annulé par ¥, est invariant par raport a Q. Si,
de plus, le sousgroupe maximum $, reproduit par &, est unique
et satisfait a la supposition des chaines descendanies’ finies, il est
de méme invariant par rapport a £.

Démonstration. Soit K ¢ & et soit d’aprés 2,3 » entier positif
tel que K" =E. On a (Kw) 9" = (K9) w = E, c’est-a-dire
Ko C R.

‘Soit § le sousgroupe, formé par tous les éléments F e $H
pour lesquels Fw = E. On a donc Fo = € et ensuite (Ff) v =

= (Fow) ¢ = €, dott FSC F. L'automorphisme & étant propre
pour §, il représente le sousgroupe @& C $ .d’une maniére iso-
morphe au sousgroupe F# C &F. Mais, parce que $ satisfait a la
supposition des chaines descendantes finies, le cas Fd C F n’est
possible.’?) Or, on a ¥ = F et F est reproduit par &#. Pour le
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sousgroupe $Hw, on a d’abord

Ho = (HP) 0 = (Hw) . (13)
Soit ensuite H' ¢ Ho et H'd = E. On peut déterminer un élé-
ment He$ tel que Ho =H'.On a £ = H'd = (Hw) 9 = (Hz?) w,
c’est-a-dire (HY) e F. §F étant reproduit par ¢, H est de méme
contenu dans g et par consequent E = Hw = H'. 9 représente
$Hwo d’'une maniére isomorphe & (Hw)?. En vertu de (13) Hw est
donc reproduit par ¢ et parce que $ est le sousgroupe maximum
unique reproduit par 4: Ho CH.

2,73. Lemme. Soit & un groupe avec un champ d’opérateurs Q.
Soit (1) du § 1 une décomposition de &, o les &; sont invariants
par rapport @ L. En ce cas tous les automorphismes de décomposi-
tion vy, sont admis par Q.

Démonstration. D’aprés les suppositions, on a pour un o ¢ .Q
et un Ge® avec G =G,G,...G,;: Grw = @1 e & pour k =
=1,72, ,7. On en tire dun cote Gyiw = G,w = @';, d’autre
cbté Gwy. = [(Gy) (Gaw) . . . (Gr0)] yi = ['1Gy . . . G1]yi = Gy =
= (', par conséquent y;» = wy;.

Nous aurons besoin encore du lemme suivant:

2,8. Lemme. Soient ¥, et 9, deux automorphismes du grou-
pe G. Soit H un sousgroupe de & reprodust par 9,9, et R un sous-
groupe reproduit par 9y9,. Soit de plus

R =R H =RKHCH. (14)

On a alors H9 = R, K, = $H et les correspondances entre les élé-
ments de $ et de K y sont isomorphes.

En pa,rtwulzer st hy, = 9,9, et st & est reproduit par 9,9,
@ est reproduit méme par 9, et par 9,

Démonstration. On a

5Py = H, K =K (15)

et on peut écrire
. HH =R, K%=29, (16)
KR =9", H'9% =K. (17)

Ici, les correspondances sont isomorphes, parce que, d’aprés la
supposition, les correspondances (15) qui en résultent le sont aussi.
De la seconde relation (16) et de la premlere relation (17) il résulte
d’aprés (14) H = K9, C R, = ', ce qui donne d’aprés la se-
conde relation (14) $ = $’. De la méme maniére on prouve
Iégalité R = Q. On parvient au cas particulier, si I'on pose
$ = @, en tenant compte du fait qu’on a, en vertu de 9,9, =9,9,,
R=0.

A la fin rappelons ce lemme démontré par M. Flttmg [31,
Hilfssatz 5, p. 20, qui est trés important:
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2,9. Lemme. Envisageons la décomposition (1) du § 1 pour .
Soit y un automorphisme de & qui fait correspondre aux éléments
de ®; les éléments d’un certain sousgroupe &'y de Gy, © = k. Si x
est normal, &'y est un sousgroupe du centre de &y et par conséquent
du centre de ®.

§ 3. Les produits directs de deux facteurs.

Dans ce qui suit nous revenons au cas d’'un groupe & ayant
un champ d’opérateurs 2. Soit € le centre de ®. Il se peut que €
n’est pas un sousgroupe invariant par rapport & £2. Mais il existe
toujours dans € un sousgroupe maximum unique qui est inva-
riant par rapport & £. Ce sousgroupe sera désigné par §,. Nous
ferons maintenant sur & la supposition suivante:

3,1. Supposition. €, satisfait & la supposition des chaines
descendantes finies.

3,2. Soient

=06, XB,=9H X9 (1)

deux décompositions distinctes du groupe & en produit direct
de deux facteurs. Nous allons chercher un élargissement de la
premiére et un élargissement de la seconde décomposition qui
soient centralement. isomorphes, I’'un & l’autre. Pour ce but, nous
allons désigner par y,,y, les automorphismes de décomposition
de la premiére décomposition et d,, 4, ceux de la seconde.') Nous
allons examiner ces automorphismes.'?)

3,21. Lemme. Les sousgroupes y;dyr = Gwidjye, ¢ +£ £,
1,7, k=1, 2 sont sousgroupes de Cqo. La méme chose est vraie
pour &oy;ior = HDidiyi0r. Par conséquent yi0,yr, yidyr et Oiyi0k,
0:¥,0r sont sommables et on a

Vibiye + pidsyr = @, Oiy10r + Oyl =0, ¢ Fk, 1, k=12 (2)
ce qui peut étre écrit:
Vidyk = — Yidg¥r, 010k = — Oiyabr. (3)
Démonstration. y;d;: avec ¢ == k est un automorphisme nor-
mal (voir 2,61) pour lequel on a Gydjyr = () djyr = Gidjyr C
C B;. Ce sousgroupe est alors, en vertu de 2,9, un sousgroupe
du centre et, en vertu de 2,73 et 2,71, un sousgroupe de €go. On
a maintenant d’aprés (11) et (12) du §2: o=yove=vie e =
11) J’attire l’attention du lecteur au fait que l’automorphisme de
décomposition p; n’est pas déterminé par le facteur direct &, seul, mais
simultanément par ce facteur et par son facteur complémentau-e @, En
effet, s’il existe une autre décomposition & = &, X &', avec 63 s =#= (G
on a pour les automorphlsmes de décomposition respectlfs Y Pai¥1 =+
=+ Y1 ’);z + ¥

Les lemmes 3,21, 3,23, 3,24, 3,25 sont vrais méme sans la sup-
position 3,1.
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= yi(8; + 8s) Y& = YidYe + ViOayr. Byid;yx étant abélien, 1’expres-
sion — y¢d;»: a un sens. On a une preuve analogue pour &;p,d,
6{)’26k.

3,22. Lemme. Posons (B.*y;é,yk = @'fk, 3),-617;61, = 5”];, i, j,
k=1,2,1 Fket Dy=®, N Hy, 7,8 = 1, 2. Les homomorphismes:
yidiyr entre &; et B et dryi0r entre H; et H''y engendrent les iso-
morphismes suivants

B/ Dy X D) = B, 9i/(Dsi X D) == H",

oul=1,2,1=9. Ici, @ cause de 3, 21 et 3,1, les groupes-quotienis
sont abéliens et satisfont a la supposition des chaines descendantes
fintes. : .

Démonstration. D’abord le sousgroupe ®,;, étant la partie
commune de deux sousgroupes normaux de &, est lui-méme un
sousgroupe normal de @&. Il est D; N DyCH; N H = €, par
conséquent D;; X Dy existe dans G. On a ensuite Byyidjyr =
= B;d;yx. Posons B;6; = H’;. Tous les éléments de &; auxquels
Pautomorphisme §; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe Dy = G; N ;. De méme on a H';2 Dy; et tous les
éléments de £’y auxquels ’automorphisme y; fait correspondre E
forment exactement le sousgroupe ®;. Parce que J; laisse inva-
riant chaque élément de ®;, tous les éléments de &; auxquels
Pautomorphisme d;y; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe ®;; X Du. Le lemme pour ;67 est maintenant la
conséquence du théoréme sur I’homomorphisme. On a une démon-
stration analogue pour d:j;0.

3,23. Lemme. Posons

% = YiOyi, Aij = 0ipy0s, 4,7 =1,2.
Les automorphismes ux;, #ig et Ay, Ais, © = 1, 2, sont sommables et

3l est )
Kiy + Hig = Vi, 2&1‘1"&‘2:6": 1=12. (4)

Démonstration. D’aprés (11) et (12) du §2 il est
¥i = yiye = yie yi = yild + O) i = ¥idyyi + yidayi = win + i
et on a une relation analogue pour é;.

3,24. Lemmeo Il est xilx;'a = x‘snil, }b"ll;'a = }-.'22-(1, i == 1, 2.

Démonstration. D’aprés (3) on a par exemple pour x;,x,
e = M08y = — 7oyadeyy = — M0y = Y1010y =

= %n%u.

3,26. Lemme. II est

. *u%ig + Xm¥ee = Anhis + Anlgs.

Démonstration. Les sommes existent, car, par exemple, pour
la premidre, on a ruyryy = (Bny) 233 C Bty € By, Goegyres, =
= (Brg) %99 C gy C 5. On peut écrire la premiére somme, en
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vertu de (11), (1), (2) du § 2, et de 3,24, sous la forme

Kp¥ae + Xy Xag = (%11%19 1 Haa¥er) € = (10,1101 + Vs0e¥2017e) (011 0p) =
= 7’16171527151 + P202y2017201 + 710:710:710; + }’aaa?sfsﬂ’zaa

et la seconde, sous la forme

Aadyg+ Ag1 Ao = € (A Ao+ Aoodey) = (Y14 ¥2) (0171017201 + 6py205710;) =
=.7’1617161'}’261 + 720191017201 + 10272029102 + V202¥20210;-

D’apres (3) il est ici

710171021101 = — 91017105720, = y1011617:26,,
V20Y2017201 = — 20371617201 = 930191617201,
V10171057105 = — 710,720,910 = 103205y, 0,
V20272017202 = — V205201y105 = 205Y5027105,

ce qui prouve le lemme.

3,3. Nous ferons voir que les automorphismes Hiky Hiy¥ig,
Ak, 1,1).;2 sont parfaits.

3,31. Lemme. Les automorphwmes Kuip €6 A, 1 =1,2,
sont pa,rfazts pour &; et $Hi. On peut alors écrire

Gi=06i X Qi et Hi=Hi X L,

ol &; resp. $; est le sousgroupe maximum de &; resp. $H; reproduit
Par xuxig 7€8P. Airhis, € Qi resp. L; le sousgroupe de ®; resp. Hi
annulé par xyxig resp. Ayhys.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour xgx; et ;.
On a d’aprés la définition Gueyriy = Giyidyyideyi = Bidyyideyi.
D’aprés 3,21 &;0,y:0, et par conséquent de méme B;8;ysyid est
un sousgroupe de €, car y; fait correspondre & un sousgroupe inva-
riant du centre de méme un sousgroupe invariant du centre.
Ce sousgroupe est alors abélien et, d’aprés la supposition 3,1,
il satisfait a la supposition des chaines descendantes finies. Le

sousgroupe G C ®ixiyi; est donc normal. D’aprés le théoréme
sur ’homomorphisme, I’automorphisme x;x;;, engendre 1’isomor-

phisme suivant
Gi/RY 22 Gornynia,

ot R a la méme signification pour K; comme K pour R & 2,3.
- Bi/KM et, par conséquent aussi &;/K;, est un sousgroupe abéhen
satisfaisant & la supposition des chaines descendantes finies.
En vertu du théoréme 2,5 ;% est parfait pour &;. Les décom-
positions (1) étant invariantes par rapport a £, les automorphismes
¥, 6:, © = 1,2, sont, en vertu de 2,73 et 2,71, admis par Q. Le
lemme 2,72 fait voir que &; et K; sont invariants par rapport & Q.

3,32. Lemme. L’automorphisme x;, est parfait pour &;, Uauto-
morphisme A, parfait pour $i, 1,j =1,2. On peut donc écrire,
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en posant 1 = 1,2, 1 =+ j:

‘ Gi= Gy X Ku et Hi= Hi X L,
ot By resp. i est le sousgroupe maximum de &; resp. $; reproduit
par x;; resp. Aij. Ku resp. Li; est le sousgroupe de &; resp. $; annulé
par x; resp. Aij.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour x; et ;.
Prenons le sousgroupe ®y de 3,22. De Dy C §; on tire Dyd; = K
pour chaque Dy e @y et & plus forte raison Dyxi;; = Dudjy; = E.
© On a donc Dy C Ku® C Ku. 11 est d’autre part Dijui; = Dijyidiy: =
= D.-ia,y,- = D,;j‘yi = .Dij pour chaque Dij € @i;- On a donc @U_g @,’.
L’automorphisme x;; engendre alors un automorphisme zx; du

groupe-quotient &;/D;; = G.. »;; fait correspondre & ce groupe
le groupe (®ixi;)/Dsi. Il en suit que le sousgroupe de &;/9;; annulé
par x; est Dy . Ru/Dij = Ku2 Dij X Du/Di; et le sousgroupe
maximum reproduit par x; est &;/®;;. D’apreés le second théoréme
sur l’isomorphisme on a

(Bi/Di)/(Dij X Da/Dij) = Bi/Dij X D
et nous avons vu & 3,22 que ce dernier groupe-quotient est abélien
et satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. La

méme chose est donc vraie pour B;/QRu. On a d’aprés le premier
theoréme sur l’isomorphisme

(GO =~ (D X Da) .Bi/Dii X D C Bi/Dy X Dy
Ce dernier groupe-quotient étant abélien, &;/Di;; est un sous-

groupe normal de ®:. En vertu de 2,5 x;; est donc parfait pour [CH
Chaque élément de ®;; étant invariant par rapport a x, il en suit
que x;; est parfait pour ;.
3,33. Lemme. 11 est
Ri=RKu X Ris, Li=LuXxXLyu t=12

3,34. Lemme. Ry; est reproduit par xi;. De méme Lj; est repro-
duit par Aj. 1,5 =1, 2.

Démonstration. Nous allons prouver la premiére formule du
lemme 3,33 et la premiére partie du lemme 3,34. On a d’abord
R N Kip = €. Soit K € Ry, K € Rip. D’aprés 2,3 deux nombres
entiers positifs n,, n, existent tels que Kxu™ = B, Kux;m = K.
Daprés 3,23 et (12) du §2 il est K = Ky; = Kyt =
= K (s + #ig)+™ = B, car (xq + i)™ est égal & la somme des
termes xH ™ Tuy!, ol 0 < r < my + my. Or, on a, ou n; + ny—
— 7 ) my, ou r > m,, par conséquent Krit™ gt = Kngwlti " =

~
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Soit Ky, € Qi; avec Kigxy® = E d’apres 2,3. 11 est (Kyyngp) #i® =

= (Kipi") #ip = E, donc Ky € Q. Or, x, fait correspondre

a Ki; un sousgroupe RKixi; C Kip. Cette - correspondance est iso-
morphe, car Kgx, = E signifie K e R, d’ou on tire K = E.
Si Pon avait R, C Rip, une chaine descendante infinie existe-
rait dans R5,.1%) A 3,22 on a vu Ky 2 Di et & 3,32 on a vu
B, 2 Dy Chaque élément de D;, étant invariant par rapport
a . il serait R, O Dy, pour chaque n. Il existerait donc dans

Ra/Dia = Dy - Kia/(Dix X Dia) € Gi/(Diy X D)

une chaine descendante infinle ce qui est contraire a 3,22. Par
conséquent Rixin = Kip et Ry, est reproduit par x;,. De méme Ry
est reproduit par x;. Le lemme 3,34 est donc démontré.

On a évidlemment en vertu de 3,24 R X K;,;C Q. Soit
Kie R, il existe un entier positif n tel que E = K;(s;xip)* =
= (Kmy"™) 7", d’otr il suit Ky = K'y; € K. iy étant reproduit
par x;, on peut y trouver I’élément K, tel que Kjx;" = K';.

(Kii'K;) iy» = B, cest-d-dire Ki'K; = Kiye Qus et K; =
= Ky;K. On adone R; X K 2 Kietle lemme 3,33 est démontré.

3,4. Nous allons prouver quelques lemmes concernant les
decomposmons de B; et ;.

3,41. Lemme. On a
Gi=06i X Ry X Rizy Hi=Hi XLy XLy, i =12

Les. sousgroupes mazimum reproduits par i, iy, iy SONE ict
& ¥ Ri G X Kiy, G; respectweme’nt les sousgroupes maximum

reproduits par Ay, Aig, Aydiy sont $i X L, Hi X Lis, S respecti-
vemendt.

Démonstration. En vertu du cas particulier du lemme 2,8

®; est reproduit en méme temps par x; et par x;,. Le lemme est
maintenant la conséquence de 3,33 et 3,34.

3,42. Lemme. On a
B =06, x G=29 XH
3,43. Lemme. On o B
R =8, x Rz X Ky X Kee = Ly X Ly X L1z X Ly

Démonstration. On trouve aisément que &; X B, est le
sousgroupe maximum de & reproduit par %, - %, car on
a pour chaque G = GG e®, ou Gie®;: GQ(ryn, + HgyMgn) =

= (G1Gs) (1212 + Hgngp) = (01"11"12) (Gerqgy). De méme H; X H,
est le sousgroupe maximum de & reproduit par A;;4, + AgiAg.
La relation de 3,42 est maintenant la conséquence de 3,25. Par
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la méme raison K est le sousgroupe annulé par x,.%,, + %y X
et par A, + Ay g, d’olt il suit la relation 3,43.

3,6. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait a la suppo-
sttion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en
produit direct de deux facteurs. L’élargissement de la premiére dé-
composition

B = (61 X R X Ku) X (B; X Ky X Ki) (5)
est centralement isomorphe a Uélargissement de la seconde décom-
position: B _

G = (H1 X L X La) X (H2 X Lyy X Ly) (6)

de sorte qu'on a les isomorphismes centraux suivants:

®; = $Hr, pour chaque i et k,
Riv =~ L, 1, k=1,2.
L’automorphisme de décomposition & fait correspondre d’ume ma-
niére isomorphe au facteur &; de (5) le facteur $Hr pour chaque
1 et k, 1,k=1,2. 6 fait de plus correspondre d’une maniére iso-
morphe au facteur Qu: de (5) le facteur L de (6). Inversement y;
fait correspondre au facteur $Hi le facteur ®; et au facteur L le
facteur Q. Il en suit que ’ensemble de tous les composanis de &;

dans $p constitue le facteir $Hi, I'ensemble de tous les composants
de R, le facteur Lir. Une chose analogue est vraie pour les compo-

sants de $Hi et L dans ;.

Démonstration. D’aprés 3,41, (5) est 1’élargissement de la
premiére décomposition (1), (6), de la seconde. D’apres la dé-
monstration de 3,41 &, est reproduit par s, ) par A, i, k=1, 2.
On a (B.‘ = @;}tik = @iak’}’i, 5}, = Elc}»ki = Ek‘)’iako De 3,42 ré-
sultent les relations suivantes

Bidr € Hr, Hryi € G
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2,8 avec ¥, = &, ¥, = y:.
Il en suit que I'automorphisme de décomposition yp; fait corres-
pondre d’une maniére isomorphe au facteur &; de (5) le facteur
$i de (6) et Pautomorphisme de décomposition y; au facteur $;
le facteur &;. Soit K, un élément arbitraire de R,,. On a d’aprés
8,43 dans (6) la décomposition K;; = Ly Ly LyyLey avec Ly € Lix.
Soit n l'entier positif tel que K,xj: = E. On trouve aisément
d’aprés (3) 25"8; = 710910 . . . Y109y101 = ¥101Y2017 - - - V201¥2by =
=y,4,". Par conséquent il est £ = K,,x,,"0, = K, ,y, A" = Ky, )" =
= (LyLgyLngligs) Age™ = (LyyArs") (LanAys™). D’apres 3,32 on a (Lyydi")e
€ £, et d’aprés 3,34 (LyA,") € Ly et par conséquent Ly i, = K,

278



Ly * = E. Ay, étant propre pour £,, il en suit Ly, = E. Le com-
posant de Ku dans $, est I’élément L, e Ly, et on a R4, C Ly;.
D’une maniere générale il est KRudr C Lix et inversement Cayi C
C Q. Maintenant on prouve au moyen du lemme 2,8 par le
méme raisonnement comme auparavant que lautomorphmme de
décomposition d; fait correspondre d’une maniére isomorphe au
facteur R de (5) le facteur Ly de (6) et l'automorphisme de
décomposition y;, au facteur Ly le facteur Ry.

Comme on sait, ces faits ont pour, conséquence qu’on peut
remplacer dans la décomposition (5) le facteur &; par $Hi et le
facteur Qi par Li. Prouvons-le, par exemple, pour @&, $,. Le
composant d’'un H,e$,, H, =+ E dans &, est différent de E,
parce que $,y;, = &, est une relation isomorphe. Il en suit que

DN (Ru X K X G X K X Ky) =
Or, il existe dans & le produit direct

G =H X Ku X K X By X Ky X Kun.
Soit G, un élément de @1 D’aprés ce qui a été dit sur y,, on peut
trouver un élément H, € §, tel que H, = G,K,,K,,G,K, K,,, d’oh
G, = H'K,K,G,KyKy. Or, on a B, C B et par conséquent
G = G‘) On peut faire un raisonnement analogue pour les autres

facteurs. On en obtient d’aprés un lemme connu, démontré par
M. Schmidt [1], § 4, Hilfssatz I, p. 38, les isomorphismes centraux

G; =~ Hr, KQir =~ Lix. Le théoréme 3,5 est donc démontré.

- 3,6. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en produit
direct de deux facteurs. On peut toujours trouver un élargissement
de la premiére décomposition

B =06y X B X By X By avee GB; = G, X Gy (7)
et un élargissement de la seconde décomposition

G = Hu X Ha X Nz X Ny avec H; = H1i X Hy (8)
qui sont centralement isomorphes de sorte qu’on a entre les facteurs

les tsomorphismes centraux ®w =~ Hw, 1,k = 1, 2.
Démonstration. Il suffit de poser par exemple

Gy = @_1 X R B = Rz, G = K, Goe =_—®—2 X Rus
Hu=H1 X L, Hi2 = L1z, Hu = Loty Has = Hy X Laa.

Puis on tire aisément du théoréme 3,5 la remarque suivante:

Remarque. L’automorphisme de décomposition & fait cor-
respondre d’une maniére isomorphe au facteur Gy de (7) le
facteur By de (8) pour chaque ¢ et k. Inversement, la chose ana-
logue est vraie pour ’automorphisme de décomposition y;. Par
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conséquent ’ensemble de tous les composants de By dans $Hi
constitue le facteur $g et I'ensemble de tous les composants
de $Hi dans @; constitue le facteur Gy.

De cette remarque on obtient le théoréme par un raisonne-
ment analogue & celui de la démonstration du théoréme 3,5.

§ 4._Les produits directs de n facteurs.
En partant du théoréme 3,6, on obtient par I’induction double
le théoréme suivant:

4,1. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la suppo-
sition 3,1. Sotent

B=6xBG Xx...x G (1)
©=S31X332X...XS3: (2)

deux décompositions de & en produits directs der et s facteurs, r et s
étant deux entiers positifs arbitraires. On peut towjours trouver un
élargissement de (1) -

et

®=®11X@12X...X@uX@mX...X@mX @31X---X®rg

avec (3)
Bi=0y X Bipy X ... X B, 2=12...7r

et un élargissement de (2)

G =Hu X HDuX... X HyXH1a X 0. X Doy X N X .+ .. X Hyrs (4)
avec
Di =1 X Hu X ... X Hyi, 1=1,2...,s8

qui sont centralement isomorphes de sorte qu'on a entre les facteurs
les isomorphismes centraux

G2 Ha, 1=1,2,...,r, k=1,2,..,83)

Démonstration. Si I'on a deux décompositions du groupe &
qui sont centralement isomorphes, on peut toujours trouver
& ’élargissement arbitraire de la premiére décomposition un élar-
gissement de la seconde qui lui est centralement isomorphe. D’aprés
3,6 le theoréme est vrai pour r = 2, s = 2. Dans ce qui suit on

13) En partant de la remarque ajoutée au théoréme 3,6 et en arran-
geant les deux inductions par lesquelles se fait la démonstration d’une
maniére convenable, on démontre de plus le fait suivant: Si ’on décompose
les éléments de B, d’aprés la décomposition (4), 'ensemble de compo-

sants de tous les éléments de ®,; dans Hy forme le facteur $H;;, tout entier.

L’automorphisme de décomposition: G — composant de G dans le
facteur H,; de (4) fait correspondre d’une maniére isomorphe au facteur &,

le facteur $,;. Je ne donne pas ici la démonstration de cette assertion.
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désigne par les mémes indices auprés des facteurs Gy et $Hy le
fait que ces deux facteurs sont centralement isomorphes.

I. Posons r = 2 et supposons que le théoréme soit vrai pour
8—1. On part de la décomposition (1) avec r = 2 et de la dé-
composition

‘ B=H XD X...xX Dz X o1, (5)
ou

5&—1 = H5—1 X 5. (6)

D’aprés la supposition on peut trouver un élargissement de (1)

G=(BuX...XB—2XB—1) X (ByX...XBgeyX Bpe_1) (7)

et un élargissement de (5)
G =(H11 X Ha1) X (H12 X Hap) X e X (91,—2X Ny s—2) X (8)
X (51,8—1 X &z,a——l),

ou 53_3—1 = 3;)_1,.—1 X 52,;-—1, (9

qui sont centralement isomorphes. D’aprés 3,6, on peut trouver
élargissements de (6) et (9):
He—1= (D11 X Hes—1) X (D1, X Haye), (10)
$o1 = (Blar X B) X (B x BP0y (1)
qui sont centralement isomorphes: $;,—; ~ 338')—11 iy = _5,2,)_1-
En remplagant dans la décomposition (8) $,—; = Hie—1 X Has—1
par (10) et par (11), on obtient deux élargissements de (8), centra-
lement isomorphes. Le premier d’eux est la décomposition (4).
(7) et (8) étant centralement isomorphes, on peut trouver un
élargissement de (7) qui est centralement isomorphe au second
élargissement que nous venons d’obtenir et par conséquent centra-
lement isomorphe & (4). Pour cela on n’a qu’a décomposer Ls—1=
= @1;—_1 X B et Gz = Bap—1 X ®s,s avee Bi—1 =~ 5&)_1’
Gy 3’35-,2,)_1, t=1,2. On obtient ainsi la décomposition (3)
avec r = 2. Le théoréme est donc vrai pour » = 2 et s quelconque.
II. Supposons que le théoréme soit vrai pour r — 1 et s
quelconque. On part de la décomposition

®=®1X®2X..-X@r—2x@r—ly (12)

A

ol .

@r—l = @r—l X @r, (13)
et de la décomposition (2). D’aprés la supposition il existe un
élargissement de (12)

©=®1'1X®12X...X~®1.X®21X...X@r-—z,ax

X @Gr—11 X ... X By, (14)

281



ol
@r——-l == @r—l,l X @r—l,z X.ooo X @r—l,s, (15)
et un élargissement de (2)
B=HuX ... X HDr—21XHr—11 X HDiz X ... X Hr—25 X Hr—16
(16)
qui sont centralement isomorphes. D’aprés I on peut trouver
élargissements de (13) et (15)

@r—l == (@r—-ll K sww K @r—ls) X (@rl X oaww X @ra); (17)
Gr—1 = (B2 X @r—l 1) X ..o X ((B(rl—)ls X G2 (18)

qui sont centralement isomorphes: ®,—1; ~ G2y ;, B, =~ G2,
En remplagant dans la décomposition (14) [CR— @,_11 o
"X ®r—12 X ... X By, par (17) et par (18), on obtient deux
elarglssements de (14) centralement isomorphes. Le premier d’eux
est précisement la décomposition (3). (14) et (16) étant centra-
lement isomorphes, on peut trouver un élargissement de (16) qui

est centralement isomorphe au second élargissement que nous
venons d’obtenir et par conséquent centralement isomorphe a (3).
Pour cela on n’a qu’a décomposer: $,—1; = Hr—1,; X Hr;i avec
K, N (5;21,5, Dri =~ 6,(-2_)1,,-. On obtient ainsi la décomposi-
tion (4). Le théoréme est vrat pour r et s quelconque.

La conséquence immédiate de 4,1 est le théoréme:

4,2. Théordme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Supposons que & posséde une décomposition irréductible.
En ce cas, chaque décomposition de & en prodwit direct peut étre
élargie en une décomposition irréductible et deux décompositions
wrréductibles quelconques sont centralement isomorphes, 'une a Uautre.

§ 6. La substitution des facteurs dans deux décompositions
centralement isomorphes.
b,1. Théoréme. Soit B un groupe qui satisfait & la supposi-

tion 3 1. Etant données deux décompositions quelconques de &, on
peut toujours trouver un &largissement

®=ﬂIXﬂ2X...Xﬂq (l)
de la premiére décomposition et un élargissement
G=B, X By X ... x By (2)

de la seconde décomposition qui sont centralement isomorphes et
qui ont la propriété swivante: On peut substituer pour un ensemble
quelconque des facteurs i, par exemple pour 8y, s, . . ., s,
1<t < g— 1, certains facteurs de la seconde de’composztzon qm
sont ceniralement 1somorphes aux facteurs choisis $l; de sorte qu’on
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obtient ainsi ume mouvelle décomposition de &, centralement iso-

morphe a (1) et (2), dans notre exemple la décomposition:
(6=Q3k,><%k,>< o ws K %ktXﬂz+1>< Xﬁq.

avec les 1somorphismes centraux CB’%‘ ~, 1=1,2,...,1.

5,2. Avant d’aborder la démonstration de 5,1, nous allons
démontrer deux lemmes.

5,21. Lemme.'%) Soit & un groupe irréductible qui satisfait
a la supposition 3,1. Soit & un automorphisme propre pour & qui
est la somme ¢ = 9, + 9, de deux automorphismes de & tels que
les automorphismes 9,91, 9,91 sont parfaits pour &. En ce cas,
au moins un des automorphismes ¢, et 9, est propre pour &.

Démonstration. On conclut de (¢9—1) 9 =1%;, 1 =1,2 que
les automorphismes 9; et 9;9—! sont en méme temps, ou propres
pour B, ou ne le sont pas. Supposons alors que ¥, et 9, et par
conséquent 9,9~ et J,9—1 ne soient pas propres pour &. Nous
avons la relation -

MO + 99— = e.

En la multipliant par $9—!, d’abord & gauche, puis & droite,
on obtient les relations (8,3)? + (8,0—1) (9—1) = o1, ($,9—1)2 +
+ (9071) (991) = 91, d'our il suit?®)

(@:971) (B071) = (F97) (9,977). (3)

99! est d’une part parfait et n’est pas propre pour B, & est
d’autre part irréductible. Il en suit que le sousgroupe annulé
par @#i9—! est le groupe & entier. Pour un G arbitraire de & on
peut donc déterminer un entier positif n tel que G(HJ—1)* = E,
G(9,0—1)* = E. On en tire I’équation impossible @ = G($,9—! +
+ 9,071)?» = E de la manitere suivante: (3,0~ + $,9—1)2* est
en vertu de (3) la somme des termes (9,9—1)2"—" (9, 9—1) =
= (901) (3 9—1)2»— avec 0 < r< 2n. On a done, ou 2n —
—r =m, our >mn et par conséquent Q($9 1)~ (9,01 = E.
Il faut alors que au moins un des automorphismes ¥4,, 9, soit pro-
pre pour .

6,22. Lemme. Soit & un groupe satisfaisant a la supposition 3,1.
Parmi les facteurs directs abéliens de @, il y en a qui sont des facteurs
abéliens maximum, cela veut dire que un tel facteur QU n’est contenu
dans aucun autre facteur direct abélien. Dans la décomposition
G =A X Q, Q ne posséde aucun facteur direct abélien.

14) Quant & ce lemme et sa démonstration conformer Fitting [3],
§ 1, Hilfssatz 4, p. 19. ‘

15) Soient @ et y deux automorphismes quelconques pour un groupe.
On trouve aisément que, s’il existe un automorphisme &, satisfaisant & la
relation ¢ 4 & = y, il n’existe qu'un seul.
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Démonstration. Soit
A CACAUsC .. (4)

une chaine montante infinie des facteurs directs abéliens de 3.
Posons B = A; X Qi. L'ensemble de tous les éléments qui sont
contenus au moins dans un ; forme un sousgroupe 2 du centre
de B qui est invariant par rapport & 2, parce que les Q; le sont.
On a évidemment QA; = Ai—1 X Bi, Bi = Wi N Qi—1.1%) En po-
sant B, = A, on a pour Y le produit direct infini: YA = B, X

X By X ... X Byp X ... .O0nen conclut comme dans la démon-
stration de 2,51, que, dans Ql, une chaine descendante infinie
existe ce qui est d’apreés la supposition 3,1 impossible. Or, dans &
une chaine (4) n’existe pas. Par conséquent il y a dans & des
facteurs abéliens maximum.

5,3. Démonstration du théoréme 5,1. Envisageons deux dé-
compositions quelconques (1) et (2) du §4 pour le groupe (.
Chaque facteur abélien de & peut étre décomposé, en vertu de
la supposition 3,1, en produit direct des facteurs irréductibles.
Alors on peut trouver, d’aprés 5,22 et 4,1 un élargissement de la
décomposition (1) du §4

®=Ql1><<2lgx...xmuxmlxng...xwu (5)
et un élargissement de la décomposition (2) du § 4
@=%1X%2X...X%uXQ1XQ2X...XQg (6)

qui sont centralement isomorphes: Ui~ B; t=1,2,..., u,
Pi=Qi, 1 =1,2,...,v, et dans lesquels les A; et B; sont des
facteurs abéliens irréductibles, les P; et Q;, les facteurs non-
abéliens qui ne possédent aucun facteur abélien direct. Soient
o, t=1,2,...,ules automorphlsmes de décompositions dans (5)
pour les facteurs AUs, Vis 1=1,2,...,v, les mémes automorphis-
mes pour les Py, fi; 1 =1, 2 . ,u, 6, t=1,2,...,v auront
une signification analogue pour la décomposition (6) Soit encore
6i=ﬂ1 +ﬂu+61 +65—1+5c+1+ —{—6,,, 1=
=1,2.. ,v crivons pour un ¢ quelconque, ¢+ =1, 2, , v,
les décompositions (5) et (6) sous la forme:

G =i X Pi=A X Qi
§¢ y est le produit de tous les facteurs de (5), autres que 9P, s,
le produit de tous les facteurs de (6), autres que ;. Maintenant

le P; est reproduit par yidiy; et Qi par 6.7:‘6; Autrement, il
existerait d’aprés le théoréme 3,5 (voir aussi la démonstration

de 3,5) un facteur direct P’; + & de P; reproduit par y:diy: et

< - 16) Remak [1], § 1, Satz 2, p. 296. Voir aussi Sehmidt [1], § 4, Hilfs-
satz III, p. 39.
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on aurait la répresenta,tiog isomorphe ‘,))'.'3; = 5’., Qs +E
étant un facteur direct de Q;. P: et Qi étant centralement iso-
morphes, il existerait un facteur direct Q’; + & de_ Qi qui serait
centralement isomorphe & P’; et par conséquent & Q. Il suivrait
du lemme 2,9 que Q’; serait un facteur abélien ce qui est impos-
sible d’aprés la supposition faite surQ;. Or, on voit par la méme
voie comme dans la démonstration du théoréme 3,5 qu’on peut
substituer dans (5) Qs & la place de 9); et dans (6) P: & la place
de Q,‘.

Pour les facteurs abéliens nous allons procéder comme il suit:

POSOns.31_=ﬂ2+ﬂ3+...+—ﬁu+61+...+6v. On a 0C1=
= oq(B1 + B1) %1 = Py + Pix, et «, est l'automorphisme-unité
pour ;. A, étant irréductible, et x,B,x,, xfix, étant parfaits, il
suit du lemme 5,21%) que, si ofx, n’est pas propre pour ¥,
ofix; l’est. Dans ce cas posons fiy =fs + B+ ...+ fu+
+ 0+ ...+ 0 On a n=wxfo = a0 + xfax, et m est
propre pour 2l,. Parce que I, est un groupe abélien satisfaisant
d’aprés- 3,1 & la supposition des chaines descendantes finies, il
suit du théoréme 2,5 que chaque automorphisme de Q, est parfait.

% Baoyy ! et oy By0qm;—1 sont done parfaits pour ;. On voit main-
tenant d’aprés le lemme 5,21 que, si «f,x, n'est pas propre
pour 2, &;8,x, I'est. Dans ce dernier cas on pose f; = B, + Bs+ ...

-+ Bu+06+ ...+ 6, et on refait le raisonnement pour
l'automorphisme propre 7, = x,fy%; = 0,83, + e, et ainsi de
suite. On trouve ainsi un automorphisme «,f;x, ou un automor-
phisme a;8;,x; qui est propre pour ;. Mais aucun automorphisme
2,0, n’est propre pour 2, car, en ce cas, I’automorphisme «, 6,
ferait correspondre au sousgroupe abélien QI, un facteur direct
de ), qui est d’aprés la supposition non-abélien. Il existe done
un automorphisme ;0 qui est propre pour QI,. On voit mainte-
nant par la méme voie comme dans la démonstration du théoréme
3.5 qu’on peut substituer dans (5) a la place de I, le facteur B,
et par suite on a la décomposition

B =Br, X U X ... X WU X Py X ... X Py (7)

On raisonnera maintenant de la méme maniére sur cette nou-
velle décomposition et ‘sur la décomposition (6). On trouvera
que le facteur Q, peut étre remplacer dans (7) par un facteur B,
qui est forcement différent de By, et ainsi de suite. Le théore-
me 5,1 est donc démontré.

17) 8i 'on veut se borner aux groupes ordinaires n’ayant pas un

champ d’opérateurs, on peut se passer du lemme 5,21, en procédant
comme le fait M. Kurosch [1], § 3, Satz II, p. 110.
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