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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Faisceaux de Darboux et questions connexes dans
Pespace affine courbe.

V. Hlavaty, Praha.
(Conférences tenues & 1'Université de Bucarest.)
(Regu le 7 décembre 1936.)

Introduction.

Etant donnée une surface dans l’espace plan & trois dimen-
sions, on peut construire en chaque point régulier de la surface le
faisceau de quadriques de Darboux. Parmi ces quadriques, il y en
a une (d’ordre 4) privilégiée, & savoir celle de Lie, généralisée par
M. Cech pour le cas & plusieurs dimensions. Dans le cas général
d’une hypersurface (non)holonome, plongée dans un espace a n
dimensions & connexion linéaire générale (symétrique ou non),
le probléme analogue n’a pas été jusqu’alors étudié. (Dans le
travail cité a la page 233 les auteurs ont étudié un cas particulier
d’une hypersurface holonome, plongée dans l’espace projectif & la
connexion symétrique.) La premiere partie de ce Mémoire est consacré
& 1’étude de ce cas général. Nous trouverons deux faisceaux de
tenseurs!) quadratiques d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome)
dont chacun présente une certaine analogie au faisceau de quadri-
ques de Darboux. Dans chacun de ces faisceaux on peut privilégier
un tenseur quadratique moyennant des conditions géométriques
d’ordre 4 (3 dans le cas non holonome). Nous appellerons ce tenseur
,tenseur de M. Cech*. ,

Dans la seconde partie de ce Mémoire nous étudions en détail
le probléme de la normale affine de I’hypersurface (non) holonome
en jeu.?) En particulier nous construirons un faisceau linéaire de
normales affines d’ordre 3 (2) dont l'une est intimement liée au
second des faisceaux de tenseurs, mentionnés plut haut. Chaque

1) Nous appellerons ,,tenseur‘ chaque grandeur symétrique ou non
symétrique. ~

2) Cfr. le travail de I'auteur cité & la page 243 et de plus la Note dans
Kon. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, 38, 738—T743 (1935).
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normale d’ordre 3 (2) induit dans I’hypersurface une connexion
d’ordre 3 (2), dont quelques unes constituent un systéme, dont des
éléments sont définis moyennant un nombre réel z. La valeur
2= 0 nous méne aux équations bien connues de Mainardi-Codazzi.

On sait bien que si I’espace ambiant est un espace métrique
(conforme), on peut construire une direction orthogonale a ’hyper-
surface en jeu, quelle qu’elle soit la connexion métrique de
l’espace ambiant, pourvu qu’elle soit déduite d’'une métrique
quadratique qui conserve 1’orthogonalité a I’hyperplan tangent de
Phypersurface. Dans le cas général affine que nous étudions dans
ce Mémoire, une telle construction, indépendante de la connexion
de l’espace ambiant, est impossible. En effet, nous démontrons a la
fin de ce travail que ’on peut transformer — moyennant une trans-
formation affine d’ordre 3 (2) de la connexion correspondante —
n’importe quelle normale d’ordre 3 (2) en n’importe quelle autre
normale d’ordre 3 (2) donnée d’avance. Autrement dit, toutes les
normales d’ordre 3 (2) sont équivalentes du point de vue affine.

Le Mémoire présent nous servira comme base a 1’étude —
déja rédigée, mais pas encore publiée — du cas plus général d’une
hypersurface (non)holonome, plongée dans I’espace projectif & =»
dimensions, & connexion projective générale (symétrique ou non
symétrique).3)

(1) Notions fondamentales.

Désignons par 2”4) des coordonnées curvilignes d’un espace L,
a n dimensions, doué d’une connexion aux coefficients I7,*. Ima-
ginons donnée, dans L,, une hypersurface X, moyennant les
équations parametnques

=2 (g, .. ). (1, 1)

Ici et dans la suite nous n’envisagerons que des points de X, ,
ol la matrice

oxt ox™
W, ..oy W
- (1, 2)
Bz:vl éx”
e

8) Cfr. Bortolotti-Hlavaty: ,,Contributi alla teoria delle connessioni I.‘
(Annali di Matematica pura ed applicata, Ser. 4, Tomo 15, 1-—71, 1936—37.)
¢) Des indices grecs parcourent les symboles 1,2,...,n Des indices
latins (& l’exceptlon de z, Y z) parcourent les symboles n+1...,2n—1.
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est du rang n — 1. Il s’ensuit que les » — 1 vecteurs contrevariants
de L,

ox

U(y) = — 1, 3a

Uly) = 5, (1, 3a)

sont linéairement indépendants. D’autre part, il est bien connu que

si I'on envisage non seulement des transformations des coordon-

nées a2, mais en méme temps aussi des transformations des coor-

14

0 . . ;
données y*, les ax constituent, par rapport a ces deux familles

de transformations, un tenseur mixte, dit tenseur-unité de X, ;.
C’est par cette raison que nous écrirons aussi, & c6té de (1, 3a),

o) =
Ud(y) = E
Il est bien connu qu’une hypersurface non holonome Xj_; peut
étre définie moyennant n—1 champs vectoriels contrevariants, liné-
airement indépendants que nous voulons désigner par U*(z). Pour
a

(1, 3b)

ne pas restreindre la généralité du probléme, nous sommes forcés
d’admettre, & c6té des vecteurs U*(x), des vecteurs
. ,

U(w) = AaH(s) U(2) | (1, 4)

comme équivalents. Ici 4,%(x) est n’importe quel systéme de fonc-
tions scalaires des 2”, au déterminant =% 0. Ces équations mémes
nous font voir que I'ensemble des fonctions U(z) constitue un
tenseur mixte, dit tenseur-unité de I’hypersurface non holonome
en jeu. Nous le désignerons par U,’(z).

Afin que nous puissions traiter le probléme concernant ’hyper-
surface holonome en méme temps que celui de I’hypersurface non
holonome, nous ferons des conventions suivantes:

a) X, désignera ou bien X,—;, ou bien X" _;,

by vl i
) U= pour une ;
- ?V(y) . Xﬂ—l .

n

Uy = {g:,g;} pour une f;::?

o) AF =20 40 3

= o Ao

tandis que les mémes symboles désignerons n’importe quel systéme
des fonctions scalaires des 2* pour une X, ;. Mais en tout cas nous

pour une X, .,
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supposerons
A; = Dét | A | &= 0.9)

oz’ + 0,

oz?
Par les mots ,,changement du repére‘‘ de Xﬁ,’il nous entendrons
une transformation des coordonnées y* pour une X, ;, ou bien

une transformation (1, 4) pour une X, ;.

A‘ = Dét

) ,

Ua"l A :—1

d) Oa = agz pour une .
-— X

a ya n—1

Si p, est le symbole de la dérivée covariante par rapport a la
connexion de I’espace ambiant L,, nous écrirons 7, pour Us*pa

Va = Ua)'Vl-

Remarque. Partout, oit nous voudrons accentuer que les U sont

a envisager comme vecteurs de L, (ce qui sera parfois nécessaire

dans I’analyse) nous écrirons U* en réservant les symbolés U,* au
a

cas ol les U sont & regarder comme constituant le tenseur unité.

(%) Grandeurs fondamentales.

Si le vecteur e; désigne n’importe quelle solution du systéme

.Ua‘e; = 0, (2’ 1)
la solution la plus générale de ce systéme est manifestement
‘ex = fes, (2,2)

f étant n’importe quelle fonction de position. Cette équation sera
dite dans la suite ,,le changement du facteur‘. Si une expression @
change & cause de (2, 2) en

' = f2P, ‘ (2, 3)
nous dirons quelle est du dégré d = 2. Ainsi pé,r exemple le tenseur
Py = Up*daes — I Ua*Use, = Upipaes (2, 4a)

est du dégré d = 1
: ‘Pop = fPay. (2, 4b)

Si en particulier d = 0, nous dirons que I’expression en jeu est
intrinséque. En voici un exemple, dont nous aurons besoin
Pplus tard: Soit 7', le déterminant, multiplié par (— 1)*+1,.que l'on
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obtient de la matrice ’(l, 2)%) en y supprimant la colonne
Uni1

Ugn—l
Cela étant, désignons par ‘T; ce que devient 7; dans un systéme
nouveau de coordonnées z”, si 'on change en méme temps et le
repére et le facteur:
ox’

02" (2, 5)
o )

ox?

T'; est donc intrinséque. Son poids extérieur (c’est-a-dire ’exposant
de 4,) est p, = 1.°) Son poids intérieur (c’est-a-dire ’exposant
de 4;) est p; = — 1. Les nombres d, p,, p; constituent ce que nous
appellerons ,.la caractéristique‘* de la grandeur en jeu, et désigne-
rons par (d, p, ;). Done, T est & la caractéristique (0, 1, — 1).
Un autre exemple d’une grandeur intrinséque est livré par le tenseur

Hyy = Uy*0,T; — FAI,"U,,“U;,‘T, (2, 6)

& la caractéristique (0, 1, — 1). Ici et partout dans la suite nous
supposerons que le rang de Hgp soit n — 1. Il s’ensuit que P,y est
de méme rang et de plus que I'on peut construire les grandeurs
inverses P®, H% guivant la loi

PabPac= PbaPca = 6cb;

H®H,, = H"H,, — 6, (2,7)

ol 4,” est le symbole bien connu de Kronecker. La caractéristique
de P% est (—1,0,0), tandis que H® est & la caractéristique

(0,—1,1). Le déterminant H de H, est & la caractéristique
[0,n—1,—{(n + 1)] et par conséquent

‘TA' = A,A;—IT,.

(A, = Dét.

1
—— 2
n+1 A R
hh=T:H est & la caractéristique (0, TIT O),

d " y
§) Si l'on a affaire & une X® . on a & remplacer les-ai dans (1, 2)
n—1 aya

par U,”. La grandeur T, est analogue & celle, (désignée aussi par T)

employée par MM. Schouten et Haantjes dans leur Mémoire ,,Zur allge-
meinen projektiven Differentialgeometrie*. -[Compositio Mathematica, 8-
1—51 (1936).] .

%) Pour éviter tout malentendu, nous remarquons expressément que
des indices ¢ et % dans Py 4,6t Dy, 4; ne sont pas des indices de cqvariance

et ne signifient que l’abréviation pour ,extérieur* resp. ,,intérieur.
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A
1

" o 2
hay = HupH ™' est & la caractéristique (O, P ¢ 0),

(2, 8)
1
hav — Hao ! 0, =20
» ) n + 1’ ’
2
o _ gt 2(n—1)
h = Dét hep = H" . (0,—-———n+1 5 2).
Remarquons en passant que grace a 1’équation
UsT; = 0 (2, 9)
qui est la conséquence gle la, définition de 7', on a non seulement
Udta=0, (2, 10)
mais en méme temps aussi
1
hao = Uprpa ThH "' =
_1 (2, 11)
= H "' (U6, Ti — I UsbUT,) = Uptpatas
ordre ordre d
(cas hol.) | (casnonhol.) -De Pi
Uy 1 0 0 0 0
e 1 0 1 0 0
Py 2 1 1 0 0
Pab 2 1 —1 0 0
T, 1 0 0 1 —1
Hap 2 1 0 1 ]
He 2 1 0 —1 1
: 2
ta 2 | 1 0 g 0
2
3 0
hay 2 1 0 —
2
ab —
k 2 1 0 e | 0
2(n—1)
“\n —2
h 2 1 0 ey
2
t 2 1 —1 i 0




et que si I’on tient compte de (2, 7) et (2, 8) on en déduit
habhac = hbahca = 6cb. (2, 12)
La derniére notion, dont nous aurons besoin plus tard et que

par conséquent nous introduirons en ce lieu et celle de 1’ordre:

Si la construction d’une expression exige effectivement I’emploi du

symbole aax a0 e aap (Oll bien '%7%
o?

Ox# . .. Oxke

pas, nous dirons que cette expression est d’ordre p.

Dans la figure (p. 234), le lecteur trouvera non seulement
Pordre des grandeurs jusqu’alors déduites, mais en méme temps
aussi les nombres qui constituent leurs caractéristiques. (La fonction
¢, qui figure dans la derniére ligne, est définie par I’équation (9, 1a).)

), mais si les symboles

Oa, - « - Oa, (ou bien pour ¢ > p n’y interviennent

(3) Cas non holonome.

Dans ce §, nous ne traiterons que le cas d’une hypersurface
non holonome, en cherchant un faisceau de tenseurs quadratiques
du rang » que 'on peut adjoindre au point examiné de I’hyper-
surface, de maniére que sa projection dans # nous conduise aux
directions asymptotiques. Le rang de k étant n— 1, on déduit
facilement de (2, 11) que le rang du tenseur ,f; est ou bien =, ou
bien n — 1. Dans le premier cas, le tenseur du rang » et d’ordre 2

QAup = thi. (3’ 1)

est a la caractéristique (O, ) et sa projection dans i,

2
—Z_ 0
n—+1
a savoir

@ U Up* = hay
nous méne aux directions asymptotiques. Or si w est n’importe

0), le faisceau de

quelle fonction & la caractéristique (O, gy

tenseurs
*us = @ua + Wiyt (3, 2)
jouit des mémes propriétés que le tenseur a@,: lui-méme, pourvu
que w ne soit une des racines de 1’équation
Dét. | aus + wiuta| = 0.

Examinons maintenant le second cas, ol le rang du tenseur
(3, 1) est n — 1. Le cas échéant il n’y a qu’une seule solution »* du
systéme

285



Wt =0, nit; = 1 (3, 3a)
n-+1
Nous nous en servirons pour démontrer que le rang du tenseur
(3, 2) est » pour w = 0. Introduisons & cet effet les grandeurs

{ U’ pour z =a
e =1 z

z

et cette solution est d’ordre 2, ayant la caractéristique (0, 0)-

n® pour x = 2n
(x=mn+1,... 2n)
et les expressions
A'.ty — eH et *a,,ul, (x,y=m+1,..., 2n).
z Yy

On a en pa_,rticuiier
Aap = hap, Agsn = 62w
et par conséquent le déterminant de 4,, peut étre écrit

Dét I Azy I =

Parce que le rang des déterminants de *a,; et de A,, est manifeste-
ment le méme, la derniére équation prouve notre assertion.
Pour privilégier un des tenseurs (3, 2), introduisons avant tout

le tenseur de courbure R, et celui de torsion S, de I’espace
ambiant L,

0 0
-Roml’ = 5“7 lev — W Fluv + Fayv[‘lwa o Pamvrilya

: 1
Swy" = I [ou]” = ) (P op” — uwv)

et de plus, le tenseur dans L, »

W = b4 Uy, (3, 3b)
Cela étant, remarquons que l’identité bien connue de Padova-
Bianchi nous donne

20y (o wtr = BN Roupi ty + 28u0,2p ota), (3, 4a)
d’otr il suit
kAo s = B upats + 2RO (0 uta =
= hwl(Vﬁthl + Rmul’ &+ 2Smp“V¢t4).
D’autre part, en tenant compte de (2, 11) et (3, 3b), on trouve

(3, 4b)

h* 'y ot = h%®hgy = n — 1. (3, 4c)
Or, les équations (3, 4) et ’équation du faisceau en jeu
*a,,; = Pula + wi.ls . (3, 5)
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nous autorisent & écrire

by o*au, = hNpoputa + WhiPols) =
=h'pupots + (n — 1) wit, + (3,6)
+ hw‘(Ro)pl'tv + 2Sm/4“ Vatl)-
Cette équation peut étre simplifiée & cause de (3, 4c), d’otr ’on
déduit
by upats = — (7 uh®?) pota.
Nous pouvons donc écrire, grace & (3, 6)

MR ¥ s = — nH (7o) pots + (n — 1) w + 3,7
+ n#heX( Rouity + 280, ata).
Parmi des tenseurs du faisceau (3, 5) il y en a un privilégié, pour
lequel le vecteur h**p,*a,; dans 'espace affine plan (R,,’= 0)
et sans torsion (S,,” = 0) soit incident avec n*. C’est le tenseur
défini moyennant (3, 5), ou

w= ni 1 (7 uh®?) 7 ata. (3, 8)
En effet, si I’on substitue cette valeur dans (3, 7), on obtient
RO o ¥ A = WPROH Roui’t, + 280,57 o11), (3, 9a)
d’ou1 il suit pour I’espace plan et sans torsion
n*heAy o *a,, = 0. (3, 9b)

Le tenseur k* étant d’ordre 1 pour une X;,_;, la fonction w, définie
par (3, 8), et par conséquent aussi le tenseur privilégié sont d’ordre
deux:

A chaque point d'une X;_;,0l1 le rang du tenseur b,
est »—1, on peut adjoindre un faisceau de tenseurs
quadratiques (3, 5) d’ordre deux, du rang » (pour w = 0).
Parmi ces tenseurs, il n’y en a qu'un d’ordre deux, pour
lequel résulte valable I’équation (3, 9a). C’est le tenseur
qui correspond & la valeur (3, 8).

En suivant I’analogie du cas classique (d’une surface holonome
dans I'espace plan & trois dimensions) on pourrait appeler ,,faisceau
de Darboux‘ le faisceau (3, 5) et le tenseur privilégié ,,tenseur de
M. Cech, Mais remarquons expressément que dans le cas classique
le faisceau de quadriques de Darboux est constitué par des quadri-
ques d’ordre trois et la quadrique de Lie (généralisée pour n > 3
par M. Cech) est d’ordre quatre. (Cest par cette raison que nous
n’adopterons pas ces dénominations dans ce cas, en les réservant
pour d’autres faisceaux, étudiés dans des §§ suivants. (L’abaisse-
ment de l'ordre dans notre cas est di au fait quune hypersurface
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non holonome nous permet de construire ’hyperplan tangent,
dans n’importe quel point de ’espace ambiant, tandis que des
hyperplans tangents d’une hypersurface holonome n’existent que
le long de I’hypersurface en jen.)

(4) Cas général. Premier faisceau de Darboux.

Dans ce § nous reprenons le cas général d’une X ; dans L,,
en cherchant un faisceau de tenseurs symétriques, quadratiques,
du rang =, adjoint au point de I’hypersurface en jeu de maniére
que sa projection dans ¢; nous conduise aux directions asymptoti-
ques. Cherchons a cet effet la solution a,; = a;, du systéme

1
ayAUa"Ubl — h(ab) = “2—‘ (hab + hba)- (4: l)‘
En désignant par %a,; = %, n’importe quelle solution de (4, 1),
la solution la plus générale peut étre écrite

ur = aur + Puta + Paty + Wiz, (4.2)

p. étant n’importe quel vecteur a la caractéristique (0, 0, 0) et w
n’importe quelle fonction de position & la caractéristique

(O, n_Tzl’ 0). Pour fixer le vecteur p, d’'une maniére convenable,
nous introduirons les tenseurs

aape = Ug2Upt Uc‘Vw Aui,  Qape = anUb"Ucle %, (4, 3)
liés par I’équation, déduite de (4, 2) et (2, 11)

Gape = "Aape + hacpb + habpc (4’ 4)’
(o = Us*pa),
d’olr il suit
habaabc = oaabchab + np¢. (4, 5)‘
La condition nécessaire et suffisante pour avoir o
haba/abc B 0 (4, 6)
est donc
Pe = — % % apch?®. (4, Ta)

Désignons maintenant par °p, n’importe quelle solution du systéme
1

- -anabckab = Uc"pp 2 (45 7b)

et par (*) n’importe quelle fonction de position & la caractéristique

(0, 1~a__-}-_2_1_’ 0). Or, la solution la plus générale de (4, 7b) est -
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manifestement
Pu = Pu + (*) b (4, Te)
Si nous convenons d’écrire (*) pour chaque fonction de position

a la caractéristique (O, n__—{—il’ O) nous obtenons de (4, 7c) et

(4, 2) '
@ur = "Wz + °puts + Pty + (*) tuta (4,8)
En partant de la solution %a,; de (4, 1), nous sommes parvenus
au tenseur (4, 8). Examinons maintenant l’influence exercée au
résultat (4, 8) par le choix particulier de la solution %a,;. Partons &
cet effet d’une autre solution particuliére %, * = %;,* de (4, 1).
Les tenseurs %a,; et %,;* sont liés par 1’équation

oawl* = oa/d. + X[l 17} 'J{' X}. tu ‘|" (*) tutl; (4’ 9)
X, étant un vecteur & la caractéristique (0, 0,0). Il s’ensuit en
premier lieu

%ape* = U,2Upt U¢17woayl* = %apc + hacXp + hap X,

: (Xe = Us#X,),
et par conséquent
Pt = —%“aa,,,,*h“b = po— X.. (4, 10y
Si I'on désigne par °p,* n’importe quelle solution du systéme
— S > = Upp,* (4, 11)
la solution la plus générale peut étre écrite, grice & (4, 10),
Pu* = 'pu* + (*)tu = pu — X\ + (*Ns. (4, 12)
En substituant cette valeur dans
u* = "au* + pu*ta + Pa* e 4 (F)uts (4, 13)

on obtient
h®ap.* = 0, (@ape* = anUb”Ucle awl*)-

D’autre part, si I'on tient compte de (4, 8), (4, 9), (4, 12) et (4, 13)
on peut écrire )
a,‘l* ==

= %a,u+Xutat Xaty + Opu— Xu)ta + (P2 — Xty + (N)tuts =

= @ + (*)tuta. (4, 14)
Or, quelle qu’elle soit la solution particuliére de (4, 1), dont on se
sert pour construire le tenseur correspondant, on parvient toujours

a un des tenseurs du faisceau (4, 14). Cette solution particuliére,
dont on est parti, est manifestement d’ordre 2 dans le cas holonome
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{d’ordre 1 dans le cas non holonome) et par conséquent, le vecteur
9p,, défini par (4, 7) est d’ordre 3 (d’ordre 2). Or le faisceau en jeu
de tenseurs (4, 14) est d’ordre 3 (d’ordre 2). Nous voulons examiner
le rang de ses éléments au point de I’hypersurface, ou le cone de
directions asymptotiques

hap dy* dy? = 0
n est pas dégénéré. Cela revient manifestement & la supposition
que le rang du déterminant aux éléments hws soit » — 1. Cela
Pposé, introduisons les grandeurs
U” pour  =a
e =14 @
z M? pour x = 2n

(xr=n+1n+ 2 2n)
M étant n’importe quelle grandeur a la caracterlsthue 0, P 1,0),

qui satisfait & M, = 1. Les grandeurs e" linéairement indépen-
dantes, donnent naissance aux expressmns
Az = etelay,, Az* = ereta*

x'y Ty

(v, y=n+1,...,2n)
telles que

Ap* = A = h(ab), Az 21;* = Azzn + aznz(*) = Azn o~
On en déduit que
Dét | Agy* | = Dét | Agy | + (*) Dét | hapy |-

Gréce & la supposition faite sur le déterminant aux éléments s,
nous voyons que le rang du déterminant aux éléments A,* (ou

bien, ce qui revient au méme, le rang du déterminant aux élé-
ments a,,*) est égal & n, si (*) n’est pas la racine de ’équation.

Dét | Agy | + (*) Dét | hiapy | = 0.

A chague pomt d’une X™,, ou le coéne de directions
asymptotiques n’est pas dégénéré, est adjoint un faisceau
de tenseurs quadratiques d’ordre -3 (2 dans le cas non
holonome) du rang » en général, constitué par des ten-
seurs symétriques, satisfaisant aux équations

U Up* = hap)

aabchab = O (aabc = anUb“ UcleaI[ll) (4’ 15) .

Nous appellerons ce falscea,u en question ,,premier faisceau de
Darboux*.
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Remarque: Les tenseurs du premier faisceau de Darboux
étant symétriques méme dans le cas non holonome, les faisceaux
(4, 14) et (3, 2) ne sont pas en général identiques.

/(8) Suite.

Nous voulons maintenant privilégier, moyennant des condi-
tions convenables, un des tenseurs du faisceau (4, 14). Introdui-
sons a cet effet les grandeurs mixtes

har = pata; %au1 = Us?Up*polaps (5, 1)
et examinons le vecteur w; qui figure dans
Wihap = Aabs + Pohar + *Pakian, (5, 2)

le vecteur °ju étant défini par (4, 7b). En posant w, = U w,, on
déduit de (5, 2) & cause de (4, 7a)
We = 0

et cette équation nous fait voir que w; est de la forme w; = (*)t,,
la fonction (*) étant fixée par le choix particulier du vecteur °p,.
Ce choix étant arbitraire (pourvu que soit satisfaite 1’équation
(4, 7b) par °p,) on peut fixer %p, de maniére que soit w; = 0. Pour
cela il est nécessaire et suffisant que °p, soit la solution de

Opatiay = — "@aps — Pphaz, (5, 3a)
Py étant défini par (4, 7a). Or, cette équation nous donne

Opy = — (@ass + pohas) A, (5, 3b)

n—1

Le vecteur °p; ainsi fixé, nous choisirons pour (*) dans (4, 8) une
fonction drbitraire, mais fixe que nous désignerons par w

s = s + "puta + "patu + wigds. (5, 4)
_En introduisant la grandeur
tapr = Ug?Uptp o@us,
nous déduirons de (5, 4) -
Aaba = "abs + Pohar + "Pikay + U P Opu + whitay (5, Ba) -
et cette équation se simplifie, grace & (5, 3a):
Aagpr = (Ub"Vaop," -} whaz,) ta. (5, 5b)
- D’autre part, si 'on pose
A Uapa* = anUb"Vmap'l*
les équations (4, 14) et (5, 5b) nous donnent
o Aapa* = [Ub“Vaopn + (w + (*))hab] ta. . (5, 6)
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Si, en particulier, on pose
1

(*)=_n—l

WUy Lpu — w (5, Ta)

-on obtient
hab ggp* = 0. (5, Tb)

En partant du tenseur @,;, défini (moyennant la fonction w) par
{5, 4), nous sommes parvenus au tenseur a,;*, défini moyennant
{5, 7a) et (4, 14), pour lequel (5, 7b) est valable. Examinons mainte-
nant U'influence du choix de la fonction arbitraire w & ce résultat.
Partons a cet effet d’une autre fonction arbitraire w et désignons

, 1
par I'indice 1, affecté en bas des symboles respectifs, les grandeurs,
construites & l’aide de w. On a en premier lieu, en tenant compte

1
de ce que le vecteur °p,, défini par (5, 3b), est indépendant de la
fonction w :

"Pu = °pu (5, 8a)
et en conséquence i o
la,,,; =qu + (w—w) Luta. . (5, 8b)
s 1
D’autre part, la fonction (*) résulte de I’équation, analogue & (5, 7a),
1
1
(*) =i habUb‘uVaopll —w, (5, 8¢)
1 n—1 1
<’est-a-dire, grace & (5, 7a) elle-méme,
*)="*) 4+ w—w. (5, 8d)
1 1
En substituant cette valeur dans :
ayl* = @ua + (*) tytl: (5: 9)
1 1 1

on obtient de nouveau
B aga* =0 (@apa* = UsUptp ™).
1 1 1

Les tenseurs a,;* et a,:* sont liés par I’équation, déduite de (5, 8b, d)

: 1
et (5,9) , '

fll,ut* = @u + (110 — w4 (*) +w— zf) tuts = aui*.
Or, quel qu'il soit le tenseur de départ, on parvient toujours au
méme tenseur a,;*, satisfaisant & (5, 7b). Le vecteur °p, étant
d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le cas non holonome) la fonction (5, 7a),

qui nous conduit & ce tenseur privilégié est manifestement d’ordre 4 -
- {(d’ordre 3 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire:

Parmi des tenseurs du premier faisceau de Darboux
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{4,14),il yen a un seul privilégié, satisfaisant 4 '’équation
{5, 7b). Il1est d’ordre 4 (d’ordre 3 dans le cas non holonome).
Nous appellerons ce tenseur ,,premier tenseur de M. Cech*.
Le premier faisceau de Darboux n’est constitué que par des
tenseurs symétriques. (Il s’ensuit que méme le premier tenseur de
M. Cech est symétrique.) Dans les lignes qui suivent, nous trou-
verons un autre faisceau de tenseurs quadratiques, dont les élé-
ments ne sont symétriques que dans des cas particuliers d’une
hypersurface holonome dans I’espace ambiant & connexion (semi)-
symeétrique. -

(6) Deuxiéme faisceau de Darboux.

Le point de départ sera maintenant ’équation
guaUPUp* = hgp. (6, 1)
Si Ry # 0, le tenseur g, n’est pas symétrique. Pour déduire

quelques conséquences de (6, 1), nous nous servirons des notions,
dont I'étude sera détaillée plus tard: Supposons connue une nor-

male affine N* & la caractéristique (0, 0), normalisée par

n+ 1
I’équation

Ny =1 (8, 2)
et désignons par I'y° les coefficients de la connexion induite dans

X", par cette normale. Remarquons expressément que les résul-
tats, obtenus dans ce § et dans le § suivant ne dépendent ni de
la normale N’, ni de la connexion induite par cette nor-
male. La notion auxiliaire de la connexion induite nous perme
d’introduire le symbole D, de la dérivée covariante mixte des gran-
deurs (mixtes).”) L’application du symbole D, est bien connue
et d’ailleurs peut étre déduite de la formule pour D,U;* que nous
citons ici & titre d’exemple:

.Danv == aan" + FlﬂvUban'u . PbucUcv == VaUv —_— FbacUcv. (6, 3)
b

D’autre part, on sait bien que®)

— haptN* = D, Uyp". (6, 4)
Les formules (6, 3) et (6, 4) nous autorisent & poser
. — hae)N* = 83,2 UAU# — Tyy” (6,5)
ol
— T’ = 0Us” — Ipar* U (6, 6)

7) Cette notion est due au fond & M. v. d. Waerden et M. Bortolotti.
Voir (aussi pour le renvoi littéraire): J. A. Schouten-D. J. Struik ,,Bin-
fiih rung~isr)13die neuren Methoden der Differentialgeometrie I, (1935, Gronin-
- gen), p. 93. '
8) Cfr. Hlavaty: ,,Induzierte und eingsborene Konnexion in den (nicht)
holonomen Réumen*. (Math. Ztschr. 88, 283—300, (1934)).
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(Remarquons expressément que dans le cas holonome on a 9, Uy’ =
= 0 et par conséquent T',’ est dans X, ; aussi par son indice ».)
Un autre exemple d’application du symbole D,, dont nous aurons
besoin plus tard est livré par la formule ,
'.Datl == Vatl == ka‘. (6, 7)
Il s’ensuit en particulier
I2 UGAD(a.Db]tz == (Ra,,,;,”U 22Uty + 2T > Vatl) UA (6, 8)
Cela posé, désignons par %, n’importe quelle solution du systéme
(6, 1). Le cas échéant, la solution la plus générale peut 8tre écrite
de la maniére suivante
Gur = ur + Xuts + Yaty + (*Muts, (6, 9)
X, et Y, étant deux vecteurs (& la méme caractéristique (0, 0, 0))
pour le moment arbitraires, et (*) n’importe quelle fonction de

position, & la caractéristique |0, ¥ 0). En introduisant les

grandeurs
0gabc = Ua”’Ub"Uc‘Vm"g,a = Ub”Uc;'Daogw\,
Gape = Ug2Up# Ucle Gur = Uy U D, Juas
on peut déduire de (6, 9) en premier lieu
Jabe = ogabc + Xphge + Ychas, (6; 10)
(X = UprX,, ¥, = U#Y,).
Calculons maintenant 9., dont nous aurons besoin plus tard.
En partant de (6, 1) (pour °,z) on en déduit & cause de (6, 4)
Dyghyie = DigUpUe* 091 = - (6, 1la)
= — haN*Uc* g1 — U ha1eN*°Guz + grasie.
D’autre part, si I’on tient compte de (2, 11), on en peut tirer
Dighsye = Dia(Dyjta)Us* = — hpajo N*hpga -+ UcADp Dyita,
et cette équation devient, grice a (6, 8)
‘ Dighyye = — hiaje N*hopa + (6, 11b)
+ ('%‘ prl'Uam U b"tv + TabaV atl) Uol-
Or, le rapprochement de (6, 11a, b) nous donne
Jravle = N[hianUe °Gau + hiaief(Un* °ua — hena)]1 + (6, 12}
+ (% Rmplana’Ub” ty + TabaVatl) U cz- '

Pour donner une forme plus symétrique & cette équation, nous
introduirons la grandeur A;, définie, dans le cas holonome, comme

suit: hig = haa 8i hpap) = 0, tandis que si Ayqgp == 0, hi, est n’importe '
quelle solution du systéme S
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kba = Ub‘hm.’) (6, 138.)
Parce que, d’autre part
boa = U (Us pit,) (8, 13b)
nous nous servirons de k;; pour définir le tenseur mixte U, pt,
qui n’existe pas dans le cas holonome, en posant
hia= Ua”Vltp- (6, 13c)
Cette équation nous servira aussi comme définition pour %;, dans
le cas non holonome, olt U, p it existe et est bien défini. Cela posé
nous pouvons écrire, grace & (6, 5) et (6, 13)
— Toa*Udpots = — hianiN*hse — 83’ Up*Usthye. (6, 14)
En substituant cette valeur dans (6, 12) on obtient
Jtatie = NHhiar)(Ue# °91u — bic) + Prare)(Us# g — hap)] + (6, 15)
+ (‘é‘ Rom/l'Ucltv + Samyhva) anUb#-
Cette formule, jointe & (6, 10), nous permet de calculer Jlable
Jlable = N‘[h[ab](Uc”ogz,u = hﬂc + Yc ti.) + (6; 16).
+ btarel(Ust °ua — hona + Xygta)] + (§ RowtUety + Suphne) UsUp:
Parce que le tenseur -
Gravie — (¥ -Rwuit'U My + Samvhvc) Us?Up#
ne dépend ni de la normale N”, ni de la connexion induite par cette
normale, il en est de méme avec
NPas) (Ut %2 — s + Yo ta) +
+ iage)(Uny* °gus — hopa + Xota)].
Autrement dit, le tenseur (6, 17) reste toujours le méme, quelle
quelle soit la normale N’, pourvu qu’elle soit normalisée par

N’t, = 1. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que
soit

(6,17)

h[ab](UB“ogll; == hlc + Y ¢ t).) = Pabela \'i‘ Tapeas
iale)(Un* °us— hoja + Xuits) = Quvets — Tasoss
avec les tenseurs Pupe, Qase €t 7apes convenablement choisis. Compte
tenu de (6, 1) (pour %,;) et de (6, 13a), on déduit de (6, 18)
Pian) (U Gau — hae + Yet)) U = 0= 10U,
baie|(Usy* °gur— hoa + Xpjta) Ua* = 0 = — rgpaU 2,

et par conséquent 7ape: est de la forme 7. Il s’ensuit que ’on
peut poser

(6, 18)

Uduoglp_hk + thl: Pgtz
Ut %us—hoa + Xoty = Qs ts,
?) Nous nous servirons plus tard de I'indétermination de by qui

résulte de cette définition (Cfr § 10). Pour le moment nous prendrons pour
by, n’importe quelle solution arbitrairement fixée.

(6, 19a)
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o1 les vecteurs P,, Q, dépendent du choix particulier de X, et Y..
Nous choisirons ces derniers vecteurs de maniére que résulte

Pc = Qc =0, (6; 19b)
c’est-a-dire .
Ul — hie = — Yoy, 4
6, 19
U# og;ul — by = — X, ts. ( C)

Ces équations qui définissent complétement X, et ¥, nous auto-
risent & poser, grace & (6, 16)

Jlable = (‘é‘ Rwul'Ucltv + Sw,u’hvc) an Ub“ (6: 20)
et de plus, si 'on désigne par °X,, °Y, n’importe quelle solution
du systéme

Xc = Uc”Xm Yc = Uc”Ym
les valeurs de X, et Y, étant tirées de (6, 19c), le tenseur g,; qui
satisfait a (6, 20) est défini par
' Gur = Fur + °Xuts + Yty + (*)tuba. (6, 21)
Avant que nous abordions la question concernant 'influence du
choix particulier de %,; & ce résultat, remarquons ceci: Si l'on
a affaire 4 une hypersurface holonome dans 1’espace ambiant & con-
nexion (semi)symétrique (ks = 0), on choisit naturellement
pour °g,; un tenseur symétrique, °%g,i = %1, et par conséquent les
équations (6, 19) nous autorisent a poser X, = Y,. Il s’ensuit
que dans ce cas particulier le tenseur g,;, défini par (6, 21), est
symétrique.
Le tenseur g, en jeu, étant construit en partant de la solution
particuliére °%,; de (6, 1), nous voulons construire maintenant le
tenseur analogue g,.*, en partant d’une autre solution particuliére

09ua* = Oz + Puta + qits + (*)uta (6, 22a)

ol les vecteurs p,, ¢, (& la méme caractéristique (0, 0, 0)) sont
complétement arbitraires.!!) Le tenseur cherché sera

gua* = gua* + ° X, * ta + O¥a* 8, + (Mta = (6,22b)
=%, + (°X,* + pu)ta + (OYa* + qatu + (*)tuts,
ol les vecteurs X, *, Y.* sont définis par les équations, analogues
& (6, 19c), & savoir
—_ Yc* th = Uc”oglu* — hlo = ("— Y. + Qc)th
— X * 1t = Ut %u* — ber = (— Xo + pe)ta. ,
Or, si 'on désigne par °X,* et °Y,* des solutions particuliéres du
systéme

(6, 23)

X2 = UprX> Y =UlY,"
1) Dans le cas symétrique nous supposerons p, = g, d’out résulte
0 % _— 0y *
g,‘l - gly ¢
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on a
0X* =Xy — pu + (M,
¥ *=%,—qu + ("
et par conséquent, I’équation (6, 22b) nous donne & cause de (6, 21)

Gur* =9+ ("X + pu—pu)ta + Y2+ Ga—qa)tu + (*)tuta=
= Gur + (*)tuta.
Quel qu’il soit le choix de la solution particuliére °,;, on retombe
donc toujours & un tenseur de ce faisceau dont chaque élément
satisfait & l’équation analogue & (6, 20). La méthode analogue
4 celle, appliquée aux cas précédents nous fait voir que les tenseurs
du faisceau construit (6, 25) sont en général du rang » et d’ordre 3
(d’ordre 2 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire:
A chaque point d’'une X, est adjoint un faisceau
de tenseurs quadratiques d’ordre 3 (2 dans le cas non
holonome)durang nengénéral, constitué par des tenseurs
satisfaisant aux équations

3!) gpan"Ubl = hap
b) Jiable = (% Rwulvaatv + Smyvkvc) Uy2Up# - (6, 26)
(gabc = an Ub” Uclegpl)-
Nous appellerons ce faisceau en jeu ,,deuxiéme faisceau de Dar-
boux‘12), .
Il est intéressant & remarquer que grice a (6, 19¢) I’équation
(6, 21) nous donne ~ ;
Udgau—hie = — Yets + Yotz = 0,
Utgus— by = — Xota + X8 = 0.
Ces équations nous serons trés utiles plus tard.

(6, 24)

(6, 25)

(6,27)

(7) Les trois faisceaux.

Nous voulons maintenant étudier les relations qui lient les
trois faisceaux (3, 2), (4, 14) et (6, 25). Commengons tout d’abord
par le cas non holonome. Nous I’avons déja remarqué que les deux
premiers faisceaux ne peuvent pas étre en général identiques car
les éléments du faisceau (3, 2) ne sont pas en général symétriques.
Il en est de méme avec (4, 14) et (6, 25) car méme les éléments de
ce dernier ne sont pas symétriques. Il nous reste donc 4 examiner
le rapport des faisceaux (3, 2) et (6, 25). Parce que le faisceau

12) Nous aurons encore l’occasion de faire voir qu’a !chaque choix
particulier de h,, (dans le cas holonome non symétrique) correspond un

faisceau de ce type et nous en privilégierons un par des conditions conve-
nablement choisies. . ie Ly s
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(6, 25) ne dépend pas du choix particulier de °,s, nous prendrons
pour ce tenseur le tenseur a,;, défini par (3, 1), c’est-a-dire

%us = Pu ta - (7, 1)
Cela étant, on trouve & cause de (6, 19¢), (6, 13¢c) et (5, 1)
Ulpaty—hie =— Y1 =0,

. Uc”thA - hcl e Xct,\ = 0.
Or, le faisceau (6, 25) peut donc étre écrit

gu* = puta + (*)uta
et par conséquent les deux faisceaux (3,2) et (6,25) sont
identiques dans le cas non holonome.

Abordons maintenant le cas d’une hypersurface holonome
dans I’espace ambiant L, & connexion non (semi)symétrique (A +
%+ 0). Le cas échéant (4, 14) et (6, 25) ne peuvent pas se confondre
en général, car les éléments du second faisceau de Darboux ne sont
pas symétriques en général.

Il ne nous reste donc qu’a envisager le cas d’une hypersurface
holonome dans l’espace & connexion (semi)symétrique (hp =
=0, 83, = 811 ,1), ou les éléments des faisceaux (4, 14) et (6, 25)
sont symétriques. Prenons & cet effet pour g,; le tenseur a,, défini
par (4, 8) .
@t = °Gur = "aur + °puts + 'patu + (F)huta
Le cas échéant le faisceau (6, 25) peut étre écrit

gu* = @ + ° Xtz + Xty + (*)lta- (7, 2)
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux faisceaux

en question se confondent est donc X, = 0, ol bien, ce qui revient-
au méme, grice a (6, 19¢c)

her = U, ' ua.

Cette équation peut étre écrite aussi

: Ub"a_,‘a = Dyt;
et les conditions d’intégrabilité illimitée de ce systéme se déduisent:
de I’équation DiUsta,a = DiaDyta
" qui est équivalente a
' Ua®Up*p wlur = Gapja =
1 2 ® :
=3 (R«w' —%Ti Rw“‘s‘") UarUsh. + S0 Utg s (7, 3)
Compte tenu de (5, 5b), cette équation peut étre réduite a
‘ 1 2 @
taDiapy) = 2 (Ramlv - m .Rm”aa;.') U.Usty, + 8oUra bija (7,4)
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ou dans ce cas particulier
Diape = Uy a)pu
ne dépend pas de la connexion induite et p, est défini moyennant
(4, 7a): .
La condition nécessaire et suffisante pour que les
deux faisceaux (4, 14) et (6, 26) se confondent dans ce cas
particulier est que le vecteur p,défini par (4,7a) satisfait
a (7, 4).
Remarque. Une des conditions nécessaires pour que ce fait
ait lieu est manifestement aussi
Jravle® = Apap)c™. (7, 5)
Mais parce que
Apap)e™ = Apapje = 0

et d’autre part, parce que
Jlavle® = Giavle = ¥ BopttUa®UpUc* + 8, U biyge
la condition (7, 5) se réduit & 1’équation
Rou’t, Ua®UptU* + 8, Upg hyye = 0,
que I’on peut déduire aussi de (7, 4).

(8) Deuxidme tenseur de M. Cech.

Retournons maintenant au cas général (6, 25) de tenseurs
quadratiques pour une X\ ; et tdchons d’en privilégier un moyen-
nant des conditions convenablement choisies. Introduisons & cet

effet un tenseur nouveau symétrique k% = kb2, 3 la caractéristique
—2 . .

(0, P 0), solution du systéme

gcabkab = gcabhab,

habk“b = 0. (8, 1)

Ce tenseur existe toujours (et peut se réduire aussi & k% — 0).13)
Or, le tenseur

Qab — pab __ fab (8, 2)

a la caractéristique (0, ey O) satisfait aux équations

%) Il n’y a qu'une seule solution pour n = 3, gmbh“" + 0, si la
matrice

Gaaes  Juus T Jasee  Gass
Osae>  Jsas T Joser  Joss
: 4 a T Pse 55
est du rang 3. En général, le nombre des solutions particulidres linéairement
indépendantes du systéme (8, 1) qui composent la solution générale et > 1.
Son calcul n’exige que des considérations algébriques élémentaires.
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FearG® = 0, hapG®® = n — 1. (8, 3)

Cela étant, remarquons que gréce & la premiére des équations (8, 3)
on peut écrire

gach“ = (gabc + 2ga[cb]) Gae =+(29aiep) + 2g[ab]c) Guc_u) (8, 4a)
Si I'on introduit le vecteur .
260U pagiun = 91 9o = Us*gu = 2¢aien G*
et si I’'on tient compte de (6, 20), on peut écrire pour (8, 4a)
g‘waac = GacanUb”(pr}.va"tv + 2Samvhvc) + 9b. (8’ 4b)
Cette équation nous fait,voir que I’on peut poser
G“U,J‘Vag,d —_ G“Ua"’(Ra,;,u"Uc“t, -+ 2Sw;1"hw,) —gr= Wt,, (8, 5)
ol, bien entendu, la fonction W, & la caractéristique (0, n——_-{—zl’ 0)

est bien déterminée. En écrivant

Uc"Vag;ul = Gachs
on a donc

G%guer = GU°(Ruis’ Uty + 28wi’he) + 92+ Wti. (8, 6)
Parce que d’autre part, a.cause de (6, 25)
Jaer* = UtPagus®* = Gacr + (*)hacts, *°) (8, 7)
le rapprochement des équations (8, 6) et (8, 7) nous donne
Jacr® G% = GU(Ryin’ Uty + 280i’Pne) + ga + [(n—1)(*) + Wit

' (8, 8)
Or, pour (*) = — - K i ' (8,9)

cette équation se simplifie a
gacl* Gac = GacUam(Rw}lav Uc“tv + 2Swlvhfc) + gl-ls) (8: 10)

Examinons maintenant I'influence du choix particulier du tenseur
gus & ce résultat! Partons a cet effet d’un autre tenseur g,,; du faisceau
(6, 25)

lg,.z = Gur + Whils (8, 11a)

et désignons par lindice 1, affecté en bas, les notions.déduites

14) Au fond, je dois cette tournure qui méne & (8 10) au Mémoire cité
a la page 233. L’équatxon (8, 10) correspond & (2, 66) de ce Mémoire.

185) Cette équation nous fait voir aussi que g, * 0= Ieab k%, Or,
le tenseur k% et par conséquent aussi G* ne dépend pas de la transfor-
mation (6, 25).

18) Bi L, est un espace plan et sans torsion, cette équation se simplifie &

90er’G% = 0. (8, 10a)
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moyennant g,1.. On a avant tout une équation analogue & (8, 7)
1
1gac/'t = Gacr + Whata, (8, llb)
d’ot il suit & cause de (8, 6) et (8, 3)

G*Gger = Gacan(Rmh‘vaatv | 2Swl’kve) + 9:+ (8, 11c)
' (W + (n— 1) w)ts,

c’est a-dire ;
W=W+ (n— 1w, (8, 11d)
1
et par conséquent le tenseur g,;* définit par
i
19’"1* = gur + (:‘)tutz (8, 12)
ol
W
L) Y S
)=—7ig=M—w (8, 11e)

jouit de la propriété
Gacgacl* = G‘wUuw(RwAa’Uc“tv + 2Swlphvc) + ga. (8, 13)
1

D’autre part, les équations (8, 11a,e) et (8, 12) nous autorisent
a poser

lg,m* = lg,ul + (1*)tuta =gu+ (W + (*) —w) tuta = gua*. .

Quel qu’il soit donc le choix du tenseur de départ, on parvient
toujours au méme tenseur, qui satisfait & (8, 10). Sa construction
nous fait voir qu’il est en général d’ordre 4 (d’ordre 3 dans le cas
non holonome). Donc:

Parmi des tenseurs du deuxiéme faisceau de Darboux
(6, 25), il y en a un seul privilégié, adjoint au tenseur G,
satisfaisant &4 'équation (8, 10). Il est d’ordre 4 (d’ordre 3
dans le cas non holonome).

(9) Normale affine, connexion induite.

Jusqu’alors, aucune supposition restrictive, concernante la
connexion de ’espace ambiant n’a pas été adoptée. Dés & présent,
nous restreindrons la généralité du probléme étudié, en suppo-
sant—sauf l’avis contraire—que la fonction ¢, définie par

1
o (Dét | R,® |+
-Rmpl'-Raﬂyd €, € Uam Uba Ucﬂ Udﬂ U,‘ U/y hab hcd h”

soit finie, différente de zéro et non indéterminée. De plus, nous

(9,1a)
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conviendrons d’écrire, méme dans le cas, ol ¢ est indéter-
minée, (ce qui advient par ex. pour R,.;" = 0)

°=1 (9,1b)
Cela posé, remarquons avant tout que ’expression
Q=t"""Ph—! (P =Dét|Pu]|) (9, 1c)

est & la caractéristique (0, 0, 0). Parce qu’elle est différente de zéro,
elle nous autorise & construire les tenseurs

thay = Q7 hap, zhdb = @—*h (9, 2a)

zhabzhac = zhbazhea = 6cb, (9, 2b)
et de plus la grandeur

qui satisfont &

= @l (9, 2¢)

ou 2 est n’importe quel nombre réel. Remarquons que la caracté-
ristique, de méme que l'ordre des grandeurs kg, A%, ;1 sont les
mémes que pour kg, k%, £;. De plus, on a aussi

ha = UdtUptpuits = Upipata. T (9, 2d)
Cela étant, désignons par N” n’importe quelle grandeur a la caracté-

- —2 ”w

ristique (0, ’n—-}-l’ 0), normalisée par
. Nt, =1 : (9, 3)

et par ¥y° les coefficients de la connexion induite par N*. Ces
deux notions sont liées par 1’équation

_zhaizN' = aan’ + I'z,u'Ua"Ubl - ylbacUcv (9’ 4)

(voir (6, 3) et (6, 4)). Cette équation peut étre résolue par rapport
& Wpe'. Multiplions la & cet effet par ks, = pa.ty

— thas N%:hay = hay o U” — Ppa® shgs. (9, 5a)
On en déduit b

Wba = zhdc zhdv Va U’ + zhab N zhdv zhde- (97 6)
b

Cette équation nous fait voir que méme les coefficients:

zrbao = zhdc zh'd;_ Va U? (9: 7)
b

constituent une connexion. La normale ,N* qui induit cette conne-
xion peut étre calculée de la formule analogue a (9, 4)

— dhas " = JDg U = 8 Uy + T2 U U — oI U, (9, 80)
c’est-a-dire, gréce a (9, 7)
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z”'ag lhab
N =— T D Uy = — = (P U =2l Ur) =

zhab
n—1

(Pa U — A by, U Va U‘),
b b b

ou bien, ce qui revient au méme

ab
N = — P U8 — e g U). (9, 8b)
b

n—1

Cette normale est d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le cas non holonome).
Elle satisfait & deux équations importantes. La premiére est

zhab ' zhab
sz dy = — n—I1 by Va EI" = n__:i Ubv Va oy = 1, (9: Qa)
la deuxiéme a la forme
zN’ zh =SS n,h—abl (I7a Zjﬁ.) (zhez - zhdc zhdz zhec) ==
- (9, 9b)
= _nz__ 1 (Va gl) (zhzl = zhﬂ.) = 0.

Une considération facile nous montre qu’il n’y a qu’une seule
solution ,N” qui satisfait aux équations (9, 9).18)
Parce que, pour @; = 9, log Q,1?)

har = pa s = @ (Fata + 2Qa tz) = Qohar + 2Qa ts), (9, 10)
I’équation (9, 8b) nous donne
N"=_Q_:Q.h_a_b( U* v__ pde [Ty
z n—1 WU ) [62 — & (ohar + 2Qa t1)],
<’est-a-dire )
N = @ N* 2U." Qq Jh%). (9, 11)
- Or, les normales ,N” constituent un faisceau, déterminé par ,N*

et U Qa oh%, la derniére grandeur étant dans X™ . Chaque
€lément de ce faisceau est défini uniquement par la valeur du nombre
réel z. D’autre part, 'équation (9, 7) nous autorise & poser, grace
a (9, 10) )

17) Grace & la supposition concernante I’équation (9,1b), toutes les
notions & l'indice z existent méme dans le cas, oll ¢ est indé-
terminée, pour z=0.

18) La démonstration se trouve déja (pour un cas plus simple) dans
le Mémoire de I’auteur, cité & la page 243. On pourrait I’appliquer ici & peu
prés sans changement.

19) Ici et dans la suite nous supposerons @z + 0 (on peut toujours
trouver des exemples, ol cette condition est satisfaite). Dans (9, 10) on a,

bien entendu, ¢hy; = hy;, et plus tard aussi gh,, = kg, o = hod,
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Lo = @2 h*(ohar + 2Qa t1)(Va (bj e,
c’est-a-dire
2L’ = OFbac —2z hap hde Qd. (9, 12&)

Les connexions aux coefficients ,/%,° constituent done un systéme
définit par le vecteur @, et la connexion

ol e = h% hg; o UL (9, 12b)
b

En ne partant que des données du probléme, on peut
construire un systéme de connexions intrinséques (9, 12a),
d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome), induit par le fais-
ceau (9,11) de normales affines, & la caractéristique

(0,-—_——2,0), d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome).
n+1

(10) Normale privilégiée, questions connexes.

On pourrait se demander, si a c6té du faisceau (9, 11) il n’y
a pas d’autres normales d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome).
Nous répondrons affirmativement & cette question dans le dernier §.
Or, il n’y a pas des normales privilégiées au sens propre du mot,
c’est-a-dire privilégiées par la nature méme du probléme (que dans
le cas métrique p. ex.). Mais d’autre part, on peut se servir des dates
données de la question pour en choisir quelques prescriptions
géométriques, qui caractérisent telle ou telle normale. C’est ce que
nous ferons dans ce § Introduisons & cet effet la notion des ,,di-
rections conjuguées‘‘. Nous dirons que le vecteur w” est conjugué
au vecteur »* par rapport au tenseur 7, si T,wtw* = 0. Nous
dirons méme que les vecteurs w” et v* sont mutuellement con-
" jugués, si & coté de 1’équation que nous venons d’introduire est
valable encore 7', w*v* = 0. Cela posé, nous voulons chercher dans
le fa,lscea.u (9 11) une telle normale qui serait conjuguée — par
rapport & n 1mporte quel tenseur du deuxiéme faisceau de Dar-
boux — & n’'importe quel vecteur tangent de I’hypersurface en
" jeu. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que soit
satisfaite la relation

Uetgu*:N* = Uctgus N* = 0 ) (10, 1a)
(et bien entendu, aussi (9, 9)) pour la normale cherchée ,N”.
Compte tenu de la deuxiéme des équations (6, 27), on peut écrire,
au lieu de (10, 1a), ,
hea [N* = 0, (10, 1b) .

20) La premiére des équations (10, la) .est toujours satisfaite, grace
a I’équation (6, 25). Or, il nous sufflt de ne considérer que la deuxiéme
des équations (10, la).
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Le rapprochement des formules (10, 1b) et (9, 9b) nous fait voir,
qu’il n’y a qu’une seule normale qui jouisse de la propriété pres-
crite, a savoir la normale (N*. On a donc
Ue gur* oN* = U gua oN* = 0. (10, 2a)
La normale ,N” est donc conjuguée & n’importe quel vecteur tangent
par rapport a n’importe quel tenseur du deuxiéme faisceau de Dar-
boux. De plus, si I'on a affaire a4 une hypersurface holonome dans.
Iespace ambiant & connexion (semi)symétrique, on a (par défi-
nition) he; = hye, d’otr il suit & cause de (10, 1b)
oN* by, = 0. (10, 1c)

Compte tenu de la premiére des équations (6, 27), nous pouvons
écrire dans ce cas particulier, au lieu de (10, 1c)

N gi* Ut = (N g, U# = 0. (10, 2b})
Le cas échéant n’importe quel vecteur tangent et (N* sont mutu-
ellement conjugués par rapport a n’importe quel tenseur du
deuxiéme faisceau de Darboux.?!) Examinons maintenant le cas
d’une hypersurface holonome, plongée dans l'espace & connexion
générale non (semi)symétrique. Dans ce cas ki est défini moyen-
nant (6, 13a). Or, si 'on désigne par h;,° n’importe quelle solution
de (6, 13a) et par Z, (Z, = U Z,) n’importe quel vecteur a la
caractéristique (0, 0, 0), la solution la plus générale peut étre écrite

hig = hi® 4 Zg t;. (10, 3)

Or, si 'on désigne par I'indice ,, affecté en haut a droite les notions,
déduites a I’aide de %°, on tire de la premiére des équation (6, 19¢c)

Y=Y+ Z (10, 4a)
et par conséquent, grice a (6, 21).
Jur = §ui® + Zat,. (10, 4b)

Nous chosirons le vecteur Z,, jusqu’alors arbitraire, de maniére
que soit satisfaite 1’équation (10, 2b) méme dans ce cas non
(semi)symétrique. Pour cela il est nécessaire et suffisant que soit

Zg=—gu® Ul oNe, (10, 5a)
ou bien, ce qui revient au méme, grice & 1’équation analogue
a (6, 27) A
Z, = — hy® (N* (10, 5b)
Ce choix du vecteur Z, a done pour conséquence que méme dans le
cas non (semi)symétrique n’importe quel vecteur tangent et (N”
sont mutuellement conjugués. Examinons maintenant I'influence

21) Ce résultat peut étre déduit aussitét de (10, 1a), si 1’on tient compte
de ce que dans ce cas spécial g,; = g,,.

255



du choix du tenseur A;° & la solution générale (10, 3)! Partons & ce
but d’un autre tenseur h;°
1

hil = P + Pt (10, 6)
1

qui est & son tour une solution particuliére de (6, 13a), P, étant
n’importe quel vecteur & la caractéristique (0, 0, 0) et Py = U P,,.
Désignons par lindice 1, affecté en bas, les notions, déduites
moyennant 4;°! On a en premier lieu -

1

Zy = — h;® N* = Z,— P,, (10, 7a)
1 1

et par conséquent

ihc = }1hc° + IZc th=h + (P + ?c)tl = hil + Z¢ ty = hse. (10, Tb)

Or le choix particulier du %;° n’exerce aucune influence sur le
tenseur %, lequel maintenant, grace & la prescription (10, 2b)
est complétement défini: ‘

Parmi des normales du faisceau (9,11), d’ordre 3
{2 dans le cas non holonome) il n’ y a qu’une, ,N*, qui est
conjuguée —par rapport & n’importe quel tenseur du
deuxiéme faisceaude Darboux —an’importe quel vecteur
tangent & Xﬁ.’il. Dans le cas holonome, les directions
mentionnées sont mutuellement conjuguées, & condi-
tion que l'on ait fait un choix convenable (10, 3) et
(10, 5b), unique possible, de k; dans le cas non (semi)
symétrique. '

Remarque. En fixant le tenseur 5, de cette fagon (ce que nous
voulons supposer dans la suite), et le faisceau (6, 25) et le tenseur,
caractérisé par (8, 10), sont bien .déterminés méme dans ce cas non
(semi) symétrique holonome.

Nous finirons ce § en déduisant quelques conséquences du
théoréme mentionné pour le cas holonome. En tenant compte de
(10, 1) et (10, 2), on déduit de (6, 1) et (9, 8a) (pour z = 0)

oD by = U U2 oDa gua = Ut U a gua = gare, (10, 82)

d’ou il suit & cause de (6, 26b)
oDia hoje = % Ua® Up#(Rops® Uty + 280, hye). (10, 8b)
Cette équation peut étre simplifiée, si ’on tient compte de (6, 5)

oD[u hb]c = % ((]a‘n Ub“ Uc" Rw/d.v ty + 2 oTabd hdc) (107 80);'
_ (6T = oL 1ant?).
On est retombé ainsi & ’équation de Mainardi-Codazzi.
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(11) Normales équivalentes.

Dans ce §, nous aurons & considérer des grandeurs & l'indice
2, en supposant partout z=0 et en supprimant partout
Pindice 0.

Si 'espace ambiant était & connexion métrique, on pourrait
coustruire la direction orthogonale & I’hypersurface en jeu sans
ayant égard & la connexion de 1’espace ambiant. (Cette direction
est d’ordre 1 dans le cas holonome, d’ordre 0 dans le cas contraire).
Cette direction reste invariante par rapport & toutes les connexions
équivalentes du point de vue métrique (c’est-a-dire par rapport-
a toutes les connexions qui se déduisent des métriques quadratiques
qui conservent — le long de I’hypersurface en jeu — I’orthogonalité
au plan tangent de X{,). Dans notre cas général, ou l’espace
ambiant est a connexion affine générale, le probléme analogue peut
étre formulé de la maniére suivante: 1. En premier lieu, on doit .
trouver des connexions équivalentes du point de vue affine et de
plus 2. on a & examiner des éléments d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le
cas non holonome) par rapport aux connexions équivalentes,
mentionnées sub 1).

Le premier probléme peut é&tre résolu immédiatement: Les
connexions équivalentes du point de vue affine doivent conserver
le parallélisme (et des autoparalléles). La transformation la plus
générale de la connexion donnée, aux coefficients I;,’, est mani-
festement

Iy =y + Vi, (11, 1)

ol V3 est n’importe quel tenseur (avec p, = p; = 0). La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que cette transformation con-
serve le parallélisme d’un champ vectoriel +* le long d’une direction
définie par da” est manifestement

violr Vldar = 0. 22)
Cette équation doit étre satisfaite pour n’importe quel v* et n’impor-
te quelle direction da’ et par conséquent on a nécessairement

653 Vﬁ)u,] =0.
Il s’ensuit
nV;,,” = 0y’ V,w“.

On obtient ainsi la transformation la plus générale qui conserve le
parallélisme (et des autoparalléles) sous la forme

M =Ty A+ g (11, 2)
gu étant un vecteur arbitraire (avec p, = p; = 0). (Cette transfor-

22) Nous suivons ici la démonstration de M. L. P. Eisenhart (Non-
riemannian geometry, Amer. Math. Society Colloquium Publ. VIII, p. 29).
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mation ne conserve pas en général la symétrie de la connexion.)
Chaque transformation de cette forme sera dite ,transformation
affine (d’ordre r, si le vecteur ¢, est d’ordre r)*“. Des connexions,
liées par une transformation affine seront dites ,,6quivalentes du
point de vue affine.

La premiére partie du probléme résolue, nous voulons exa-
miner le reste du probléeme énoncé. En désignant par l'indice 1,
affecté en haut & gauche, des expressions, calculées moyennant
1I';,7, nous obtenons en premier lieu

1) = 13, Yhap = hap, h2® = h9b, (11, 3a)
D’autre part, si I’on tient compte de la définition de k42

2
har = pats = Otz + Ug* ( nF1 Loty — Iy tv)
on en déduit, griace a (11, 2)
Yogr = oz + o—~ | qa ti, (92 = quUd¥). (11, 3b)

Cela étant, cherchons & exprimer explicitement la solution *N” du
-systéme

lhaleA=O, 1N4 th= L. (11, 4&)
Une méthode analogue & celle, employée au § 9 nous donne
hab

1Nv=__

w—1 (7aU") (88— tha U2).%) (11, 4b)

On peut trouver méme que (11, 4b) est 'unique solution possible

de (11, 4a). IN* est & la caractéristique [0, +21 0). Doréna-
vant, nous appellerons ,,normale affine’“ chaque grandeur M,
ayant cette caractéristique et normalisée par M*f, = 1. Les nor-
males IN” et N” (celle-ci étant définie par (9, 8b) pour z = 0) sont
lides par I’équation que l'on peut déduire facxlement de (11, 4)
(a, ou b)

=N* — L U b g, (11, 5)

+1

En partant de la connexion 1I7,,’, équivalente & la connexion I';,”

~ du point de vue affine, nous avons construit une seule normale *N?,

satisfaisant a (11, 4). Elle est liée & N par (11, 5). Partons mainte-
nant d’une normale !N”, donnée & priori, et cherchons une telle
connexion 17,7, éqmvalente a I';’.du point de vue affine, que

B8) g, = U 'p, et 'y, est le symbole de la dérivée covariante
par rapport & la connexion I, .
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cette normale N”, donnée d’avance, résulte aussi comme solution
unique du systéme (11, 4a), oi1, bien entendu, %4 n’est pas encore
connue! Les normales 1IN, N” étant connues, telle est aussi leur
différence :

P*=1N"— N° (11, 6a)
qui, grace & la condition normalisante, est situé dans Xﬁ,"llz
Pr = Py, (11, 6b)
Le rapprochement des formules (11, 5) et (11, 6) nous donne
(R n—1 y hdc,
P = — o Us b (11, 7a)
ou bien
e n—1.,
pe = n+1haqd- (11: 7b)
‘Or, si 'on porte dans (11, 2) n’importe quelle solution g, du systéme
: 1
U = — 1 Py, (11, 8)

la connexion 7’ jouit des propriétés énoncées plus haut. De
Plus, si la normale N, donnée d’avance est d’ordre 3 (2 dans le
<as non holonome), P* et par conséquent aussi g,, défini par (11, 8),
-ont le méme ordre 3 (2) au plus: ’ '

Etant donnée une normale affine !N* d’ordre 3 (2),
une transformation affine d’ordre 3 (2) au plus nous méne
aux connexions*) correspondantes, equivalentes du
point de vue affine & I3, qui satisfont & (11, 4).

Cela étant, imaginons données deux normales !N* et 2N*
d’ordre 3 (2) et*désignons par :

- RUy = R = :N* — 1N?

leur différence dans X5, qui est connue et d’ordre 3 (2) au plus.
Un calcul analogue & celui que nous venons d’employer nous fait
voir que la transformation

i =1 + 02Ty (11, 9a)
nous meéne de 1N* & 2N* & condition que 7, soit n’importe quelle solu-
tion du systéme :

' n 4+ 1
n—1
I, et 2I';,” sont done deux connexions équivalentes du point de
vue affine et la transformation (11, 9a) est d’ordre 3 (2) au plus.

raUgt = — Rhgy. (11, 9b)

24) A co6té de 11"1," totllteS les connexions 1IN." + (*) 8’ t, jouissent
des propriétés énoncées en haut.
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Deux normales ainsi liées seront dites ,,équivalentes du point de
vue affine‘‘. Les normales 1N” et 2N” étant arbitrairement choisies,
on peut énoncer le théoréme suivant:

N’importe quelles deux normales d’ordre 3 (2 dans
le cas non holonome) sont équivalentes du point de vue
affine. Il yatoujoursune transformation affine (d’ordre 3
(2) au plus) des connexions correspondantes qui fait
porter I'une des normales & 'autre.

Or contrairement au cas métrique, dans le cas affine il n’y
a aucune normale (d’ordre 3 (2)) dont la direction serait indépen-
dante de la connexion de l’espace ambiant. En changeant conve-
nablement cette connexion, on parvient & n’importe quelle normale
d’ordre 3 (2) donnée d’avance.?®) Nous nous réservons pour une
autre occasion 1’étude des normales infrinséques d’ordre 4, in-
variantes par rapport aux transformations affines de la connexion.

Prague, novembre 1936.
*

Darbouxovy svazky a problémy pfibuzné v afinnim zak¥iveném
prostoru.

(Obsah predeslého &ldnku.)

Bud déna (ne)holonomni nadplocha v #-rozmérném afinnim
zak¥iveném prostoru. V prvé éasti prace sestrojeny jsou v obecném
bod& nadplochy dva svazky kvadratickych tensoru (druhého)
tretfho ¥4du, hodnosti n. Kazdy z téchto svazkd jest urditou ana-
logif ke svazku Darboux-ovych kvadrik v klasickém piipadé nad-
plochy v nezakiiveném afinnim prostoru. V kazdém svazku lze
privilegovati jeden tensor (tfettho) dtvrtého Fadu, analogicky ke
kvadratice Lie-Cechové. — Ve druhé &4sti prace sestrojen linedrn{
svazek afinnich normél v bod¥ nadplochy, z nichz kazdé je (dru-
hého) tiettho fadu. Vedle toho sestrojena norméla (druhého)
ttetiho f4du, kterd nepatif tomuto svazku. Viechny afinnf normaly
(druhého) tiettho ¥adu jsou vzdjemné ekvivalentni vzhledem
k afinnf transformaci konnexe prostoru.

) Si I’w,]' =+ 0, la connexion aux coefficients "‘PM = Fln’ +
+ — 6,.'1"[““]4 est invariante par rapport aux transformations (11, 2).
Elle donne naissance & une normale d’ordre 3 (2), invariante par rapport
& ces transformations. Mais cette normale n’est pas invariante par rapport
& la transformation affine de la connexion *I';,2 elle-méme. La connexion .
aux coefficients *I", » a été étudiée par M. Bortolotti (Cfr. Annali di Mat.

Ser. IV, Tomo 8 (1930—31), pp. 53—101 et Annals of Mathematics, Vol. 32
(1931), pp. 361—377). :
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Sur la décomposition d’un groupe en produit
direct des sousgroupes.?)

Vladimir Kofinek, Praha.
(Recu le 27 mars 1937.)
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1) Les principaux résultats de ce travail ont été ’objet d’une commu-
nication que I'auteur a faite le 17 juillet 1936 au Congrés international
des mathématiciens & Oslo. Cette communication contenait en plus des
théorémes concernant l’existence d’'un élargissement commun de deux
décompositions d’un groupe. Mais presque en méme temps a apparu dans
le 3e cahier du tome 41 de Mathema.tisghe Zeitschrift un travail de M. Fit-
ting (voir Fitting [4]), datant du 3 février 1936, que je ne connaissais
pas au moment, quand je faisais nrma communication. Le 3e cahier du to-
me 41 porte la mention: Abgeschlossen am 26. Juni 1936. Le travail de
M. Fitting traite le probléme de l’existence d’un élargissement commun
de deux décompositions données et en donne une solution trés compléte.
Par conséquent j’ai exclu du présent travail ce probléme.
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§ 1. Notations et définitions.

Dans ce qui suit les majuscules allemandes désignent tou-
jours les groupes et les sousgroupes, les majuscules latines dési-
gnent les éléments du groupe et les lettres grecques désignent
les automorphismes d’un groupe ou sousgroupe.

Soit & un groupe ayant un champ d’opérateurs Q2. Excepté
le §2, nous allons entendre par un sousgroupe ou un facteur
direct d’une décomposition un sousgroupe ou un facteur direct
qui est invariant par rapport aux opérateurs de 2. De méme
par un sousgroupe (facteur) irréductible nous allons entendre un
sousgroupe (facteur) $ de B qui ne se laisse pas décomposer
en produit direct de deux facteurs, invariants par rapport a 2
et tous deux distincts de $ et du sousgroupe-unité €. Un tel
sousgroupe peut &tre réductible au sens absolu du mot, ayant
des facteurs directs qui ne sont pas invariants par rapport a 2.

Nous allons écrire la décomposition d’un groupe donné & en
produit direct?) de ses sousgroupes de la maniére suivante

@=@1X@2X...X@,. (l)

Sauf la mention contraire les produits directs envisagés contien-
dront toujours un nombre fini des facteurs. Chaque élément G
de & peut étre exprimé d’une seule maniére comme produit
G=GG,...G0, avec G; dans B;. L’élément G; sera appelé le
composant de G dans &;. La décomposition (1) est dite irréductible,
si tous les facteurs qui y figurent sont irréductibles.

J’appelle une chaine descendante des sousgroupes dans & une
suite des sousgroupes de & telle que?)

@—_—(5(0)3@(1)2@(2);,,, . (2)

De méme une chaine montante des sousgroupes dans & est une
suite de sousgroupes telle que '

CcBVCBDC... ‘ . (3)

Une chaine (2) est dite chaine normale descendante, si pour chaque
1 21, B® est un sousgroupe normalt) de BG¢—V. De méme une

%) Quant & la définition d’un produit direct, voir: L. B. van der
Waerden, Moderne Algebra I., §42, p. 141.

%) M L N signifie que I'ensemble N contient I’ensemble A,
M c N signifie, la méme relation, quand on a M += N. Nous ferons
encore usage des notations suivantes, provenant de la théorie des ensembles:
M N N pour la partie commune de ces deux ensembles, M ¢ M, quand
1’élément - M appartient & M. Par (HW, H®) nous allons désigner le
sousgroupe de B engendré par les sousgrouges HM et HO®), par (G4, Gy, -
<« G,) le sousgroupe engendré par les éléments Gy, Gy, . . ., G,,.

4) ,,Normalteiler** ou ,,ausgezeichnete Untergruppe* est habituell®-
ment désigné dans les ‘livres .frangais par l’expression -,,sousgroupe in-
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chaine normale montante est une chaine (3), dans laquelle, pour
chaque 3, ® est un sousgroupe normal de B¢+1, Une chaine (2)
ou (3) est dite chaine principale, si dans (2) ou (3) chaque B®
est un sousgroupe normal de &. Nous appelons une chaine descen-
dante ou montante finie une chaine (2) ou (3) dans laquelle on a,
a partir d’'un certain indice k, B® = B¢+ pour chaque i > k.
Nous dirons que le groupe & satisfait & la supposition des chaines
descendantes (montantes) finies,®) si chaque chaine descendante
(montante) de & est finie.

Si 'on étudie les décompositions irréductibles d’un groupe,
deux problémes se posent immédiatement: le probléme d’existence
et le probleme d’unicité. Quant. au premier probléme, on peut
donner immédiatement la condition nécessaire et suffisante sous
laquelle au moins une décomposition irréductible de & existe.
Pour cela il faut et il suffit que chaque chaine descendante des
facteurs directs de @ soit finie. Si I'on envisage des décomposi-
tions de & ayant un nombre infini des facteurs, la question, ainsi
posée par M. Kurosch [1], p. 108, devient plus difficile. Récem-
ment M. F. Levi a donné I'exemple d’un groupe dénombrable,
ne possédant aucun facteur irréductible. Voir Fitting [4], p. 392.

Le probléeme d’unicité est formé par la question, sous quelles
conditions un groupe & posséde une décomposition irréductible
unique. On sait déja longtemps, en se bornant méme aux groupes
finis, qu’il y a des groupes qui possédent plusieurs décompositions
irréductibles distinctes. Alors, pour arriver aux résultats assez
généraux, il faut généraliser la notion d’unicité. On appelle le
sousgroupe BGM de & centralement isomorphe au sousgroupe G®
de ®, si B® est isomorphe & &), et si pour chaque élément G,.
de BD, G1G;~! est un élément du centre de &, G, étant I’élément
de ®®@ correspondant & G, par lisomorphisme en question. Un
tel isomorphisme est appelé central. D’'une maniére analogue nous
parlerons d’un homomorphisme et d’un automorphisme central.
Je dis que la décomposition (1) de & et la décomposition

B=9XHX...XH (4)

sont centralement isomorphes, si I'on a r = s, et si 'on peut établir
une correspondance biunivoque entre les facteurs ®; et $; telle
que les facteurs correspondants sont centralement isomorphes.
M. Remak [1] a trouvé déja en 1911 que, pour un groupe fini,
deux décompositions irréductibles quelconques ‘sont toujours
centralement isomorphes. Depuis ce temps-la, la question était

variant‘‘. J’emploie ici I’expression sousgroupe normal et je reserve I'expres-
sion sousgroupe invariant aux sousgroupes qui sont invariants par rapport
4 un champ d’opérateurs.

. %) En allemand ;,Untergruppensatz‘ et ,,Obergruppensatz‘‘.
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Pobjet de plusieurs travaux. Les résultats les plus généraux,
jusqu’a présent obtenus, sont dis a M. Fitting et a M. Kurosch.

M. Fitting [3] a démontré le théoréme suivant: Si le groupe &
satisfait aux suppositions des chaines principales descendantes finies
et des chaines principales montantes finies, deux décompositions
irréductibles quelconques de &, sont toujours centralement isomorphes.
M. Kurosch [1], en poursuivant des recherches commencées par
M. Schmidt [1], a démontré le théoréme suivant; Si le groupe &
satisfait a la supposition des chaines normales descendantes finies,
deux décompositions irréductibles quelconques de & sont toujours
centralement isomorphes. M. Kurosch n’envisage que les groupes
ordinaires sans un champ d’opérateurs. Pour le cas abélien le
théoréme de M. Kurosch est plus général, parce que, dans ce cas,
chaine normale et chaine principale sont deux notions identiques.
Dans le cas non-abélien les deux théorémes ne peuvent pas étre
comparés. D’un coté les suppositions de- M. Kurosch, faites sur
les chaines normales, exigent plus. D’autre co6té elles exigent
moins, aucune supposition sur les chaines montantes n’étant
faite. Cet état de chose nous a conduit & attendre que un théoréme
d’unicité plus général existe qui contiendrait les théorémes de
M. Fitting et de M. Kurosch comme conséquences. En effet, on
conclut aisément du théoréme 4,2 le théoréme suivant:

Si @ est un groupe qui posséde des décompositions irréductibles
et dont le centre satisfait & la supposition des chaines descendantes
finies, deux décompositions irréductibles quelconques de & sont
centralement isomorphes.

Nous allons envisager dans le présent travail toute la question
d’un point de vue encore un peu plus général. Supposons que,
dans la décomposition (1) du groupe &, chaque facteur &; se
laisse de nouveau décomposer en produit direct:

©i=®¢1><@i2><...x(§ui, 1=1,2,...,7r. (5)

Si I'on substitue (5) dans la décomposition (1), on obtient la
décomposition

G =01 X B X...xX B8, X By X B X ... X Br,. (6)

La décomposition (6) sera appelée I’élargissement de la décomposi-
tion (1). Nous allons voir que, sous. certaines suppositions, deux
décompositions quelconques du groupe & telles que (1) et (4)
possédent toujours des élargissements qui sont centralement
isomorphes. (Théoréme 4,1.) Les suppositions que nous y aurons
& faire ne concernent que le centre du groupe &. (Suppositions
3,1 ou 6,1.) Il n’est pas méme nécessaire que le groupe & posséde.
des décompositions irréductibles. Les supposition mentionnées
sont toujours satisfaites, si le centre de & satisfait & la supposition
des chaines descendantes finies. Je signale encore le fait que,
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récemment, M. Baer [1], p. 221, §8 et [2], a fourni ’exemple
d’un groupe abélien qui posséde des décompositions qui ne peu-
vent pas étre élargies en décompositions centralement isomorphes.
Le présent travail fait clairement ressortir le fait que les seules
difficultés qu’on rencontre, en étudiant 'unicité des décomposi-
tions de & en produit direct, reposent dans le centre de &. Ce
ne sont que les groupes abéliens, ou I'on trouve & cet égard un
état de choses compliqué. On peut tirer la méme conclusion des
résultats récents de M. Fitting [4].

- §2. Les automorphismes d’un groupe.

Dans les alinéas 2,1—2,6 de ce paragraphe j'entend par un
sousgroupe ou un facteur direct de & un sousgroupe ou un facteur
direct au sens absolu du mot, abstention faite du champ d’opéra-
teurs 2. Un automorphisme ¥ de & est un homomorphisme qui
fait correspondre & chaque élément G de & un autre élément Q9
de G&. L’ensemble d’éléments G¥ forme un sousgroupe de @&
que nous allons désigner par B9. Tous les opérateurs du champ 2
sont des automorphismes du & et inversement, un ensemble
quelconque d’automorphismes de & peut étre pris pour un champ
d’opérateurs de &. La correspondance G — G pour chaque G est
aussi un automorphisme de & que nous allons appeler auto-
morphisme-unité et désigner par e&. De méme E étant l'unité
du groupe, la correspondance G — E pour chaque G, est un auto-
morphisme de &, l'automorphisme-zéro p. L’automorphisme de &
fait correspondre & chaque sousgroupe $ C & un sousgroupe $Hd
de B?. Si I'on a $ 2 H¥Y, automorphisme & peut étre considéré
méme comme I'automorphisme de $. Tel est le cas pour le sous-
groupe &9, car de B 2 B on obtient G 2 (BJ)P. Soient 7,
¥ deux automorphismes de B. On considére ces deux automorphis-
mes comme égaux n = ¥, si 'on a Gy = G pour chaque élément G
de ®. Comme on sait bien, le produit #® de ces deux automorphis-
mes est l'automorphisme qui fait correspondre & chaque élé-
ment G de & I’élément (G7)?¥. La multiplication des automor-
phismes ainsi définie est associative: {(nd#) = ({7)@. Si chaque
élément de &7 est commutatif avec chaque élément de &9, la
correspondance G — (G7) (G9) est aussi un automorphisme de .
En ce cas nous allons appeler d’aprés M. Fitting [1], p. 524 et [2]
(voir aussi [3], p. 19, remarque 5), les deux automorphismes 7
et J sommables et nous allons désigner ’automorphisme, engendré
par la correspondance G — (G7) (G9), par n + &. La somme de n
automorphismes @, + 9, + ... 4+ 9, ne sera définie que dans
le cas, ol les automorphismes @, ¥ pour chaque couple d’indices
i, k, % + k, seront sommables. Elle nous représentera 1’automor-
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phisme engendré par la correspondance G — (G4d,) (GF,) . . . (Gn).
On voit aisément que I’addition des automorphismes, ainsi deflnle
est commutative et associative. Entre 1’addition et la multlphca-
tion d’automorphismes il y a une relation distributive: L’existence

de la somme &, + &, + ... + ¥, entraine celle des sommes
o+ by 4+ ...+ b eb S+ Gy + ...+ Gy
et on af)

N+t .+ W)=+ 9+ ...+ (1)
N+t ...+W)p=0n+%%n+ ...+ . (2)

Si, pour &, B# est un groupe abélien, la correspondance
G — (G9)—1 = G—19 est un automorphisme de & que nous allons
désigner par (— ). & et (— &) sont sommables et on a & +
+ (=9 =e

M. Fitting [1], § 3, p. 518, et [3], p. 19, remarque 3, appelle un
automorphisme & de & normal, si I'on a pour deux éléments quel-
conques 4 et B de &:

(B—1AB) & = (B—19) (49) (BY) = B—1 (49) B.

Un automorphisme normal fait correspondre a chaque sousgroupe
normal de @ de méme un sousgroupe normal. On trouve aisément
que la somme et le produit d’un nombre fini d’automorphismes
normaux est un automorphisme normal.

Soit $ un sousgroupe de &. Si l’'on a H = H? et si la corres-
pondance H — H4¥ est biunivoque, c’est-a-dire un isomorphisme,
nous allons dire- que ’automorphisme & est un automorphisme
propre pour H7) et que $H est un sousgroupe reproduit par 4. Un
automorphisme ¢ propre pour & ou un automorphisme propre
tout court est un automorphisme au sens habituel du mot, c’est-
a-dire une correspondance biunivoque entre les éléments de &,
qui conserve 'opération du groupe. En ce cas et en ce cas seule-
ment, il existe un automorphisme inverse 9—1 tel qu’'on a d9—1 =
= 919 = e. Si le sousgroupe $ est reproduit par 7 et 9, il est
reproduit aussi par . Chaque automorphisme ¢ de & est propre
au moins pour un sousgroupe de &: pour le sousgroupe unité €.
Nous allons démontrer le lemme suivant:

2,1. Lemme. Pour chaque automorphisme 4 de & il y a dans &
des sousgroupes maximum reproduits par &, c’est a dire des sous-

¢) Inversement, si, par exemple, la somme n#, + 7 + ... + 79,
existe, il faut supposer de plus I’existence de #, 4 &, + ... #, pour pou-
voir en conclure l'existence de 7 (8, + @5 + ... + 8#,) et I'égalité (1).

7) Cette expression egt dfie aussi & M. Fitting. Voir [1], § 2, p. 518,
[3), §1, p. 18, remarque 2.
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groupes reproduits par 4 qui me sont pas contenus dans d’autres
sousgroupes reproduits par 9. ‘

Démonstration. Soit HO C HA C H® C ... une chaine mon-
tante infinie des sousgroupes reproduits par #. (Si, dans &, une
telle chaine n’existe pas, le lemme est vrai.) Soit 5 I'ensemble
de tous les éléments de B qui sont contenus au moins dans un
des sousgroupes $H®. $(*) est un sousgroupe de & qui est reproduit
par ¢ ce qui prouve notre lemme.8)

2,2. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Supposons que
) parm'i les sousgroupes maximum reproduits par &, il y art un sous-
groupe normal H C ®. En ce cas  est le sousgroupe maximum
unique reproduit par 9.

Démonstration. Soit & un sousgroupe quelconque reproduit
par 9. La partie commune $ n & = & des ensembles $ et F
est aussi un sousgroupe reproduit par ¢, car on a F'9 = (H?) n
NG =9Hn0F=G et la correspondance F’'— F’® est évi-
demment un isomorphisme. Soit $' = (£, F) le sousgroupe en-
gendré par $ et . $ étant un sousgroupe normal de &, chaque
élément H' € $' peut étre mis sous la forme H' = HF avec un
He$Hetun FeF. On a H'Y = (HY) (FI), c’est-a-dire H'9C H'.
Inversement, il existe un élément H,e $ tel que Hy = H et un
élément FoeF tel que Fg# = F. On a alors (HF,) ¢ = HF et
par conséquent $H'? = $’'. Soit maintenant (HF)d = H, c’est-
a-dire H} =F-19¢F = H n F. Parce que F ' est reproduit
par 9, la relation H® = F—19 entraine H = F—1, c’est-a-dire
HF = E. La correspondance H' — H'®, définie par & dans $’,
est un isomorphisme, cela veut dire, £’ est un sousgroupe repro-
duit par 9. $ étant un sousgroupe maximum, on a ' = (), F) =
=%, cest-a-dire H 2 F.

2,3. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Soit K llensemble
de tous les éléments K ¢ @, ayant la propriété suivante: Pour chaque
K on peut trouver un entier positif n tel que K9* = E. Q est un
sousgroupe normal de & et on a K C K. Nous allons appeler le
sousgroupe K sousgroupe annulé par 3.

Démonstration. L’ensemble de tous les éléments KM e®
tels que K9 = E forme, comme on sait, un-sousgroupe normal
KV c B. En général, soit KM I'ensemble de, tous les éléments
de B tels que K®my" = E. Q™ est un sousgroupe normal et on

a évidemment:
ECRWCRAC..
Construisons 1’ensemble de tous les éléments de & qui sont con-
8) Dans cette démonstration on a employé l’a.xlome de choix. Dans

ce qui suit nous allons employer plusieurs fois cet axiome sans en faire
une mention expresse.
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tenus au moins dans un des sousgroupes K. Cet ensemble est
un sousgroupe normal et il est identique & l’ensemble Q. Parce
qu'on peut écrire pour chaque n KWH CQm—1, on a KI C K.

2,4. Détinition. L’automorphisme & de & est dit parfast, si
le groupe B est le produit direct & = $ X R d’un sousgroupe
maximum $ reproduit par 9 et le sousgroupe R annulé par 9.
En ce cas, $ étant un sousgroupe normal de &, il est le sousgroupe
maximum unique reproduit par ¥.

Les démonstrations des paragraphes suivants reposent d’une
maniére fondamentale sur le théoréme:

2,6. Théoréme. Soit & un automorphisme du groupe &. Suppo-
80MS que au Mmoins un sousgrowpe maximum >, reprodust par 9,
soit normal et que le sousgroupe-quotient & /R soit abélien et satisfasse
a la supposition des chaines descendantes finies. Sous ces conditions &
est parfait pour .

Démonstration. Nous allons prouver d’abord un lemme sur
les groupes abéliens.

2,61. Soit A un groupe abélien qui satisfait a la supposition
des chames descendantes finies. A ne contient que les éléments d’ ordre
fini. Soit p un mombre premier quelconque. U me contient qu ‘un
nombre fini ou zéro d’éléments d’ordre p.°)

En effet, dans A chaque chaine descendante étant finie,
2 ne peut contenir aucun élément d’ordre infini. Envisageons
pour un nombre premier donné p I’ensemble de’ tous les éléments
de QA d’ordre p. S’il n’y a pas dans  de tels éléments, le lemme
est vrai. Dans le cas contraire, je prends un quelconque parmi
ces éléments et je le désigne par 4,. Pour 4, je prends un élément
de cet ensemble qui est indépendant de 4,, cela veut dire qu’il
ne peut pas étre mis sous la forme A, = A4,*¥ avec un k entier.
En général, les A4,, 4,,..., Ap—1 étant déja choisis, je prends
pour A4, un élément de I’ensemble envisagé qui est- indépendant
des éléments précédents, cela veut dire qu’il ne peut pas étre

mis sous la forme A,%A4,%. .. Ak:',,:}, les k; étant des entiers.
Si 'on arrive & un entier n, pour lequel on ne peut plus choisir
dans l’ensemble un éléments A4, indépendant des précédents,
Pensemble n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans le cas con-

traire nous avons construit une suite infinie d’éléments d’ordre -

p: Ay, A, ..., chaque élément étant indépendant des précédents.

%) Cette chose est la conséquence du fait que, d’aprés M. Kurosch [1],
un tel QA est le produit direct d’'un nombre fini de facteurs irréductibles
qui sont, ou des sousgroupes cycliques, ayant comme ordre une puissance
d’un_nombre premier, ou les sousgroupes p”®, appelés par M. Kurosch
quasicycliques. Conformer aussi Priifer [1]. Afin que les démonstrations
du présent travail soient indépendantes des résultats de M. Kurosch, je
donne ici une preuve du lemme.
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Par conséquent on a pour chaque n3) (4,, 4,, ..., Ap—1) 0 (4,) =
= € et le groupe 2 contient le produit direct infini (4,) X (4;) X
n

X (43) X ... .Posons Ui =(4;) X (Aj41) X ..., 1=1,2,....0
voit que, en ce cas, 2 contiendrait la chaine descendante infinie
A2A DA DAUA; D ... Le second cas est donc impossible.

262, On a pour chaque entier positif n: H9"* &= E pour
H =+ E He$H, dou H 0 K = E. H étant normal, & contient le

produit direct
Q=HXKcBG

qui est un sousgroupe normal de &.

2,63. On a Q9 c Q. En effet HI = $ et d’aprés 2,3 QI C K.

R,04. Le groupe-quotient & = B/Q est un groupe abélien,
satisfaisant a la supposition des chaines descendantes finies. D’apres
la supposition le groupe-quotient B/R est un groupe abélien qui
satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. La méme
chose est donc vraie pour B/Q, & cause de K C Q.

2,65. D’aprés 2,53 on a (QG) 9 = (QI) (GI) cQ(G9). L
correspondance entre les classes de & d’aprés le sousgﬁ)upe Q:
QG — Q(GF) est un automorphisme du groupe-quotient & = G/Q
que nous allons désigner par B.

R,66. L’automorphisme 9 est un automorphisme propre pour ®.
Soit G_En élément de B et QG = (H X R) G, la classe respective.
Soit G9 = E, c’est-a-dire G¢ = HK ¢ Q avec un He$ et un
K ¢ R On peut trouver dans £ un élément H' tel que H'd = H,
d’ot (H'—1G)9 = K e R et par conséquent H'—'G = K'e R,

G = H'K' € Q, c’est-a-dire @ = E. L’automorphisme & représente
donc @ d’une maniére isomorphe a un sousgroupe G de B,
d’ott il suit BF = B.1%) & est propre pour G.

2,67. Supposons maintenant que & ne soit pas le groupe-
unité. Il existe alors d’aprés 2,54 et 2,561 un nombre premier p

tel qu’il y a dans & des éléments d’ordre p. L’ensemble de ces
éléments est un sousgroupe ®,cC @, ayant d’aprés 2,51 lordre
fini. B, étant invariant par rapport a chaque automorphisme
de G, lautomorphlsme 9 est propre pour GS,, Soit 4, 4, . . ., 4,
une base de &,. Un élément arbitraire 4 de &, peut étre mis
sous la forme

A= A4 ... AY avee 0 < d; < p. (3)
Choisissons dans la classe A4;,i=1,2,...,r, d’'une maniére arbi-

_ 19 Autrement, il y aurait dans @ une chaine descendante infinie:
GOB?D®BI2D..., contrairement & 2,54.
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traire un élément 4; comme représentant de cette classe. Dans
la classe A nous choisissons comme représentant 1’élément

« u_ A=Ab48 .. . A% (4)
De A? = E, il suit _
_ A» = HK (8)
avec un He$H et un K e R. p est le plus petit exposant pour
lequel une telle équation est vraie. Soit s, un nombre entier
positif tel que pour K de (5) on a K9#'4 = E. Un tel s, existe
d’aprés 2,3. Posons
A9 = HOKMAD), ()
o1 AM est le représentant de la classe contenant A¥. Soit {4 un
entier positif tel qu’il est KM¥¢4 = K. Soit »n le plus grand nombre
de tous les s4 et de tous les 24, ii_parcogrant leE représentants
des classes de ®,. §1 lon pose 49" = B;, les B; forment une
nouvelle base pour &, et on peut choisir pour les représentants
des classes de la base les éléments

A" = B;.
Pour le représentant d’une classe arbitraire B = B%B% . . . B
de & nous choisissons évidemment 1’ élément

B=Ba&Bah .. . Br, 0<di<p (7)
et nous avons d’aprés (4)
Ad" = B. (8)
D’aprés (5) et d’aprés le choix du nombre = il est
Br = Arj* = (HK) 9" = (HI") € $. (9)

D’aprés (6) et (8) et d’apres le choix du nombre = il est
B = (A9") 9 = (A9) 9 = (HOKDAD) 9 =
= (HW9") (AW9*) = (H'9") BO),

ol l'on a posé AMgr = BO), .

2,68. Le sousgroupe HV = ($, B,, By, ..., B,)%) de & est
reproduit par #: On a d’aprés (10) HVI = (H3, B,3d, B, . . .
e uBB) = (D, B, By, ..., B) =M. Un élément arbitraire de
HD peut étre mis sous la forme HB,%Byh. .. B’ ce qui est
d’aprés (7) égal & HB . (HB) 9 = (H9) (Bd) = E signifie BY ¢ H,
cela veut dn‘g pour les classes d’aprés 2,55 Bd = E et de 2,566
il suit B=E, d’oh B=E. $ étant le sousgroupe maximum
reproduit par 4, on a HO = §H, cela veut dire B, = €, contraire-

ment & la supposition faite au commencement de 2,57. Il en suit
B =9 X R et ¥ est parfait.

(10)
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2,6. Définition. Envisageons la décomposition (1) du § 1.
Soit S) un sousgroupe de &. Soit H ¢ $, la correspondance H — G,
ou G; est le composant de H dans ®;, est un homomorphlsme que
nous allons appeler homomorphisme de décomposition. D’une ma-
niére analogue nous parlerons d’un isomorphisme de décomposition
et d’un automorphisme de décomposition. D’aprés M. Fitting [4],
§ 2, p. 382, nous allons désigner par y; I’automorphisme de dé-
composition qui fait correspondre & chaque élément G = G,G,...Gy
son composant G; dans le facteur &;. On voit toute suite que cha-
que couple y;, vi, ¢ = k, est sommable et d’apres M. Fitting [4]
1. c. on a les relations suivantes

ntrt...+r=s (11)
Vivi =i Yive=g@ pour i k. (12)
On vérifie aisément le lemme:
2,61. Lemme. Chaque automorphisme de décomposition est
normal
2,7. Définition. Soit B un groupe avec un champ d’opéra-
teurs .Q. L’automorphisme 9 de & est dit admis par 2, si I'on
a w? = Jw pour chaque w e 2.

2,71. Lemme. Le produit d’un mombre fini d’automorphismes
admis par 2 et la somme de ces automorphismes, si elle existe, est
un automorphisme admis par L.

Démonstration. Quant au produit 1’énoncé est évident.
Envisageons la somme &, + &, + ... + ¥,. Nous avons d’apres (1)
et (2)

oHhF+H+...+%h) =0+ od+...+ o
Hht+h+...+%ho=0ho+ %o+ ...+ do

et les deux expressions sont identiques.

2,72. Lemme. Si & est un automorphisme de & admis par Q,
le sousgroupe R, annulé par ¥, est invariant par raport a Q. Si,
de plus, le sousgroupe maximum $, reproduit par &, est unique
et satisfait a la supposition des chaines descendanies’ finies, il est
de méme invariant par rapport a £.

Démonstration. Soit K ¢ & et soit d’aprés 2,3 » entier positif
tel que K" =E. On a (Kw) 9" = (K9) w = E, c’est-a-dire
Ko C R.

‘Soit § le sousgroupe, formé par tous les éléments F e $H
pour lesquels Fw = E. On a donc Fo = € et ensuite (Ff) v =

= (Fow) ¢ = €, dott FSC F. L'automorphisme & étant propre
pour §, il représente le sousgroupe @& C $ .d’une maniére iso-
morphe au sousgroupe F# C &F. Mais, parce que $ satisfait a la
supposition des chaines descendantes finies, le cas Fd C F n’est
possible.’?) Or, on a ¥ = F et F est reproduit par &#. Pour le

21



sousgroupe $Hw, on a d’abord

Ho = (HP) 0 = (Hw) . (13)
Soit ensuite H' ¢ Ho et H'd = E. On peut déterminer un élé-
ment He$ tel que Ho =H'.On a £ = H'd = (Hw) 9 = (Hz?) w,
c’est-a-dire (HY) e F. §F étant reproduit par ¢, H est de méme
contenu dans g et par consequent E = Hw = H'. 9 représente
$Hwo d’'une maniére isomorphe & (Hw)?. En vertu de (13) Hw est
donc reproduit par ¢ et parce que $ est le sousgroupe maximum
unique reproduit par 4: Ho CH.

2,73. Lemme. Soit & un groupe avec un champ d’opérateurs Q.
Soit (1) du § 1 une décomposition de &, o les &; sont invariants
par rapport @ L. En ce cas tous les automorphismes de décomposi-
tion vy, sont admis par Q.

Démonstration. D’aprés les suppositions, on a pour un o ¢ .Q
et un Ge® avec G =G,G,...G,;: Grw = @1 e & pour k =
=1,72, ,7. On en tire dun cote Gyiw = G,w = @';, d’autre
cbté Gwy. = [(Gy) (Gaw) . . . (Gr0)] yi = ['1Gy . . . G1]yi = Gy =
= (', par conséquent y;» = wy;.

Nous aurons besoin encore du lemme suivant:

2,8. Lemme. Soient ¥, et 9, deux automorphismes du grou-
pe G. Soit H un sousgroupe de & reprodust par 9,9, et R un sous-
groupe reproduit par 9y9,. Soit de plus

R =R H =RKHCH. (14)

On a alors H9 = R, K, = $H et les correspondances entre les élé-
ments de $ et de K y sont isomorphes.

En pa,rtwulzer st hy, = 9,9, et st & est reproduit par 9,9,
@ est reproduit méme par 9, et par 9,

Démonstration. On a

5Py = H, K =K (15)

et on peut écrire
. HH =R, K%=29, (16)
KR =9", H'9% =K. (17)

Ici, les correspondances sont isomorphes, parce que, d’aprés la
supposition, les correspondances (15) qui en résultent le sont aussi.
De la seconde relation (16) et de la premlere relation (17) il résulte
d’aprés (14) H = K9, C R, = ', ce qui donne d’aprés la se-
conde relation (14) $ = $’. De la méme maniére on prouve
Iégalité R = Q. On parvient au cas particulier, si I'on pose
$ = @, en tenant compte du fait qu’on a, en vertu de 9,9, =9,9,,
R=0.

A la fin rappelons ce lemme démontré par M. Flttmg [31,
Hilfssatz 5, p. 20, qui est trés important:
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2,9. Lemme. Envisageons la décomposition (1) du § 1 pour .
Soit y un automorphisme de & qui fait correspondre aux éléments
de ®; les éléments d’un certain sousgroupe &'y de Gy, © = k. Si x
est normal, &'y est un sousgroupe du centre de &y et par conséquent
du centre de ®.

§ 3. Les produits directs de deux facteurs.

Dans ce qui suit nous revenons au cas d’'un groupe & ayant
un champ d’opérateurs 2. Soit € le centre de ®. Il se peut que €
n’est pas un sousgroupe invariant par rapport & £2. Mais il existe
toujours dans € un sousgroupe maximum unique qui est inva-
riant par rapport & £. Ce sousgroupe sera désigné par §,. Nous
ferons maintenant sur & la supposition suivante:

3,1. Supposition. €, satisfait & la supposition des chaines
descendantes finies.

3,2. Soient

=06, XB,=9H X9 (1)

deux décompositions distinctes du groupe & en produit direct
de deux facteurs. Nous allons chercher un élargissement de la
premiére et un élargissement de la seconde décomposition qui
soient centralement. isomorphes, I’'un & l’autre. Pour ce but, nous
allons désigner par y,,y, les automorphismes de décomposition
de la premiére décomposition et d,, 4, ceux de la seconde.') Nous
allons examiner ces automorphismes.'?)

3,21. Lemme. Les sousgroupes y;dyr = Gwidjye, ¢ +£ £,
1,7, k=1, 2 sont sousgroupes de Cqo. La méme chose est vraie
pour &oy;ior = HDidiyi0r. Par conséquent yi0,yr, yidyr et Oiyi0k,
0:¥,0r sont sommables et on a

Vibiye + pidsyr = @, Oiy10r + Oyl =0, ¢ Fk, 1, k=12 (2)
ce qui peut étre écrit:
Vidyk = — Yidg¥r, 010k = — Oiyabr. (3)
Démonstration. y;d;: avec ¢ == k est un automorphisme nor-
mal (voir 2,61) pour lequel on a Gydjyr = () djyr = Gidjyr C
C B;. Ce sousgroupe est alors, en vertu de 2,9, un sousgroupe
du centre et, en vertu de 2,73 et 2,71, un sousgroupe de €go. On
a maintenant d’aprés (11) et (12) du §2: o=yove=vie e =
11) J’attire l’attention du lecteur au fait que l’automorphisme de
décomposition p; n’est pas déterminé par le facteur direct &, seul, mais
simultanément par ce facteur et par son facteur complémentau-e @, En
effet, s’il existe une autre décomposition & = &, X &', avec 63 s =#= (G
on a pour les automorphlsmes de décomposition respectlfs Y Pai¥1 =+
=+ Y1 ’);z + ¥

Les lemmes 3,21, 3,23, 3,24, 3,25 sont vrais méme sans la sup-
position 3,1.
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= yi(8; + 8s) Y& = YidYe + ViOayr. Byid;yx étant abélien, 1’expres-
sion — y¢d;»: a un sens. On a une preuve analogue pour &;p,d,
6{)’26k.

3,22. Lemme. Posons (B.*y;é,yk = @'fk, 3),-617;61, = 5”];, i, j,
k=1,2,1 Fket Dy=®, N Hy, 7,8 = 1, 2. Les homomorphismes:
yidiyr entre &; et B et dryi0r entre H; et H''y engendrent les iso-
morphismes suivants

B/ Dy X D) = B, 9i/(Dsi X D) == H",

oul=1,2,1=9. Ici, @ cause de 3, 21 et 3,1, les groupes-quotienis
sont abéliens et satisfont a la supposition des chaines descendantes
fintes. : .

Démonstration. D’abord le sousgroupe ®,;, étant la partie
commune de deux sousgroupes normaux de &, est lui-méme un
sousgroupe normal de @&. Il est D; N DyCH; N H = €, par
conséquent D;; X Dy existe dans G. On a ensuite Byyidjyr =
= B;d;yx. Posons B;6; = H’;. Tous les éléments de &; auxquels
Pautomorphisme §; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe Dy = G; N ;. De méme on a H';2 Dy; et tous les
éléments de £’y auxquels ’automorphisme y; fait correspondre E
forment exactement le sousgroupe ®;. Parce que J; laisse inva-
riant chaque élément de ®;, tous les éléments de &; auxquels
Pautomorphisme d;y; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe ®;; X Du. Le lemme pour ;67 est maintenant la
conséquence du théoréme sur I’homomorphisme. On a une démon-
stration analogue pour d:j;0.

3,23. Lemme. Posons

% = YiOyi, Aij = 0ipy0s, 4,7 =1,2.
Les automorphismes ux;, #ig et Ay, Ais, © = 1, 2, sont sommables et

3l est )
Kiy + Hig = Vi, 2&1‘1"&‘2:6": 1=12. (4)

Démonstration. D’aprés (11) et (12) du §2 il est
¥i = yiye = yie yi = yild + O) i = ¥idyyi + yidayi = win + i
et on a une relation analogue pour é;.

3,24. Lemmeo Il est xilx;'a = x‘snil, }b"ll;'a = }-.'22-(1, i == 1, 2.

Démonstration. D’aprés (3) on a par exemple pour x;,x,
e = M08y = — 7oyadeyy = — M0y = Y1010y =

= %n%u.

3,26. Lemme. II est

. *u%ig + Xm¥ee = Anhis + Anlgs.

Démonstration. Les sommes existent, car, par exemple, pour
la premidre, on a ruyryy = (Bny) 233 C Bty € By, Goegyres, =
= (Brg) %99 C gy C 5. On peut écrire la premiére somme, en
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vertu de (11), (1), (2) du § 2, et de 3,24, sous la forme

Kp¥ae + Xy Xag = (%11%19 1 Haa¥er) € = (10,1101 + Vs0e¥2017e) (011 0p) =
= 7’16171527151 + P202y2017201 + 710:710:710; + }’aaa?sfsﬂ’zaa

et la seconde, sous la forme

Aadyg+ Ag1 Ao = € (A Ao+ Aoodey) = (Y14 ¥2) (0171017201 + 6py205710;) =
=.7’1617161'}’261 + 720191017201 + 10272029102 + V202¥20210;-

D’apres (3) il est ici

710171021101 = — 91017105720, = y1011617:26,,
V20Y2017201 = — 20371617201 = 930191617201,
V10171057105 = — 710,720,910 = 103205y, 0,
V20272017202 = — V205201y105 = 205Y5027105,

ce qui prouve le lemme.

3,3. Nous ferons voir que les automorphismes Hiky Hiy¥ig,
Ak, 1,1).;2 sont parfaits.

3,31. Lemme. Les automorphwmes Kuip €6 A, 1 =1,2,
sont pa,rfazts pour &; et $Hi. On peut alors écrire

Gi=06i X Qi et Hi=Hi X L,

ol &; resp. $; est le sousgroupe maximum de &; resp. $H; reproduit
Par xuxig 7€8P. Airhis, € Qi resp. L; le sousgroupe de ®; resp. Hi
annulé par xyxig resp. Ayhys.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour xgx; et ;.
On a d’aprés la définition Gueyriy = Giyidyyideyi = Bidyyideyi.
D’aprés 3,21 &;0,y:0, et par conséquent de méme B;8;ysyid est
un sousgroupe de €, car y; fait correspondre & un sousgroupe inva-
riant du centre de méme un sousgroupe invariant du centre.
Ce sousgroupe est alors abélien et, d’aprés la supposition 3,1,
il satisfait a la supposition des chaines descendantes finies. Le

sousgroupe G C ®ixiyi; est donc normal. D’aprés le théoréme
sur ’homomorphisme, I’automorphisme x;x;;, engendre 1’isomor-

phisme suivant
Gi/RY 22 Gornynia,

ot R a la méme signification pour K; comme K pour R & 2,3.
- Bi/KM et, par conséquent aussi &;/K;, est un sousgroupe abéhen
satisfaisant & la supposition des chaines descendantes finies.
En vertu du théoréme 2,5 ;% est parfait pour &;. Les décom-
positions (1) étant invariantes par rapport a £, les automorphismes
¥, 6:, © = 1,2, sont, en vertu de 2,73 et 2,71, admis par Q. Le
lemme 2,72 fait voir que &; et K; sont invariants par rapport & Q.

3,32. Lemme. L’automorphisme x;, est parfait pour &;, Uauto-
morphisme A, parfait pour $i, 1,j =1,2. On peut donc écrire,
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en posant 1 = 1,2, 1 =+ j:

‘ Gi= Gy X Ku et Hi= Hi X L,
ot By resp. i est le sousgroupe maximum de &; resp. $; reproduit
par x;; resp. Aij. Ku resp. Li; est le sousgroupe de &; resp. $; annulé
par x; resp. Aij.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour x; et ;.
Prenons le sousgroupe ®y de 3,22. De Dy C §; on tire Dyd; = K
pour chaque Dy e @y et & plus forte raison Dyxi;; = Dudjy; = E.
© On a donc Dy C Ku® C Ku. 11 est d’autre part Dijui; = Dijyidiy: =
= D.-ia,y,- = D,;j‘yi = .Dij pour chaque Dij € @i;- On a donc @U_g @,’.
L’automorphisme x;; engendre alors un automorphisme zx; du

groupe-quotient &;/D;; = G.. »;; fait correspondre & ce groupe
le groupe (®ixi;)/Dsi. Il en suit que le sousgroupe de &;/9;; annulé
par x; est Dy . Ru/Dij = Ku2 Dij X Du/Di; et le sousgroupe
maximum reproduit par x; est &;/®;;. D’apreés le second théoréme
sur l’isomorphisme on a

(Bi/Di)/(Dij X Da/Dij) = Bi/Dij X D
et nous avons vu & 3,22 que ce dernier groupe-quotient est abélien
et satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. La

méme chose est donc vraie pour B;/QRu. On a d’aprés le premier
theoréme sur l’isomorphisme

(GO =~ (D X Da) .Bi/Dii X D C Bi/Dy X Dy
Ce dernier groupe-quotient étant abélien, &;/Di;; est un sous-

groupe normal de ®:. En vertu de 2,5 x;; est donc parfait pour [CH
Chaque élément de ®;; étant invariant par rapport a x, il en suit
que x;; est parfait pour ;.
3,33. Lemme. 11 est
Ri=RKu X Ris, Li=LuXxXLyu t=12

3,34. Lemme. Ry; est reproduit par xi;. De méme Lj; est repro-
duit par Aj. 1,5 =1, 2.

Démonstration. Nous allons prouver la premiére formule du
lemme 3,33 et la premiére partie du lemme 3,34. On a d’abord
R N Kip = €. Soit K € Ry, K € Rip. D’aprés 2,3 deux nombres
entiers positifs n,, n, existent tels que Kxu™ = B, Kux;m = K.
Daprés 3,23 et (12) du §2 il est K = Ky; = Kyt =
= K (s + #ig)+™ = B, car (xq + i)™ est égal & la somme des
termes xH ™ Tuy!, ol 0 < r < my + my. Or, on a, ou n; + ny—
— 7 ) my, ou r > m,, par conséquent Krit™ gt = Kngwlti " =

~
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Soit Ky, € Qi; avec Kigxy® = E d’apres 2,3. 11 est (Kyyngp) #i® =

= (Kipi") #ip = E, donc Ky € Q. Or, x, fait correspondre

a Ki; un sousgroupe RKixi; C Kip. Cette - correspondance est iso-
morphe, car Kgx, = E signifie K e R, d’ou on tire K = E.
Si Pon avait R, C Rip, une chaine descendante infinie existe-
rait dans R5,.1%) A 3,22 on a vu Ky 2 Di et & 3,32 on a vu
B, 2 Dy Chaque élément de D;, étant invariant par rapport
a . il serait R, O Dy, pour chaque n. Il existerait donc dans

Ra/Dia = Dy - Kia/(Dix X Dia) € Gi/(Diy X D)

une chaine descendante infinle ce qui est contraire a 3,22. Par
conséquent Rixin = Kip et Ry, est reproduit par x;,. De méme Ry
est reproduit par x;. Le lemme 3,34 est donc démontré.

On a évidlemment en vertu de 3,24 R X K;,;C Q. Soit
Kie R, il existe un entier positif n tel que E = K;(s;xip)* =
= (Kmy"™) 7", d’otr il suit Ky = K'y; € K. iy étant reproduit
par x;, on peut y trouver I’élément K, tel que Kjx;" = K';.

(Kii'K;) iy» = B, cest-d-dire Ki'K; = Kiye Qus et K; =
= Ky;K. On adone R; X K 2 Kietle lemme 3,33 est démontré.

3,4. Nous allons prouver quelques lemmes concernant les
decomposmons de B; et ;.

3,41. Lemme. On a
Gi=06i X Ry X Rizy Hi=Hi XLy XLy, i =12

Les. sousgroupes mazimum reproduits par i, iy, iy SONE ict
& ¥ Ri G X Kiy, G; respectweme’nt les sousgroupes maximum

reproduits par Ay, Aig, Aydiy sont $i X L, Hi X Lis, S respecti-
vemendt.

Démonstration. En vertu du cas particulier du lemme 2,8

®; est reproduit en méme temps par x; et par x;,. Le lemme est
maintenant la conséquence de 3,33 et 3,34.

3,42. Lemme. On a
B =06, x G=29 XH
3,43. Lemme. On o B
R =8, x Rz X Ky X Kee = Ly X Ly X L1z X Ly

Démonstration. On trouve aisément que &; X B, est le
sousgroupe maximum de & reproduit par %, - %, car on
a pour chaque G = GG e®, ou Gie®;: GQ(ryn, + HgyMgn) =

= (G1Gs) (1212 + Hgngp) = (01"11"12) (Gerqgy). De méme H; X H,
est le sousgroupe maximum de & reproduit par A;;4, + AgiAg.
La relation de 3,42 est maintenant la conséquence de 3,25. Par
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la méme raison K est le sousgroupe annulé par x,.%,, + %y X
et par A, + Ay g, d’olt il suit la relation 3,43.

3,6. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait a la suppo-
sttion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en
produit direct de deux facteurs. L’élargissement de la premiére dé-
composition

B = (61 X R X Ku) X (B; X Ky X Ki) (5)
est centralement isomorphe a Uélargissement de la seconde décom-
position: B _

G = (H1 X L X La) X (H2 X Lyy X Ly) (6)

de sorte qu'on a les isomorphismes centraux suivants:

®; = $Hr, pour chaque i et k,
Riv =~ L, 1, k=1,2.
L’automorphisme de décomposition & fait correspondre d’ume ma-
niére isomorphe au facteur &; de (5) le facteur $Hr pour chaque
1 et k, 1,k=1,2. 6 fait de plus correspondre d’une maniére iso-
morphe au facteur Qu: de (5) le facteur L de (6). Inversement y;
fait correspondre au facteur $Hi le facteur ®; et au facteur L le
facteur Q. Il en suit que ’ensemble de tous les composanis de &;

dans $p constitue le facteir $Hi, I'ensemble de tous les composants
de R, le facteur Lir. Une chose analogue est vraie pour les compo-

sants de $Hi et L dans ;.

Démonstration. D’aprés 3,41, (5) est 1’élargissement de la
premiére décomposition (1), (6), de la seconde. D’apres la dé-
monstration de 3,41 &, est reproduit par s, ) par A, i, k=1, 2.
On a (B.‘ = @;}tik = @iak’}’i, 5}, = Elc}»ki = Ek‘)’iako De 3,42 ré-
sultent les relations suivantes

Bidr € Hr, Hryi € G
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2,8 avec ¥, = &, ¥, = y:.
Il en suit que I'automorphisme de décomposition yp; fait corres-
pondre d’une maniére isomorphe au facteur &; de (5) le facteur
$i de (6) et Pautomorphisme de décomposition y; au facteur $;
le facteur &;. Soit K, un élément arbitraire de R,,. On a d’aprés
8,43 dans (6) la décomposition K;; = Ly Ly LyyLey avec Ly € Lix.
Soit n l'entier positif tel que K,xj: = E. On trouve aisément
d’aprés (3) 25"8; = 710910 . . . Y109y101 = ¥101Y2017 - - - V201¥2by =
=y,4,". Par conséquent il est £ = K,,x,,"0, = K, ,y, A" = Ky, )" =
= (LyLgyLngligs) Age™ = (LyyArs") (LanAys™). D’apres 3,32 on a (Lyydi")e
€ £, et d’aprés 3,34 (LyA,") € Ly et par conséquent Ly i, = K,
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Ly * = E. Ay, étant propre pour £,, il en suit Ly, = E. Le com-
posant de Ku dans $, est I’élément L, e Ly, et on a R4, C Ly;.
D’une maniere générale il est KRudr C Lix et inversement Cayi C
C Q. Maintenant on prouve au moyen du lemme 2,8 par le
méme raisonnement comme auparavant que lautomorphmme de
décomposition d; fait correspondre d’une maniére isomorphe au
facteur R de (5) le facteur Ly de (6) et l'automorphisme de
décomposition y;, au facteur Ly le facteur Ry.

Comme on sait, ces faits ont pour, conséquence qu’on peut
remplacer dans la décomposition (5) le facteur &; par $Hi et le
facteur Qi par Li. Prouvons-le, par exemple, pour @&, $,. Le
composant d’'un H,e$,, H, =+ E dans &, est différent de E,
parce que $,y;, = &, est une relation isomorphe. Il en suit que

DN (Ru X K X G X K X Ky) =
Or, il existe dans & le produit direct

G =H X Ku X K X By X Ky X Kun.
Soit G, un élément de @1 D’aprés ce qui a été dit sur y,, on peut
trouver un élément H, € §, tel que H, = G,K,,K,,G,K, K,,, d’oh
G, = H'K,K,G,KyKy. Or, on a B, C B et par conséquent
G = G‘) On peut faire un raisonnement analogue pour les autres

facteurs. On en obtient d’aprés un lemme connu, démontré par
M. Schmidt [1], § 4, Hilfssatz I, p. 38, les isomorphismes centraux

G; =~ Hr, KQir =~ Lix. Le théoréme 3,5 est donc démontré.

- 3,6. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en produit
direct de deux facteurs. On peut toujours trouver un élargissement
de la premiére décomposition

B =06y X B X By X By avee GB; = G, X Gy (7)
et un élargissement de la seconde décomposition

G = Hu X Ha X Nz X Ny avec H; = H1i X Hy (8)
qui sont centralement isomorphes de sorte qu’on a entre les facteurs

les tsomorphismes centraux ®w =~ Hw, 1,k = 1, 2.
Démonstration. Il suffit de poser par exemple

Gy = @_1 X R B = Rz, G = K, Goe =_—®—2 X Rus
Hu=H1 X L, Hi2 = L1z, Hu = Loty Has = Hy X Laa.

Puis on tire aisément du théoréme 3,5 la remarque suivante:

Remarque. L’automorphisme de décomposition & fait cor-
respondre d’une maniére isomorphe au facteur Gy de (7) le
facteur By de (8) pour chaque ¢ et k. Inversement, la chose ana-
logue est vraie pour ’automorphisme de décomposition y;. Par

19* 279



conséquent ’ensemble de tous les composants de By dans $Hi
constitue le facteur $g et I'ensemble de tous les composants
de $Hi dans @; constitue le facteur Gy.

De cette remarque on obtient le théoréme par un raisonne-
ment analogue & celui de la démonstration du théoréme 3,5.

§ 4._Les produits directs de n facteurs.
En partant du théoréme 3,6, on obtient par I’induction double
le théoréme suivant:

4,1. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la suppo-
sition 3,1. Sotent

B=6xBG Xx...x G (1)
©=S31X332X...XS3: (2)

deux décompositions de & en produits directs der et s facteurs, r et s
étant deux entiers positifs arbitraires. On peut towjours trouver un
élargissement de (1) -

et

®=®11X@12X...X@uX@mX...X@mX @31X---X®rg

avec (3)
Bi=0y X Bipy X ... X B, 2=12...7r

et un élargissement de (2)

G =Hu X HDuX... X HyXH1a X 0. X Doy X N X .+ .. X Hyrs (4)
avec
Di =1 X Hu X ... X Hyi, 1=1,2...,s8

qui sont centralement isomorphes de sorte qu'on a entre les facteurs
les isomorphismes centraux

G2 Ha, 1=1,2,...,r, k=1,2,..,83)

Démonstration. Si I'on a deux décompositions du groupe &
qui sont centralement isomorphes, on peut toujours trouver
& ’élargissement arbitraire de la premiére décomposition un élar-
gissement de la seconde qui lui est centralement isomorphe. D’aprés
3,6 le theoréme est vrai pour r = 2, s = 2. Dans ce qui suit on

13) En partant de la remarque ajoutée au théoréme 3,6 et en arran-
geant les deux inductions par lesquelles se fait la démonstration d’une
maniére convenable, on démontre de plus le fait suivant: Si ’on décompose
les éléments de B, d’aprés la décomposition (4), 'ensemble de compo-

sants de tous les éléments de ®,; dans Hy forme le facteur $H;;, tout entier.

L’automorphisme de décomposition: G — composant de G dans le
facteur H,; de (4) fait correspondre d’une maniére isomorphe au facteur &,

le facteur $,;. Je ne donne pas ici la démonstration de cette assertion.
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désigne par les mémes indices auprés des facteurs Gy et $Hy le
fait que ces deux facteurs sont centralement isomorphes.

I. Posons r = 2 et supposons que le théoréme soit vrai pour
8—1. On part de la décomposition (1) avec r = 2 et de la dé-
composition

‘ B=H XD X...xX Dz X o1, (5)
ou

5&—1 = H5—1 X 5. (6)

D’aprés la supposition on peut trouver un élargissement de (1)

G=(BuX...XB—2XB—1) X (ByX...XBgeyX Bpe_1) (7)

et un élargissement de (5)
G =(H11 X Ha1) X (H12 X Hap) X e X (91,—2X Ny s—2) X (8)
X (51,8—1 X &z,a——l),

ou 53_3—1 = 3;)_1,.—1 X 52,;-—1, (9

qui sont centralement isomorphes. D’aprés 3,6, on peut trouver
élargissements de (6) et (9):
He—1= (D11 X Hes—1) X (D1, X Haye), (10)
$o1 = (Blar X B) X (B x BP0y (1)
qui sont centralement isomorphes: $;,—; ~ 338')—11 iy = _5,2,)_1-
En remplagant dans la décomposition (8) $,—; = Hie—1 X Has—1
par (10) et par (11), on obtient deux élargissements de (8), centra-
lement isomorphes. Le premier d’eux est la décomposition (4).
(7) et (8) étant centralement isomorphes, on peut trouver un
élargissement de (7) qui est centralement isomorphe au second
élargissement que nous venons d’obtenir et par conséquent centra-
lement isomorphe & (4). Pour cela on n’a qu’a décomposer Ls—1=
= @1;—_1 X B et Gz = Bap—1 X ®s,s avee Bi—1 =~ 5&)_1’
Gy 3’35-,2,)_1, t=1,2. On obtient ainsi la décomposition (3)
avec r = 2. Le théoréme est donc vrai pour » = 2 et s quelconque.
II. Supposons que le théoréme soit vrai pour r — 1 et s
quelconque. On part de la décomposition

®=®1X®2X..-X@r—2x@r—ly (12)

A

ol .

@r—l = @r—l X @r, (13)
et de la décomposition (2). D’aprés la supposition il existe un
élargissement de (12)

©=®1'1X®12X...X~®1.X®21X...X@r-—z,ax

X @Gr—11 X ... X By, (14)
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ol
@r——-l == @r—l,l X @r—l,z X.ooo X @r—l,s, (15)
et un élargissement de (2)
B=HuX ... X HDr—21XHr—11 X HDiz X ... X Hr—25 X Hr—16
(16)
qui sont centralement isomorphes. D’aprés I on peut trouver
élargissements de (13) et (15)

@r—l == (@r—-ll K sww K @r—ls) X (@rl X oaww X @ra); (17)
Gr—1 = (B2 X @r—l 1) X ..o X ((B(rl—)ls X G2 (18)

qui sont centralement isomorphes: ®,—1; ~ G2y ;, B, =~ G2,
En remplagant dans la décomposition (14) [CR— @,_11 o
"X ®r—12 X ... X By, par (17) et par (18), on obtient deux
elarglssements de (14) centralement isomorphes. Le premier d’eux
est précisement la décomposition (3). (14) et (16) étant centra-
lement isomorphes, on peut trouver un élargissement de (16) qui

est centralement isomorphe au second élargissement que nous
venons d’obtenir et par conséquent centralement isomorphe a (3).
Pour cela on n’a qu’a décomposer: $,—1; = Hr—1,; X Hr;i avec
K, N (5;21,5, Dri =~ 6,(-2_)1,,-. On obtient ainsi la décomposi-
tion (4). Le théoréme est vrat pour r et s quelconque.

La conséquence immédiate de 4,1 est le théoréme:

4,2. Théordme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Supposons que & posséde une décomposition irréductible.
En ce cas, chaque décomposition de & en prodwit direct peut étre
élargie en une décomposition irréductible et deux décompositions
wrréductibles quelconques sont centralement isomorphes, 'une a Uautre.

§ 6. La substitution des facteurs dans deux décompositions
centralement isomorphes.
b,1. Théoréme. Soit B un groupe qui satisfait & la supposi-

tion 3 1. Etant données deux décompositions quelconques de &, on
peut toujours trouver un &largissement

®=ﬂIXﬂ2X...Xﬂq (l)
de la premiére décomposition et un élargissement
G=B, X By X ... x By (2)

de la seconde décomposition qui sont centralement isomorphes et
qui ont la propriété swivante: On peut substituer pour un ensemble
quelconque des facteurs i, par exemple pour 8y, s, . . ., s,
1<t < g— 1, certains facteurs de la seconde de’composztzon qm
sont ceniralement 1somorphes aux facteurs choisis $l; de sorte qu’on
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obtient ainsi ume mouvelle décomposition de &, centralement iso-

morphe a (1) et (2), dans notre exemple la décomposition:
(6=Q3k,><%k,>< o ws K %ktXﬂz+1>< Xﬁq.

avec les 1somorphismes centraux CB’%‘ ~, 1=1,2,...,1.

5,2. Avant d’aborder la démonstration de 5,1, nous allons
démontrer deux lemmes.

5,21. Lemme.'%) Soit & un groupe irréductible qui satisfait
a la supposition 3,1. Soit & un automorphisme propre pour & qui
est la somme ¢ = 9, + 9, de deux automorphismes de & tels que
les automorphismes 9,91, 9,91 sont parfaits pour &. En ce cas,
au moins un des automorphismes ¢, et 9, est propre pour &.

Démonstration. On conclut de (¢9—1) 9 =1%;, 1 =1,2 que
les automorphismes 9; et 9;9—! sont en méme temps, ou propres
pour B, ou ne le sont pas. Supposons alors que ¥, et 9, et par
conséquent 9,9~ et J,9—1 ne soient pas propres pour &. Nous
avons la relation -

MO + 99— = e.

En la multipliant par $9—!, d’abord & gauche, puis & droite,
on obtient les relations (8,3)? + (8,0—1) (9—1) = o1, ($,9—1)2 +
+ (9071) (991) = 91, d'our il suit?®)

(@:971) (B071) = (F97) (9,977). (3)

99! est d’une part parfait et n’est pas propre pour B, & est
d’autre part irréductible. Il en suit que le sousgroupe annulé
par @#i9—! est le groupe & entier. Pour un G arbitraire de & on
peut donc déterminer un entier positif n tel que G(HJ—1)* = E,
G(9,0—1)* = E. On en tire I’équation impossible @ = G($,9—! +
+ 9,071)?» = E de la manitere suivante: (3,0~ + $,9—1)2* est
en vertu de (3) la somme des termes (9,9—1)2"—" (9, 9—1) =
= (901) (3 9—1)2»— avec 0 < r< 2n. On a done, ou 2n —
—r =m, our >mn et par conséquent Q($9 1)~ (9,01 = E.
Il faut alors que au moins un des automorphismes ¥4,, 9, soit pro-
pre pour .

6,22. Lemme. Soit & un groupe satisfaisant a la supposition 3,1.
Parmi les facteurs directs abéliens de @, il y en a qui sont des facteurs
abéliens maximum, cela veut dire que un tel facteur QU n’est contenu
dans aucun autre facteur direct abélien. Dans la décomposition
G =A X Q, Q ne posséde aucun facteur direct abélien.

14) Quant & ce lemme et sa démonstration conformer Fitting [3],
§ 1, Hilfssatz 4, p. 19. ‘

15) Soient @ et y deux automorphismes quelconques pour un groupe.
On trouve aisément que, s’il existe un automorphisme &, satisfaisant & la
relation ¢ 4 & = y, il n’existe qu'un seul.
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Démonstration. Soit
A CACAUsC .. (4)

une chaine montante infinie des facteurs directs abéliens de 3.
Posons B = A; X Qi. L'ensemble de tous les éléments qui sont
contenus au moins dans un ; forme un sousgroupe 2 du centre
de B qui est invariant par rapport & 2, parce que les Q; le sont.
On a évidemment QA; = Ai—1 X Bi, Bi = Wi N Qi—1.1%) En po-
sant B, = A, on a pour Y le produit direct infini: YA = B, X

X By X ... X Byp X ... .O0nen conclut comme dans la démon-
stration de 2,51, que, dans Ql, une chaine descendante infinie
existe ce qui est d’apreés la supposition 3,1 impossible. Or, dans &
une chaine (4) n’existe pas. Par conséquent il y a dans & des
facteurs abéliens maximum.

5,3. Démonstration du théoréme 5,1. Envisageons deux dé-
compositions quelconques (1) et (2) du §4 pour le groupe (.
Chaque facteur abélien de & peut étre décomposé, en vertu de
la supposition 3,1, en produit direct des facteurs irréductibles.
Alors on peut trouver, d’aprés 5,22 et 4,1 un élargissement de la
décomposition (1) du §4

®=Ql1><<2lgx...xmuxmlxng...xwu (5)
et un élargissement de la décomposition (2) du § 4
@=%1X%2X...X%uXQ1XQ2X...XQg (6)

qui sont centralement isomorphes: Ui~ B; t=1,2,..., u,
Pi=Qi, 1 =1,2,...,v, et dans lesquels les A; et B; sont des
facteurs abéliens irréductibles, les P; et Q;, les facteurs non-
abéliens qui ne possédent aucun facteur abélien direct. Soient
o, t=1,2,...,ules automorphlsmes de décompositions dans (5)
pour les facteurs AUs, Vis 1=1,2,...,v, les mémes automorphis-
mes pour les Py, fi; 1 =1, 2 . ,u, 6, t=1,2,...,v auront
une signification analogue pour la décomposition (6) Soit encore
6i=ﬂ1 +ﬂu+61 +65—1+5c+1+ —{—6,,, 1=
=1,2.. ,v crivons pour un ¢ quelconque, ¢+ =1, 2, , v,
les décompositions (5) et (6) sous la forme:

G =i X Pi=A X Qi
§¢ y est le produit de tous les facteurs de (5), autres que 9P, s,
le produit de tous les facteurs de (6), autres que ;. Maintenant

le P; est reproduit par yidiy; et Qi par 6.7:‘6; Autrement, il
existerait d’aprés le théoréme 3,5 (voir aussi la démonstration

de 3,5) un facteur direct P’; + & de P; reproduit par y:diy: et

< - 16) Remak [1], § 1, Satz 2, p. 296. Voir aussi Sehmidt [1], § 4, Hilfs-
satz III, p. 39.
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on aurait la répresenta,tiog isomorphe ‘,))'.'3; = 5’., Qs +E
étant un facteur direct de Q;. P: et Qi étant centralement iso-
morphes, il existerait un facteur direct Q’; + & de_ Qi qui serait
centralement isomorphe & P’; et par conséquent & Q. Il suivrait
du lemme 2,9 que Q’; serait un facteur abélien ce qui est impos-
sible d’aprés la supposition faite surQ;. Or, on voit par la méme
voie comme dans la démonstration du théoréme 3,5 qu’on peut
substituer dans (5) Qs & la place de 9); et dans (6) P: & la place
de Q,‘.

Pour les facteurs abéliens nous allons procéder comme il suit:

POSOns.31_=ﬂ2+ﬂ3+...+—ﬁu+61+...+6v. On a 0C1=
= oq(B1 + B1) %1 = Py + Pix, et «, est l'automorphisme-unité
pour ;. A, étant irréductible, et x,B,x,, xfix, étant parfaits, il
suit du lemme 5,21%) que, si ofx, n’est pas propre pour ¥,
ofix; l’est. Dans ce cas posons fiy =fs + B+ ...+ fu+
+ 0+ ...+ 0 On a n=wxfo = a0 + xfax, et m est
propre pour 2l,. Parce que I, est un groupe abélien satisfaisant
d’aprés- 3,1 & la supposition des chaines descendantes finies, il
suit du théoréme 2,5 que chaque automorphisme de Q, est parfait.

% Baoyy ! et oy By0qm;—1 sont done parfaits pour ;. On voit main-
tenant d’aprés le lemme 5,21 que, si «f,x, n'est pas propre
pour 2, &;8,x, I'est. Dans ce dernier cas on pose f; = B, + Bs+ ...

-+ Bu+06+ ...+ 6, et on refait le raisonnement pour
l'automorphisme propre 7, = x,fy%; = 0,83, + e, et ainsi de
suite. On trouve ainsi un automorphisme «,f;x, ou un automor-
phisme a;8;,x; qui est propre pour ;. Mais aucun automorphisme
2,0, n’est propre pour 2, car, en ce cas, I’automorphisme «, 6,
ferait correspondre au sousgroupe abélien QI, un facteur direct
de ), qui est d’aprés la supposition non-abélien. Il existe done
un automorphisme ;0 qui est propre pour QI,. On voit mainte-
nant par la méme voie comme dans la démonstration du théoréme
3.5 qu’on peut substituer dans (5) a la place de I, le facteur B,
et par suite on a la décomposition

B =Br, X U X ... X WU X Py X ... X Py (7)

On raisonnera maintenant de la méme maniére sur cette nou-
velle décomposition et ‘sur la décomposition (6). On trouvera
que le facteur Q, peut étre remplacer dans (7) par un facteur B,
qui est forcement différent de By, et ainsi de suite. Le théore-
me 5,1 est donc démontré.

17) 8i 'on veut se borner aux groupes ordinaires n’ayant pas un

champ d’opérateurs, on peut se passer du lemme 5,21, en procédant
comme le fait M. Kurosch [1], § 3, Satz II, p. 110.
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§ 6. Une généralisation des théorémes du § 3 et du § 4.

Soient B, et $, deux facteurs directs du groupe & choisis

arbitrairement. Soient

B=06, X6 =9HXxXH (1)
deux décompositions de & en produit direct de deux facteurs,
la premiére d’elles contenant le facteur direct ®,, la seconde,
le facteur direct $),. Soient y,, 7, et 6, 6, les automorphismes
de décomposition appartenant a la premiére et & la seconde dé-
composition (1).11) Nous faisons maintenant sur & la supposition
suivante:

6,1. Supposition. Pour chaque couple de facteurs directs &,
et $, de & et pour toutes les décompositions de & (1) en produit
direct de deux facteurs dans lesquelles ces facteurs figurent, les
sousgroupes ®y,6,7, et Bd,y,0, satisfont & la supposition des
chaines descendantes finies.

‘Remarquons que &y,6,y, et &d;y,6, sont, en vertu du lem-
me 2,9, des sousgroupe du centre. Cette supposition est plus
générale que la supposition 3,1, car, sous la supposition 6.1, le
groupe & peut avoir pour facteur direct le groupe cyclique infini
ou le groupe, ayant le type du groupe additif des nombres ration-
nels, pourvu que ce facteur soit le seul facteur direct de ce type.
On peut réaliser cette condition sans difficulté. On a maintenant
le théoréme suivant:

6,2. Théoréme. Les lemmes et les théorémes du § 3 et du §4
restent vrais, si ’on remplace la supposition 3,1 par la supposition 6,1. .

Démonstration. En effet, on n’avait besoin de la supposi-
tion 3,1 que pour la démonstration du lemme 3,22 et du lemme 3,31.
On vérifie aisément que les. démonstrations restent valables méme
sous la supposition 6,1. Parce que la supposition 6,1 n’assure pas
I’existence d’une décomposition irréductible d’un facteur abélien
de &, on ne peut pas remplacer 3,1 par 6,1 dans le théoréme 5,1.

*

0 rozkladu grupy v direktni soudin.
(Obsah piedeslého élanku.)

Prace tyké se grup, v jejichZz centru kazdy klesajici fetézec
podgrup jest koneény. Hlavni vysledek price jest tato véta:
Libovolné dva rozklady takové grupy v direktnf soudin koned-
ného podtu faktord daji se vzdy tak rozffiti, Ze oba nové rozklady
rozéfienim vzniklé jsou si centralné isomorfni, to jest, Ze faktory
prvniho roziffeného rozkladu daji se vzéjemné jednoznaéné pfi-
faditi faktordm druhého roziifeného rozkladu tak, Ze sobé pfi-
tazené faktory jsou si centralné isomorfni.
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CAST FYSIKALNI.

Poznimky o resondtorech s pruZnou sténou.
Jan Potoéek, Brno.
(Doslo 7. prosince 1936.)

" Utelem tohoto &lanku je upozorniti na vzorec oznadeny v daldim (12),
ktery je zajimavy pro svou souvislost s Weberovou teorii jazy¢kovych
pistal a dal by se pom&rng snadno prezkouSeti experimentalns. Odvozuji
jej zde zptsobem, ktery lépe dbs skutednych podminek pokusu, ne¥ odvo-
zeni dosavadni.

Resondtory, o nichz ¢ldnek jedna, jsou valecové trubice kruho-
vého prifezu, na jejichz jednom konci je napjata blina (kauduk,
pergamen), kterd uzavird Gsti neprodyiné. Druhy konec trubice
je bud otevieny — resondtory oteviené, nebo uzavieny ne-
pruznym rovinnym dnem — resondtory zaviené.

H. Bouasse vénoval ve své Akustice témto a podobnym
resondtorim nékolik odstavel, v nichZ pojednivé o jejich &st-
kovych ténech a poditd vzorce, které udivaji zdvislost kmitodtu
tastkovych tént na plodné hustoté a vlastnim kmitodtu blany
a na délce trubice. Jeho vypodty jsou zaloZeny na téchto zjedno-
dusujicich pfedpokladech: -

a) Bléna je nahrazena rovinnou deskou kolmou na osu tru-
bice, uzavirajici jeden konec trubice vzduchotésné a kmitajic{
ve sméru osy bez tfeni a bez Gtlumu. '

b) V trubici se udriuje stojaté vinéni rovinné s kmitnou
(uzlem) na druhém, otevieném (uzavieném) konci.

¢) Vinivy pohyb sahé nerufend az k blénd, kters sleduje
pohyb sousedni vzduchové vrstvy.

d) Uéinek pohybu vzduchu na vn&jsf strané bliny lze za-
nedbati.

Oznaéme v daldfm pismenem m plodnou hustotu napjaté
blény, 2 jeji vlastni kruhovou frekvenci ve vzduchoprézdnu,
L délku trubice, w kruhovou frekvenci vinén{ v trubici, Wy TESP. wy
kruhovou frekvenci zékladnfho ténu trubice délky L oteviené
na obou koncich resp. uzaviené na jednom konci. Platf

1) H. Bouasse, Tuyaux et résonateurs, str. 245 a dal¥f.

287



Wy = 20, = FL—V: (1)

kde V je fazova rychlost vinéni.

Polozme poédatek osy x do rovnovazné polohy blany, kladnou
poloosu do trubice a rovnobézné s jeji osou. Pak je poSinuti vzdu-
<hové &astice v uvnité otevieného resonitoru dano podle b) vy-
Tazem

v = C cos k (L — z) cos wt, (2)
kde
k= ow/V.

Napi§me pohybovou rovnici bliny, &éi lépe Feleno desky,
ktera ji nahrazuje. Kdyby blana — jejiz plocha bud pro jedno-
duchost rovna jedné — kmitala ve vzduchoprdzdnu, vyhovovalo
by jeji posinuti w rovnici

2
m (11—:: = — mQ*w. (3)

Ve vzduchu pfistoupi na pravou stranu k sile od pruznosti pfretlak
vzduchu vné trubice proti tlaku, ktery ptisobi na bldnu z vnitiku. Pro-
toZe se podle d) povazuje hodnota tlaku vné bldny za stédlou a rovnou
tlaku primérnému, objevi se na pravé strané podtlak vzduchu
na vnitini strané blany proti tlaku primérnému, Gmérny dilataci
{0v/0%)z - o; konstanta tmérnosti je oV?2, kde ¢ je stiedni hustota
vzduchu. Pi§eme-li mimo to podle pfedpokladu ¢) v,—g a (02v/062);—,
misto w a dw?/ds?, dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

o ov
m (W -+ ._Q’v) = oV? 5z POz = 0. (4)

Dosadime-li sem za v vyraz (2) a zavedeme veliéiny w a w, misto
k a L, obdrzime vztah, k némuz Bouasse doSel:

02 )
7’(—;*60)—138;0”:0, (5)
kde
m
V= QV. (6)

Pii pevném w, a m vypodtou se kruhové frekvence &astkovych
t6nu otevieného resondtoru jako kofeny této rovnice v w. O jejich
TozloZeni lze snadno ziskati predstavu z grafické konstrukce.
- Narysujeme-li v pravoahlé soustavé soufadné w, y vétév hyper-
boly y =y (2%/w — w), (0> 0) a tangentoidu y = tg wn/w,,
jsou déany hodnoty kofent jako Gsetky priseéikt hyperboly s vét-
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vemi tangentoidy. Hyperbola mé asymptoty: osu y a piimku
Yy = — yw, a sele osu o v bodé w = 2. Je-li bldna velmi tenks.
a malo napjatéa, svird asymptota s osou w velmi maly thel a bod &
lezi blizko poddtku: Zakladni t6n je velmi hluboky, svrchni tény
se blizi ¢dstkovym téndm trubice bez blény, na obou koncich:
oteviené. Je-li bléna velice napjaté, lezi bod £ daleko od podatku:
Céstkové tény blizi se Eastkovym téntm trubice na jednom konci
zaviené.

Pro resonator zavieny je
v = Csin k (L — x) cos wt
a rovnice pro éastkové tény je

Q2 0w

Bouasse a Fouché zjistovali &astkové tény dvojim zpisobem:

1. Resonanci na tén spojité ménéné vysky. Resonance zjisténa.
podle prudkého pohybu korkovych pilin na vodorovné bléné nebo
podle utvofeni Kundtovych obrazei uvniti trubice.

2. Urdenim vySky ténu obdrZeného foukanim napiié otevie-
ného kraje trubice. U otevieného resonatoru davaly oba zpisoby
tytéz frekvence.

Vysledky pokusi s otevienym resonitorem: Je-li ©2 zna¢né
vét8i nebo znadné mensi neZ w, souhlasi pozorovini s teorii;
v prvnim piipadé jsou totiz nalezené frekvence p¥iblizné v po-
méru 1:3:5:..., v druhém piipadé ozyva se velmi hluboky
zakladni tén a ostatni éastkové tény maji frekvence o néco mensi,
nez éastkové tény oteviené trubice. Nelisf-li se v8ak 2 piilis od w,,.
ukaZzi se mimo éastkové tény odpovidajici kofenim rovnice (6)
jedté tony jiné, jejichZ frekvence jsou priblizné celymi (nejéastéji.
lichymi) nasobky frekvence zdkladniho hlubokého ténu. Bouasse
nepravi nic uréitého o ptivodu téchto teorif nepfedvidanych ténu;
snad Ze jsou pisobeny svrchnimi tény blény, snad Ze se daji vylo-
Ziti zavedenim utlumu blény. :

U resondtoru zavieného se ukazalo, %e, zni-li néktery &astkovy
tén resonatoru, jsou predpoklady b) a c¢) splnény; v resonadtoru
existuje dokonale pravidelné stojaté vinéni s uzlem na uzavienémr
konei.

Resonator s pruznou sténou je zajimavy tim, Ze u ného plisobi
kmity vzduchového sloupce na kmity bliny, podobné jako pusobf
u jazyékové pistaly ozvudna na jazyéek.?) Jenom Ze u resonidtoru

2) Uvedens teorie je v podstatd totoZné s Weberovou teorif jazyékové:
pistaly a vzorec (5) je vzorec Webertiv. Viz Bouasse, 1. c. str. 249, dile

Instruments & vent I., str. 74, W. E. Weber, Theorie der Zungenpfeifen,.
Pogg. Ann., Bd. 17 (1829). -

289



jsou poméry mnohem jednodussi. Neni zde proudu vzduchu a pak,
zjistuji-li se 84stkové tény zpisobem uvedenym pod 1., pisobi
na blanu zvend{ sila o dané periodd; jazytek vSak dostava proud
vzduchu, ktery si soustava jazyéek—ozvéna rozdéluje periodicky
sama. Mimo to u resonatoru zavieného neni opravy na otevieny
konec. Pokusné zkouméani zpétného plisobeni vzduchového sloupce
bylo by tedy snad jednodu&si u resonatoru nez u jazyékové pistaly,
zv148t& u resonatoru zavieného. Bylo by i zajimavo zjistit, do jaké
miry vyhovuje skutednosti zv1asté vzorec (7); v akustice vzducho-
vych sloupcit nenf mnoho takovych vzorei, které by se daly expe-
rimentdlné vyzkoufet. OvSem, je zde zatim moZnost, Ze Gtlum
blany mé vliv na vyiku &istkovych téni. Pokusme se tedy. vziti
tento Gtlum do podtu.

Vyse uvedené piedpoklady zménime takto:

1. Ptedpoklad a) doplnime tim, Ze zavedeme Gtlum
blany. Pfedpoklddéme, Ze se pohyb desky zastupujici blanu déje
ve vzduchoprazdnu podle rovnice

d2w dw

‘misto podle rovnice (3).

2. Pfedpoklad d) vynechdme a budeme uvazovati o pfi-
padu, Ze se &4stkové tény zavieného resonatoru zjistuji metodou
resonance uvedenou vyse pod 1. ProtoZze ma blana Gtlum, reaguje
na kazdou vy¥ku ténu budicitho zdroje, a tloha je vypodisti, p¥i
kterych frekvencich budicitho ténu nabyva rozkmit bldny maxima.

Zvukovy zdroj budiZz umistén ptred blanou v ose resonitoru
a tak daleko od blany, abychom mohli povazovali viny dopadajici
ma blanu v kladném sméru osy z za rovinné. Jejich amplitudu
oznatme A, jejich kruhovou frekvenci w. Mimo né bude v prostoru
pred blanou vinénf odraZené od blany, pak vinéni proslé blanou,
.odrazené ode dna a opé&t proslé blanou atd. Tato vinéni daji slozena
vinéni postupujici zdpornym smérem osy z, amplitudy B a s fso-
vym pofinutim #; B a 7 zavisi na dané frekvenci dopadajicitho
vinéni w. Lze tedy vziti v prostoru pied blanou posinuti vzduchové
Lastice u ve tvaru

u = A cos (wt — kx) + B cos (wt + kx + n).

Uvnit# trubice miZe byt pfi ustdleném pohybu — nepoéitdme-li
s Gtlumem vln ve vzduchu — jen stojaté vinéni s uzlem na dné.
Je tedy uvnitt trubice

v = O sin k (L — z) cos (wt — ),
kde & opét zavisi na w. '
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Na bléné, t. j. pro = 0, musf byt = » = w, kde
w = P cos wt. 4 @Q sin wt

znadi vychylku blany. Vyjidifme-li tuto podminku a napfieme-li,
Ze ji musi vyhovovati pfi ustdleném stavu éleny se sin wt a éleny
s cos wt zvlast, dostaneme:

A + Beosn =CsinkLcosd = P
— B sin y = Csin kL sin ¢ = Q.

Podminku pro kmity blany (4) doplnime na levé strané &lenem
od uatlumu, na pravé &lenem, znamenajicim pietlak vzduchu na
vnéjsi strané blany proti tlaku st¥ednimu:

o2 v, . oy ou i
" (552- +om 2y K%) = op? (% = %) pro z=0. (9)

Koeficient Gtlumu H a konstanta K plati pro blinu kmitajici ve
vzduchoprazdnu. Pro odli§eni od koeficientu ttlumu, ktery by
se naméfil u volné blény na vzduchu za predpokladu, ze plati
rovnice (8), budu oznadovati H jako vlastni koeficient atlumu.,
Dosadime-li sem p#islu§né vyrazy za u, v, dostaneme opét dve
rovnice, které lze napsati po kratké tpravé ve tvaru

[y (K? — ?) + w cotg kL] C sin kL cos & + 20HyC sin kL sin § —

= wB sin 7,
[y (K* — w?) + o cotg kL] C sin kL sin & — 2wHyC sin kL cos & =
= wB cos n — wA.

Mame tedy &étyii rovnice pro B, C, 5, 9. Utijeme-li prvych dvou,
lze psiti druhé dvé

[y (%_z_w) +cotgkL]P+ (2Hy + 1)@ =0,

— (2Hy + 1)P+[7(-—I§-—w)+cotgkL]Q=~—2A.

Odtud
1
P ~5 2 (2Hy+ 1) 4,
1 K?
Q = 2[y (—w——w) +. cotgkL] A,
kde

K2 . 2’
B [y (? —w) + cotg IcL] + (2Hy + 12,
Z toho dostaneme pro amplitudu blany U = VP2 + @* vzorec
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U= 24 . (10)

V[y (% — w) -+ cotg IcL]2 + (2Hy + 1)

Ostatni veli¢iny vypoétou se podle vzorcii

g = g/sin kL,

tgd = Q/P,

B2 ap S
tgn = Q/(4 —P).

Je patrno, Ze rozkmit blény dosahuje maxima 24/(1 + 2H7y),
je-li vyraz v hranaté zavorce ve vzorci (9) roven nule, neboli,
resonance nastavéa pro tény, jejichz kruhova frekvence w vyhovuje
rovnici '

K2 [ 1
y(?—w)—i—cotg;l?—o. (12)

Vysledek tedy je: Tény, na méi resonuje zavieny resondtor
nezdvist na vlastnim dtlumu bldny H. Resondtory tych rozméri
jejichz bldny se lidi pii stejné hmoté a stejnych koeficientech K jen.
hodnotami viastnich utlumi, resonuji na tytéz tény.

OvSem vlastni frekvence téchto blan ve vzduchoprizdnu se:
od sebe liff, protoZe souvisi s H podle zndmého vztahu Q2 =
= K? — H?. V meznim piipadé, je-li vlastni Gtlum H roven nule,.
je 2 totozné s K. Ve skutenosti tomu tak neni. V tom je rozdil
mezi vzorcem (7) a (12), ktery se od ného lisf jen tim, %e K stoji
misto vlastni frekvence Q.

Vzorec pro C pravi, Ze rozkmit stojatého vInéni uvnit¥ reso-
natoru nenf nikdy mensi ne# rozkmit bldny (rovnost nastiva jen
pro o = (2n + 1) w,), a %e maxima rozkmitu vinéni nastavaji pro-
jiné frekvence w budictho ténu neZ maxima rozkmitu blany.
Zarovell nastanou jen, je-li K = w = (2n + 1) w;. (Viz Bouasse,.
I. c. odst. 131.)

Konstantu K lze urditi pifmo z pozorovani kmitd blany pod.
recipientem na pf. zpisobem uvedenym v Bouassové knize Cordes.
et membranes, str. 448. K jinému, nepfimému zpisobu vede tato
tloha v podstaté feSend v nékolikrat citované knize v odstavei 133.

Kolmo na blinu napjatou ve velmi tenkém rémeci dopads-
zvukové vinén{ vysilané pistalou. Necht je bldna dosti velikd.
a dosti vzdélend od pistaly, abychom mohli povaZovat dopadajict
vinéni za rovinné. Nalézti, jak zavisf rozkmit blény na frekvenci
ténu pistaly. .

Uloha je (op&t za zjednoduSujictho predpokladu, ¥e misto-
bliny lze vziti rovinny oscilitor) vlastn® roziefena, ale vysledek
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je napsin jen pro zvlaStni piipady. Ponévadi je vypodet velm.l

kratky poddm jej zde doplnény, s malou zménou. . :
Osa z budiz kolmé na blénu, poditek polozme do rovnové,iné

polohy. VInéni, které dopada, v kladném sméru, méj tvar -

A cos (wt — k).

Od blany se odraz1 Gast Bcos (wt + kx 4 oc), takze poémuti %
pied blanou je

u = 4 cos (wt—kx) + Bcos(wt + kx+ oc)
V]néni blanou proslé je~
- v——Acos(wt——kw)-|—Bcos(wt——kx—|—oc)
Pro # = 0 je u = v = w, kde w je vychylka blény:

w = P cos wt — @ sin wt,
P = A + Bcos «,
@ = Bsin «.

Pohybova rovnice blany je opét rovnice (9). Dosadime zg
u a v piisludné vyrazy & obdrzime po tpravé:

. [K2 . '
- |K2
(2 + 2Hy) P + 'y(—-—-w)Q = 24.
Odtud vypoéteme P a Q. Pro rozkmit blainy U = VP’ + @% méme

vysledek
. A

| ]/’{(%— b)’f‘(lff&);

r

Je ziejmo, Ze maximum rozkmitu blany nastane, kdyz kru-
hové frekvence w budictho ténu nabude hodnoty K32). Je tedy
mozno urditi K metodou resonance. Bouasse a Fouché urdovali
touto metodou vlastni frekvenci blany; u ni¥% zanedbédwvali Gtlum;
metili tedy vlastng K. Viastni frekvence blény s Gtlumem je ve
vzduchoprdzdnu (dr#fme-li se stale uZfvanych zjednoduseni)
VK — H?, na vzduchu jesté menif. Je znamo, Ze bldna resonuje
na tén vyéﬁi neZ jaky wydd sama rozkmitdna tGderem. (Viz na

pi. Lord Rayleigh, Theory of Sound I str 346 H. Boua.sse, Cordes
et membranes; odst. 258.)- :

3) Zajimavy je rozdil proti vysledku. podobné ulohy pro. hmotny bod,
jenZz kmité ponechén sém sobd po pfimce podle rovnice, (8).” Ptisobf- h
naii sfla tvaru 4 sin wf, nabyvé jeho rozkxmt max1ma pro hodnotu =

VK — 2H?2, z4vislou na Gtlumu.

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. 20 208



Pfi odvozovani vzorce (10) poditali jsme tak, jako by byly
predpoklady b) a c) splnény pro kazdé w a jako by se dal zanedbati
atlum vinéni v resonatoru. Toto zanedbani vede pro ta w, pro néz
nast4vd minimum rozkmitu blany, k zfejmému rozporu se skutes-
nosti, Na p¥. pro w = 2w, plyne z rovnice (10) a z prvniho vzorce
(11), Ze rozkmit blany je roven nule a Ze se uvniti resonitoru udr-
%uje stojaté vinéni o amplitudé 24 s uzly na dné a na blané, coz
nenf moZné. (Srov. s odst. 127, 3° cit. knihy.) Po¢itdme-li s Gtlumem
vinéni a vezmeme posinut{ » uvnit¥ resonatoru ve tvaru

v = Oe—0% sin [t + k(L — x) — §] — Ce—del—)
‘ . sin [0t — k(L — 2) — 9],

dojdeme tymZ postupem ke vzorci obdobnému vzorci (10), ktery
z ného plyne poloZenim é = 0. Tento vzorec zde neuvadim, protoze
je velmi slozity a protoZe podminka pro maximum rozkmitu
z ného plynouci nelidf se pfi malém ¢ prakticky od podminky (12).
Zminény rozpor viak uZ neobsahuje, protoze ddvd pro minimum
rozkmitu hodnotu sice malou, ale od nuly rtznou. Rovnici (12)
Ize poklddati za spravné odvozenou, plati-li vzoree (10) aspoii
v jakémsi okolf resonance. Pro resonanci byla v8ak platnost predpo-
kladdt b) a c) zjisténa pokusem. Je ovSem nutno miti na zfeteli,
%e rovnice (12) byla odvozena za piedpokladii velmi zjednodus$u-
jicich, které vyloudily z ivahy vliv svrchnich téni blany.

U resonatoru otevieného' dostali ‘bychom - rovnic¥ obdobnou

K? )
y(w w) tgwon—(),

ktera se viak hodi ke zkoufeni daleko méné, protoZe je nutno
poditati s opravou na otevieny konec. Mohli bychom sice zavésti
tuto opravu pfibliZnym zpisobem do podtu a dojiti k vzorei slozi-
t&jéimu, ale jeho zkoufeni nefeklo by nic o tom, do jaké miry
jsou vyse uvedend zjednoduSeni pripustnd, protoe piipadné
~ odchylky jimi zpisobené nedaly by se odlifit od odchylek zpiso-
benych nepiesnost{ opravy. .
"~ Poslednf rovnice neobsahuje, stejné jako rovnice (5), frekvence,
jeZ by byly celymi nésobky frekvence hlubokého zékladniho ténu.

*
Remarques sur les vibrations de la membrane an bout d’un
bourdon.

(Extrait de l'article précédent.)

. M. Bouasse a établi dans son livre Tuyaux et résonateurs
la relation (7) qui a lieu entre la pulsation w d’un partiel de: la. mem-
brane au bout d’un bourdon, la masse m de la membrane par unité



d’aire et la pulsation w, du fondamental du bourdon. M. Bouasse
a fait le calcul en supposant la membrane sans amortissement
propre, dont les vibrations dans le vide sont régies par I’équation (3)
et en négligeant les variations de la pression extérieure.

Supposons la membrane avec ’'amartissement propre (’équa-
tion (3) sera remplacée par celle (8)) et considérons le cas ou la
membrane est excitée par une onde extérieure A cos (wt — kx).
Calculons la valeur de I'amplitude U de la membrane en fonction
de .

Le résultat est donné par la formule (10), L étant la longueur
du bourdon. Il s’ensuit que I’'amplitude de la membrane est maxi-
mum pour les valeurs de w qui satisfont I’équation (12). Ces valeurs
sont indépendantes de facteur amortissant propre H de la mem-
brane.
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Die femperaturvérteiluhg im einem rechteckigen .
Querschmtt, wenn die Temperatur an der Be-
randung vorgegeben ist.

Ph. Boek, Briinn.
(Eingegangen am 22. April 1937).

In der vorliegenden Arbeit soll die Temperaturverteilung in
einem Rechteck untersucht werden, wenn die Temperatur an den
Réndern vorgegeben ist. Die Randtemperatur setzen wir als eine
Temperaturschwankung an, deren Amplitude lings des Randes
eine zu den Mittellinien des Rechteckes symetrische Verteilung
aufweist. Diese Amplitudenverteilung und die Kreisfrequenz »
der Temperaturschankungen wollen wir als gegeben ansehen. Bei
der weiteren Auswertung der Losung werden wir dann insbeson-
dere annehmen, daB8 die Amplitude der Temperaturschwankung A
langs des ganzen Randes konstant ist. Diese Annahme entspricht
der Vorstellung, daB das Rechteck in ein réumlich homogenes
Feld von Temperaturschwankungen eingebéttet ist. Die Inte-
gration der Warmeleitungsgleichung geht unter den gegebenen
Randbedingungen so vor sich, dal die Losung durch Uberlagerung
von zwei Teillosungen gebildet wird. Die Teillosung %, und u,
werden in der Form von unendlichen Reihen ausgedriickt.

I

Die Warmeleitungsgleichung hat im Falle rechtwinkliger
kartesicher Koordinaten die Gestalt.

ou o 0%
ot ( ox? + oy? ) (1)
wobei, wie iiblich u die Temperatur, ¢ die Zeit und ! eine Ma-

terialkonstante bedeuten. Den rechtwinkligen Querschnitt mit
den Seiten 2a und 2b legen wir so in das Koordinatensystem, daf
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die Achsen des: Systems mlt den Mlttellimen des Rechteckes
zusammenfallen.
Wir setzen die Lbsung der D1fferent1alglelchung (1) nach dem
Vorgang D. Bernoullis in bekannter Weise an, und zwar
u—Xm'“_' ‘ (2)
wobei X nur eine Funktlon von % ist, Y nur .yon y und T nur
von { abhéngig -sind.
Die entsprechenden Glelchungen smd daher

LXK =0 (3
Y' +2Y =0 - . ... (3
T — e‘v'tA . Cmm & o R (31// :

Damit die Gleichung (1) erfullt sei, muf zwmchen den Kon-
stanten A, u und » die Bezwhung :
w

B = - (4)
bestehen.
Llegt nun etwa die erste Randwertaufgabe vory d. h soll
fir s = —a w—a, yit) = glyyert
. &1 ua,yif) =gper o
y Yy=—2>b u(z, — b; t) ="f(x) et
i3] 3/ == b . u(x’ b t) = f(x) eWt

sein, wobei f(x) und g(y) vorgegebene, wegen der in der Einleitung
gekennzelchneten Symmetrie der Randbedingungen, gerade Funk-
tionen sind und » die vorgegebene Kreisfrequenz .bedeutet, so
verfahren wir folgendermafien.

Wir bilden zunéchst eine Lbsung 4y, die den nachstehenden
Randbedingungen geniigt:
fura:—-j:aselul——o fiir alle ¥ und ¢ (5")
) ?l—-:i:b sei ul_f(x)ei” »
Hierauf bilden wir eine Losung #, ‘mit den entsprechenden Rand-
bedingungen, Es sei _
firx=+4a u—g()e’" ’ "
Y Y= £b ouy=0 . At alls z und & (57)
Man sieht sofort, daB die Losung dér durch (5) gekennzeich-

neten Ra,ndwertaufgabe u sich- additiv. aus %, und %, zusammen-
setzt:

v e OE T Ye)
Wir bestimmen zunéchst u,.. = i
Diese Losung wird additiv aus einer ‘Reihe VOn Termen der
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Form (2) zusammengesetzt. Der von x abhéngige Faktor eines
dieser Terme geniigt der Differentialgleichung

X"+ 22X =0, (3")
deren allgemeines Integral
X = ¢, 8in Az + ¢, cos Ax

ist. Die Randbedingungen (5’) verlangen, daBl X fir = 4 a
verschwinde. Daraus ergibt sich
2n + 1

cl—-O A""'_ a

~ Den willkiirlichen konstanten Faktor setzen wir
. 02 == l,
80 daB die Losung von (3’) schlieBlich

2n + 1
% T (7) |

Xp = cos

wird.

Der symmetrischen: Anordnung des Querschnittes und der
Randbedingungen und damit auch der Temperaturwellen ent-
sprechend, ist X, eine gerade Funktion von z.

Die Losung der Gleichung (3")

Y* + ¥ =0 (8)
ist gegeben durch

Y, = ¢,V 8in pny + ¢x® cos uny (9)

Hn —V‘——— A%y

ist. Die Teillosung u, hat daher zundchst die Gestalt

P z S08 L“%Dﬂ{c“a) Sin pny + ca® cos gy}, (10)

n=1

wobei nach (4) -

Die so erhaltene Losung passen wir nun den Randbedingungen
y==xb u=[fz)e
an. Es miissen demnach
fir y = 4 b, u = f(x) e
folgende Gleichungen erfiillt werden:
f(z) = z cos

n=1

+1 AZ {— cxM 8in e + 4@ cos uab}
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fz) = E: cos 2n2—|- ! X {caM 8in pab + @ cos pgb}.
: n=1

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich
¢V =0
und

2 2n + 1
flz) = nzl ca® cos ugb cos 2_:

Die Bestimmung der Koeffizienten dieser Fourier’schen Reihe
geht in der iiblicien Weise vor sich und ergibt die Gleichung

nx.

1
nxdz.

a
¢a® cos unb = -% f f(x) coss2

Fiihrt man die analoge Rechnung fiir %, durch, wobei der
entsprechende Ansatz fiir u,

n + 1

ot 2
Uy = eV coSs
. ,ZO 2b

7y {€a® 8in A, + c® cos Apx}  (12)

mit

lautet, so erhélt man bei Beriicksichtigung der Randbedingungen
’ € =a, uy = g(y) &
fiir die Konstanten ¢,® und ¢, die Werte:

¢,® =0 .
und

b
cal® cos puna = 1 f g(y) cos 2n _;; ny dy.

b
Setzen wir- insbesondere

(=) = gly) =
als eine Konstante voraus, um unter dieser Voraussetzung die
Losung explicite darstellen zu konnen, so ergeben sich fiir die
Koeffizienten ¢, und ¢4 die beiden Ausdsiicke

" 44
1) 2n+ 1)

44
VT

ca® cos pinb = (—

und
ca® cos Apa = (—



Werden diese Koeffizienten in die Gleichungen .(10) und (12)
eingesetzt, so ergibt sich der Wert fiir die Lbsung u. Die Ge-
samttemperatur :

u=ul—{—u2

ist daher
S 2n+17-—z--xcosﬂ?/
u—e"‘——z i ¢ 2 " 7 -+
e R n=0 (2n 4 1) cos uxb a3)
v 5 z e 2n+ lnycos ie - _
. ‘+n=0( (2n+ 1) cos Ana

Die Lbsung unseres Problems erschieint somit als Uberlagerung
zweier Losungen. Die physikalisthe Bedeutung der Zusammen-
setzung der Losung aus zwei Teilldsungen w; und u, kann in diesem
Falle genau so diskutiert werden, wie es in einer fritheren Arbeit
des Verfassers geschah.*)

o ix e

II.

Entwicklung der Lésung in eine Fouriersche Doppel-
-+ . ..reiche.

 Es ist selbstverstandlich, daf8 die gewonnene Losung in eine
Fouriersche Doppelreihe entwickelt werden kann. Um die Fourier-
sche Doppelreihe des Liosungsanteiles %, herzustellen, miissen wir'
den von z abhiingigen. Bestandteil dleser Teillosung in eine Reihe

von der Form
€08 AnT

s coS Ap@

-—Z dcos(n—}—y)—

n=0
entwickeln. Die Bestimmung der Konstanten d, in der iiblichen
Weise liefert die Entwicklung
- nx
008 At 2,,( ('n-I-%)ncos(n-f-‘})-CT (14)
CO8 An@ Z 1+ 4)? a? — Amla?

Ganz entsprechend kbnnen wir den- analogen Term in der zweiten
Teillosung darstellen. Es 1st : =

(m +4) 7 cos (m +H Y

s m + 1)® 22— puntb? ’

Wenn man diese Relhenentmcklung in die Glelchung (13) emse‘bzt
*) F. Bock, Casopis pro pést. mat. a fys. 66 (1937), 159.

(15)

COS UnY
COS b 2 2 =



so ergibt sich fiir die Temperatur u folgende Fouriersche Doppel?
reihe:
u = ewt,__ Z Z (_ l)m-l,-n

m=0n=0

[(m + 4)* a* + (n +$)* &% cos (n + ) —x cos (m+§»)

1va2h?

|on 40 a2+(n+wb2+ ](m+ Dt b
Bei der Ableitung dleser Doppelrelhe wurde die Vertauschung
zweier (renzprozesse vorgenommen Wenn man die Zulassigkeit
dieses Vorganges, was im Einzelnen nicht ausgefiihrt werden soll;
untersucht, so findet man, daB die \Vertauschung, der Grenz-
iibergange wegen der glelchmaﬁlgen Konvergenz der auftretenden
Reihen sicher gestattet ist, wenn z und y auf ein ganz im Inneren
des Rechteckes gelegenes Gebiet beschrinkt werden. >
Es wire moglich gewesen gleich vom Anfang an die Losung
in dieser Form darzustellen; daf hier die in Absc¢hnitt 1 durch-
gefilhrte Herleitung vorgezogen wurde, kann dadurch ‘gerechts
fertigt werden, daB die zur. rechnerischen Auswertung'der Ergeb-
nisse ohnedies bequemeren einfachen Reihen in diesem besonderen
Falle rascher konvergieren als die Doppelreihe. DaB, dies tatséch=-
lich der Fall ist, kann man daran ersehen, daB die Glieder der
Reihe (13) mit Wachsenden n (fir |y| < b) exponentiell abneh-
men, wihrend die Abnahme der Glieder der Doppelrelhe mit
wachsenden n nur Wle eine Potenz dieser GrbBen erfolgt.

- IILL
Der Sonderf&ll = 0.

In diesem Abschnitte soll gezeigt werden, daf die im Ab-
schnitte I erhaltene 'Losung (13) im Sonderfalle » = 0, welcher
dem stationdren Zustand entspricht und sich auf die Konstante 4
ieduzwrt durch -Jacobische Thetafunktlonen ausgedriickt. werden

ann

. Wir wollen die’ Losung fiir die Frequenz » =0 mit %, und
d1e entsprechenden Teillosungen mit .u,, bezw. Uso bezemhnen)
wobei Wleder \ :

Uy 7= Ugg + Ugy -

ist. Umformung der Télllbsuﬁg Uy hefeﬁ

= cos2n+'1§ Z Cos 2n+17214y..’ s
'“1o=—2(—-l)n : a 2n+(:.‘ L, o i
n=0 (2n + 1) cos Z e



Wir formen den Nennerausdruck

cosi—-(2n + l)n~b—
2 a

folgendermafBen um. Es ist

b nb
(2n 4 N)m b e a4 2D
2 a 2 -

cos %

Setzt man

80 nimmt u,, folgende Gestalt an:

Y w gnti [cos —-————(2” ;_al) s (z+1y) + cos —-——(2"'_2;1)” (x — iy)]
" im @0+ 1) T—g™+Y). ‘

n=0

Diese unendliche Summe I&Bt sich nach Jacobi mittels der Formel*)

log #y(v, 9) = Q@ —2 z 1— q2m

summieren, wobei @ eine von v unabhingige GroBe bedeutet.
Die Reihe fiir log 9(v, ¢) konvergiert, wenn

log q

cos 2mov &
m

(16)

[Smo| <

ist. Weiters kann man fiir den log 190('0 + {f q) schreiben:

logdo(v + 4, 9) =@ —2 Z(—— 1)m i _qzm . Cos:mvn (17)

Subtrahiert man die Glelchungen (16) und (17), so erhalt man
die Beziehung: :

Bo(v + 1}, D _ op B9 _ % g*"+lcos2 (2m + 1) vm
Y(v, ) | CBlvg) & (2m+ 1) (1— @)
Bei der Subtraktion hebt sich namlich jedes zweite Glied weg
und es bleiben nur die mit ungeraden Zeigern versehenen Glieder

stehen. Nach diesen Umformungen erscheint die Teillosung u;o
in der Form

*) Vergl. z. B. A. Kneser, Integralgleidrungen, 2 Aufl. S. 160.

log
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x4+ r—1
44 '93(—'%_5—?‘,,91);93( 4a—y, 91)'

Uy = —log - = (10"
i %o (:v t zy, 91) P (1__’_?{, 41)

4a 4a

In dhnlicher Weise bestimmen wir die zweite Teillosung wu,.
Es ist

® cos Znt1)= y cos ¢ im0 )E
44 b 2 b 2 ;
um:-Tn_Z(_l)n n+1axn - (12)
n=0 (2n + 1) cos ¢ 3%

Die analoge Umformung wie bei u,, fiihrt diesen Ausdruck iiber in

L Ul
e
wobei jetzt ¢, den Wert
9= l/"‘ e—’;’—a
hat. Daher ergibt sich fiir die Gesamtlosung
. Uy =
o, S ol 5

EZ z+1 —1 1 —x
i Py (—;’-a—“?!a 21) ) (*—‘m"i/s Q1) ) (% ) 92) () (y YT 92)

Andererseits muB sich diese Losung, wie schon am Anfang
des Abschnittes erwihnt wurde, auf eine Konstante, namlich

uo=A.

reduzieren. Sonach muB daher zwischen den hier auftretenden
Thetafunktionen, die vielleicht nicht uninteressante Beziehung

x + 1y, — 1y y + iz Yy —ix '
R e e
3 j_a Q) Vs\ g D)\ T 1) Vs T ap 3 _z
% —1 VY S
By (x ppe y’ 91) ﬂo(iz‘a“g: 41) 00(?/ 1_() ,%) () 4bm‘, 42)

bestehen, die also in einer phymkahsch sinnvollen Weise abgeleitet
erscheint.
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Zum Schlusse: mochte ich Herrn Prof. Dr. Rudolf Weyrich
fiir die Anregung zu diesér Arbeit, sowie den Herrn Dr. F. Schobilk
und A. Erdélyi fiir ihre wertvollen Ratschlige meinen besten Dank
aussprechen. - - :

Briinn, im April 1937.
' *

Rozd¥leni teploty v pravoiihlém priifezu, na jehoZ obvodd je
e - teplota déna.

) (Obsah ptedeslého &lanku). -

V predeslém é&lanku je fefena tloha stanoviti rozdéleni teploty
v pravothlém prifezu, je-li déna ‘teplota na jeho obvods. Reeni
je provedeno pro piipad, Ze teplota je periodickou funkei &asu,
a Ze jeji hodnoty na obvod$ jsou rozdéleny symetricky vzhledem
k pimkém spojujicim stiedy protilehlych stran. Jako specidlni
p¥ipad je stanoveno rozdéleni teploty, je-li amplituda teplotnich
oscilaci ve vSech bodech obvodu stejné, teplota v téchto bodech
zévisf tedy jen na dase. To nastane, je-li pravolhly vodivy valee
vloZen do homogenniho periodického tepelného pole. '

304



Jak uciti analytické geometrii
na realnych gymnasiich

Napsal

RNDr. JAROSLAY SIMERSKY,

profesor stét. redl. gymnasia v T¥eboni

1936, 80 40 stran, 7 obr. Broz. vyt. K& 1,60

Tento spisek, odménény Mriidvkovou cenou z Fondu pro pod-
poru védeckého badani, vysel jako dalsi svazek Sbirky metodik pro st¥ednf
8koly. Jest zaloZen na principu pracovni.vyuky v analytické geometrii
a ukazuje konkrétné, jak je tieba princip éinné 8koly v praksi uplatiiovati.

Zajimavou tuto praci viele doporudujeme.

Sbornik Jednoty <eskoslov. matematika a fysika

Svazek 17

Strouhalovy Experimentalni Fysiky dil prvni

MECHANIKA

S uZitim 2. vydani Strouhalovy-Kuderovy Mechariky napsal

dr. FRANTISEK ZAVISKA

profesor Karlovy university v Praze
1933. 8° XI, 606 stran, 297 obr. Cena v platné véaz. vyt. 184 Ké

Lze obdrZeti u kaZdého knihkupee i pfimo u nakladatele.



UCEBNI POMUCKY

FYSIKALNI
'MATEMATICKE
CHEMICKE

pfesné vyrobené
spolehlivé fungujici

odborné vyzkousené
vyrdabi a dodava,
viechny piistroje a pomiicky kterékoliv vyroby

peélivé a odborng opravuje

FYSMA,

spolednost 8 rutenim omezenym,

zaloZen& Jednotou teskoslovenskych matematiki a fysiki

Praha XIX-Bubenedg,

Piettova 180.

Telefon 72626. Telefon 72526.

Vydéavé a nakladé Jednota deskoslovenskych matematik a fysikti v Praze.
Redakce a administrace v Praze II, Zitnd 25. Telefon 29308. Denn& od
81 ,——12‘£. & od 14—18hod. kromé soboty odpol., nedsle a svatku. —
Uget postovni spofitelny v Praze 13103. — Knihtiskdrna Prometheus
v Praze VIII, Na Rokosce 94. Telefon RR 8139, RR 8107. — Novinova
sazba povolena fed. post a telegrafi 18. listopadu 1933, &is. 288250/VII.
Podaci ufad Praha 25.
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