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Quadratische Tranformationen und Kegelschnitt-
Dreiecksnetze.

W. Sehmid, Briinn.
(Eingegangen am 11. Juni 1936.)

1. Aus den geradlinigen Dreiecksnetzen einer Ebene x lassen
sich Kegelschnitt-Dreiecksnetze einer Ebene .z’ ableiten, indem
man x mittels einer quadratischen Punkt-Transformation auf 7’
abbildet. Den verschiedenen Typen der quadratischen Transfor-
mationen entsprechen verschiedene Klassen der so gewonnenen
Kegelschnitt-Dreiecksnetze. Die quadratischen Transformationen
zwischen zwei Ebenen sind entweder rational, also (m, 1)-deutig,
wobei m nur die Werte 1, 2, 3,4 annehmen kann, oder nicht
rational und dann (2, 2)-deutig.!) Bei den rationalen Transfor-
mationen koénnen die Falle mit m < 4 als Sonderfille des allge-
meinen Falles m = 4 aufgefaBt werden. In den mir bekannt gewor-
denen Untersuchungen iiber ebene Kegelschnitt-Dreiecksnetze
sind durchwegs solche behandelt worden, die sich mittels ratio-
naler quadratischer Transformationen aus geradlinigen Dreiecks-
netzen ableiten lassen. Ist némlich die quadratische Transfor-
mation m — ' rational, so entspricht den Geraden von #’ in #
ein lineares Kegelschnitt-System zweiter Stufe B; denn
die allgemeine Transformation dieser Art kann geradezu dadurch
bestimmt werden, daBl man den Geraden von zn' die Kegelgchnitte
eines Systems B von x kollinear zuordnet.?) Den Geraden von =
dagegen entspricht in #’ ein im allgemeinen nicht lineares System
von o0? Kegelschnitten. Dieses System I' ist eines der drei
Systeme von je o? Kegelschnitten, die eine beliebige
ebene Kurve dritter Klasse an je drei Stellen beriihren.
In dem linearen co%-System B sind nédmlich co! zerfallende Kegel-
schnitte enthalten, deren Doppelpunkte die Hessesche Kurve
dritter Ordnung % von B erfiillen. Thnen entsprechen in =’ oo!

1) R. Ragonesi, Catania Atti Acc. Gioenia (5) 18 (1931), Nr. XXTIII.
2) Siehe etwa R. Sauer, Math. Ann. 106 (1932), S. 725.
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Geraden, welche eine Kurve ¢ umbhiillen. Diese Kurve ¢ ist von
der dritten Klasse.?) Denn den Geraden eines Strahlenbiischels
von n' entsprechen in n die Kegelschnitte eines Biischels von B,
von welchen drei zerfallen. Eine beliebige Gerade g von & schneidet
h in drei Punkten. Diesen entsprechen drei Beriithrungspunkte
des der Geraden g in ' zugeordneten Kegelschnitts von I" mit der
Kurve c%) und es laBt sich auch zeigen, daBl das System I" tatsachlich
mit einem der drei Berithrungssysteme von ¢ identisch ist.5)

Mittels der rationalen quadratischen Transformationen ge-
langt man demnach zu Dreiecksnetzen aus Kegelschnitten ent-
weder eines linearen Systems zweiter Stufe B®) oder eines
Berithrungssystems I' einer Kurve dritter Klasse.?) Um-
gekehrt kann jedes in einem solchen System B oder I" enthaltene
Kegelschnitt-Dreiecksnetz durch eine rationale quadratische Trans-
formation aus einem geradlinigen Dreiecksnetz gewonnen werden.
Es geht dies aus den Arbeiten von R. Sauer®) bzw. W. Schmid?)
hervor. v

Die mittels der nicht rationalen, (2, 2)-deutigen quadrati-
schen Transformationen € zwischen zwei Ebenen aus geradli-
nigen Dreiecksnetzen ableitbaren Kegelschnitt-Dreiecksnetze sind
Gegenstand der folgenden Untersuchung. Es wird zunachst das
Kegelschnittsystem X charakterisiert, in welches das Geraden-
feld einer Ebene durch eine solche Transformation  iibergeht. Die
aus Kegelschnitten von X' gebildeten Dreiecksnetze erweisen sich
als reine Dreiecksnetze auf einer zweiblattrigen Flache vom
Zusammenhang einer Flache zweiter Ordnung..Innerhalb des
zweiparametrigen Systems X werden ferner die einparametrigen
Systeme bestimmt, deren Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen
anordnen lassen. und schlieBlich werden Angaben iiber die von den

- Kegelschnitten eines solchen einparametrigen Systems einge-
hiillte Kurve gemacht.

2. Jede quadratische (2, 2)-deutige Punkt-Transformation
zwischen zwei Ebenen #', #” kann (bis auf Kollineationen und auf

3) Bei R. Sauer, a. a. 0. 8. 729 ist die Gleichung dieser Kurve, die
dort H* heiflt, bestimmmt.

4) Vergl. etwa R. Baldus, Math. Ann. 72 (1912), S. 9.

8) Vergl. W. Schmid, Monatsh. f. Math. u. Phys,, 45 (1936), S. 13—20.

%) Uber Dreiecksnetze aus Kegelschnitten eines linearen Systems
zweiter Stufe siehe: O. Volk, Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss. 1929,
S. 132—134. — R. Sauer, Math. Ann. 106 (1932), S. 729. — O. Baier,
Jahresber. d. DMV 42 (1932), S. 30-31. — K. Strubecker, Monatsh. f.
Math. u Phys. 89 (1932), S. 395—398. — R. Sauer-0O. Baier, Jahresber.
d. DMV 48 (1933), S. 153—162. — W. Schmid, Monatsh. f. Math. u.
Phys. 40 (1933), S. 411--417.

7) Uber Dreiecksnetze aus Kegelschnitten, welche eine Kurve dritter
Klasse an je drei Stellen beriihren, siehe: R. Sauer-O. Baier, a. a. O.
S. 161-162. — W. Schmid, 5).

211



unendlich viele Arten) mittels einer Flache zweiter Ordnung @
hergestellt werden, die aus zwei Punkten O,, auf die Ebenen n’
bzw. n” projiziert wird, worauf man solche Punkte von z’, z” einan-
der zuordnet, die Projektionen ein und desselben Punktes von @
aus 0, bzw. O, sind.8) Wiren 4, , die Polarebenen von O, , beziig-
lich ¢, d ihre Schmtthme Uy, die Schnltte von ¢ mit d, 5, so sind
die Projektionen w15 VON U,y , aus O, auf &’ zwei Kegelschmtte die
sich an zwei Stellen berithren und der RiB 0’; von O, ist der
gemeinsame Pol der Beriihrungssehne d’ beziiglich w’;,. Die Pro-
jektion irgend einer Geraden g” von n” aus O, auf ¢ ist ein Kegel-
schnitt g; dessen Ri} aus O, auf =’ ist ein Kegelschnitt g’, welcher ',
an zwei Stellen berithrt und in zweien seiner Schnitt-
punkte mit %', Tangenten durch 0'; be31tzt Sind umge-
kehrt ', zwei vorgegebene Kegelschmtte von &', die sich an
zwei Stellen beriihren, und ist O’, der gemeinsame Pol der Beriih-
rungssehne d’, so gibt es, wie man sich leicht iiberzeugt, oo® Kegel-
schnitte g¢’, welche u’ 1 an zwel Stellen beriihren und in zweien
ihrer Schmttpunkte mit «', Tangenten durch O’;, besitzen. Das
System X dieser Kegelschnitte 1aBt sich stets durch eine quadra-
tische, im allgemeinen (2, 2)-deutige Transformationen € in das
Geradenfeld einer Ebene n” iiberfiihren. Soll namlich eine hiezu
geeignete Transformation € bestimmt werden, so kann man den
Punkt O, auBerhalb von ' und eine Fliche zweiter Ordnung ¢,
welche dem Kegel (0,, »';) lings u", eingeschrieben ist, beliebig
withlen. Der Kegel (0,, u',) berithrt dann ¢ an zwei Stellen, so daB3
sein Schnitt mit ¢ in zwei Kegelschnitte zerfallt. Von diesen ist
einer als Kegelschnitt %, zu wahlen. Ist d, die Ebene von u,, O,
der Pol von 8, beziiglich ¢, so ist O’y der Rifl von O, aus O,. Der
Kegel, der einen Kegelschnitt g’ von X aus O, projiziert, beriihrt
dann ¢ in zwei Punkten und sein Schnitt mit ¢ zerfallt in zwei
Kegelschnitte g, ,, deren Ebenen wegen der beiden Tangenten
durch O, diesen Punkt enthalten. Wahlt man dann als n etwa die
Ebene §,, so sind die Projektionen von g; , aus O, auf n" zwei Ge-
raden g”, ,, und es ist in der Tat eine Korrespondénz (2, 2) zwischen
den Ebenen zn’,n" hergestellt, bei welcher den Kegelschnitten
von X' die Geraden von z” entsprechen. Es gilt demnach

Satz 1: ,,Sind «',, zwei Kegelschnitte der Ebene
die sich an zwei Stellen beriihren, und ist 0’; der Pol der
Beruhrungssehne bezugllch 'y, SO bllden die Kegel-
schnitte ¢’ von a/, welche %', an je zwei Stellen beriihren
und in zweien ihrer Schmttpunkte mit %', Tangenten
durch 0O’y besitzen, ein zweiparametriges System 2z,
welches durch eine quadratlsche im allgemeinen (2, 2)-

8) G. Marletta, Rendiconti di Pelermo 17 (1903), S. 183.

212



deutige Transformation der Ebene #’ in das Geradenfeld
einer *Ebene a" iibergefithrt werden kann. Umgekehrt
gehen bei jeder (2, 2)-deutigen quadratischen Transfor-
mation einer Ebene z” in eine Ebene #n’ die Geraden von
n" in ein solches Kegelschnittsystem X iiber®.

Soll das Kegelschnittsystem X allgemein sein, d. h. nicht
so degenerieren, dafl es auch als Sonderfall des Typus B oder I
angesehen werden kann, also durch eine rationale quadratische
Transformation aus einem Geradenfeld ableitbar ist, so miissen
die Punkte O, von einander verschieden sein und es darf keiner
von ihnen der Fliche ¢ angehoren. Ferner darf O, nicht Punkt
von 7', Oy nichi Punkt von =" sein. Die Fliache ¢ selbst mul} eine
eigentliche Fliche oder ein Kegel zweiter Ordnung sein, darf also
nicht in zwei Ebenen zerfallen. Fiir die Kegelschnitte ', ,, durch
welche das System X bestimmt ist, folgt hieraus: »’; mufl entweder
ein eigentlicher Kegelschnitt oder ein Geradenpaar, darf also nicht
Doppelgerade sein. Bei nicht zerfallendem u’; mul %', entweder
ein ebenfalls nicht zerfallender Kegelschnitt oder eine Doppel-
gerade sein, welche aber als einfache Gerade nicht Tangente von
u'y sein darf. Ist »';, ein Geradenpaar mit dem Doppelpunkt §’,
so muBl u', entweder ein Geradenpaar mit demselben Doppel-
punkt 8’ oder eine Doppelgerade durch S’ sein.

3. Einem geradlinigen Dreiecksnetz der Ebene n” entspricht
bei der Projektion aus O, auf ¢ ein aus Kegelschnitten von ¢
gebildetes Dreiecksnetz. Dabei geht jeder Knotenpunkt des
Dreiecksnetzes in #” in zwei Knotenpunkte des Dreiecksnetzes
auf @ iiber. AuBer den Knotenpunkten weisen die an dem Drei-
ecksnetz beteiligten Kegelschnitte von ¢ keinerlei Schnittpunkte
auf. Durch Projektion dieses Kegelschnitt-Dreiecksnetzes von ¢
aus O; nach n’ gelangt man zu einem Dreiecksnetz aus Kegel-
schnitten von Z. Da aber die Beziehung zwischen den Punkten
von ¢ und ihren Projektionen aus O, auf ' (2, 1)-deutig ist, weisen
die an dem Dreiecksnetz von X beteiligten Kegelschnitte auBer
den Knotenpunkten noch ,,scheinbare“ Schnittpunkte auf. Die
Beziehung zwischen den Punkten von ¢ und =’ laft sich nun
eineindeutig machen, indem man die Ebene ' mit zwei Bléat-
tern iiberdeckt, welche lings %', in einem Riickkehr-
schnitt, also wie in einer Falte, zusammenhédngen. Man kann
diese zweiblattrige Flache n' durch eine Deformation von ¢ er-
halten, bei welcher jeder Punkt P von ¢ auf seinem Projektions-
strahl O, P in das entsprechende Blatt der Bildebene 7’ hineinriickt.
Die zweiblattrige Fliche n' ist demnach vom Zusammenhang der
Flache zweiter Ordnung ¢. Auf der zweiblattrigen Flache n" sind
dann die durch die (2, 2)-deutige quadratische Transformation

Casopis pro p#stovdn{ matematiky a fysiky. 15 213



gewonnenen Kegelschnitt-Dreiecksnetze reine ,,Sechseckgewebe
im Sinne von W. Blaschke.?) Es gilt demnach

Satz 2: ,,Durch eine (2, 2)-deutige quadratische Trans-
formation zwischen zwei Ebenen #n', n” gehen die geradli-
nigen Dreiecksnetze von n” in Dreiecksnetze aus Kegel-
schnitten des zugehorigen Systems X von n’ iiber. Auf
. der zweiblattrigen Flache z’, deren Blatter langs des
Kegelschnitts #';, in einem Riickkehrschnitt zusammen-
hangen, weisen die Kegelschnitte des Dreiecksnetzes
keine Schnittpunkte auf auBer den Knotenpunkten.
Umgekehrt laf3t sich jedes Dreiecksnetz aus Kegel-
schnitten eines Systems X der Ebene z’ mittels einer
(2, 2)-deutigen quadra,tischen Transformation aus einem
geradlinigen Dreiecksnetz einer Ebene #z” herleiten®.

4. Aus den oo? Kegelschnitten eines Systems X2 konnen ge-
wisse einparametrige Systeme herausgegriffen werden, deren
Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen anordnen lassen.
wahrend umgekehrt die Kegelschnitte eines jeden in X enthaltenen
Dreiecknetzes einem von diesen einparametrigen Systemen ange-
hoéren miissen. Denn die Kegelschnitt-Dreiecksnetze von X' gehen
nach Satz 2 durch eine Punkttransformation aus geradlinigen
Dreiecksnetzen eines ebenen Feldes n” hervor. Nach H. Graf und
R. Sauer!®) aber umhiillen die an einem ebenen, geradlinigen
Dreiecksnetz ‘beteiligten Geraden stets eine Kurve dritter Klasse,
die auch zerfallen kann, und umgekehrt lassen sich die Tangenten
einer solchen Kurve stets nach Dreiecksnetzen anordnen. Die
erwihnten einparametrigen Systeme entsprechen also den Tan-
genten der Kurven dritter Klasse von z". Es fragt sich nun, in
welcher Weise sie sich innerhalb von X charakterisieren lassen.
Es ware zundchst der Kegelschnitt %', nicht eine Doppel-
gerade. Dann kann dies am einfachsten durch Angabe der Kurven
geschehen, welche Ort der Pseudo-Mittelpunkte der zu diesen
Systemen gehorigen Kegelschnitte sind, wenn als pseudo-un-
eigentliche Gerade von n’ die Gerade durch O’, parallel d’ ge-
wiahlt wird. Denn jeder Punkt von =’ ist dann Pseudo-Mittelpunkt
eines einzigen Kegelschnitts von Z. Einem einparametrigen Kegel-
schnittsystem von X, dessen Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen
anordnen lassen, entsprechen nun bei der Projektion aus O, oo!
Kegelschnitte von ¢, deren Ebenen durch O, gehen, also einen Ke-
gel » umhiillen. Andererseits aber lassen sich die Spuren dieser
Ebenen in z; nach Dreiecksnetzen anordnen. Nach déem oben an-
gefilhrten Graf-Sauerschen Satz ist also dieser Kegel von der

9) Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 151.
10) Vergl. H. Graf und R. Sauer, Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss.
1924, S. 128
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dritten Klasse. Von seinen Ebenen gelangt man nun in folgender
Weise zu den Pseudo-Mittelpunkten der Kegelschnitte von X'
Es wire e die Schnittlinie einer Ebene ¢ des Kegels mit d,. Dann
ist also die Einhiillende (e) der Geraden e eine Kurve dritter Klasse.
E wiare der Pol von e beziiglich u,. Der Ort (E) ist also eine Kurve
dritter Ordnung. Dabei entsprechen drei Tangenten von (e), die
durch einen Punkt gehen, drei Punkte von (%), die in einer Ge-
raden liegen. Sei weiter O der gemeinsame Pseudo-Mittelpunkt
von ¢ und u,, fir die Ebene durch O, O, parallel d als pseudo-
uneigentliche Ebene. Dann ist der Pseudo-Mittelpunkt M des in
der Ebene ¢ liegenden Kegelschnitts von ¢ der Schnittpunkt von e
mit der Geraden OE. M entspricht daher dem Punkt E in einer
involutorischen, birational-quadratischen Transformation
von 9,, fir welche O und die pseudouneigentlichen Punkte U,,
von u, die Fundamentalpunkte sind. Der Ort (M) von M ist dem-
nach eine Kurve sechster Ordnung mit dreifachen Punkten in
0, U,,. Sie ist wegen der eineindeutigen Beziehung auf die ebene
Kurve dritter Ordnung (£) im Allgemeinen vom Geschlecht 1,
kann aber auch zerfallen: Drei Punkten von (E), die in einer Ge-
raden liegen, entsprechen dabei drei Punkte von (M), die auf einem
Kegelschnitt durch die Fundamentalpunkte O, U,, liegen. Die
Projektion aus O, nach =z’ schlieBlich ist eine Pseudo-Parallel-
projektion, bei welcher der Pseudo-Mittelpunkt eines Kegelschnitts
in den des Bild-Kegelschnittes iibergeht. Daher gilt

Satz 3: ,In der- Ebene des Kegelschnittsystems X,
dessen Kegelschnitt %', nicht in eine Doppelgerade zer-
fallt, werde die Gerade durch O’y parallel d’' als pseudo-
uneigentliche Gerade eingefiihrt. Der gemeinsame Pse-
udo-Mittelpunkt von u’,, sei mit O, die pseudo-unei-
gentlichen Punkte von ', seien mit U’;, bezeichnet.
Die Kegelschnitte des Systems X, deren Pseudo-Mittel-
punkte auf einer (nicht zerfallenden oder zerfallenden)
Kurve sechster Ordnung liegen, welche die Punkte O’
und U’;, zu dreifachen Punkten besitzt, lassen sich nach
Dreiecksnetzen anordnen. Umgekehrt liegen die Pseudo-
Mittelpunkte der an einem Dreiecksnetz von X betei-
ligten Kegelschnitte stets auf einer solchen Kurve. Die
Pseudo-Mittelpunkte dreier Kegelschnitte des Drei-
ecksnetzes,diesichineinem seiner Knotenpunkte schnei-
den, liegen dabei stets auf einem Kegelschnitt durch
01, U'Lg“- ,

Tritt der in Satz 3 ausgeschlossene Fall ein, daB ', die doppelt
zéhlende Gerade d’ ist, so fallen die Pseudo-Mittelpunkte der
Kegelschnitte von X alle auf diese Gerade. Dagegen bleibt die
Pseudo-Mittelpunkts-Konfiguration der den Kegelschnitt-Drei-

15* 215



	
	Article


