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Charakter mnoZiny.
J. Noviak, Brno.
(Doslo 11. prosince 1936).

V Mengerové Dimensionstheorie je uvedena pozniamka, Ze
charakter kompaktni mnoZiny v separabilnim prostoru je spodetny
(str. 73). Pan Frankl, jenz tuto poznadmku vyslovil. poznal, ze
u nekompaktnich mnozin nemusi tomu tak byti. V tomto élanku
dokéZeme nutnou a postadujici podminku, aby charakter podmno-
Ziny metrického prostoru byl spoéetny. Charakter bodu v Haus-
dorffové prostoru byl ponejprv definovin P. Alexandrovem
a P. Urysohnem (Mémoire sur les espaces topologiques compacts
str. 2). Na definici charakteru mnoziny mne upozornil prof. Cech.

Okolim mnoziny A4 v topologickém prostoru rozumime
kazdou otevienou mnozinu, jez obsahuje mnoZinu 4. Systém S
okoli mnoziny 4 nazveme Gplnym, jestlize kazdé okoli mnoziny 4
obsahuje néjaké okolf ze systému &S. Mezi aplnymi systémy okoli
mnoziny A existuje -asponi jeden o nejmensi mohutnosti. Tuto
mohutnost nazveme charakterem mnoZiny 4 a oznadime ji y(4).
Je patrné, Ze y(4) = 1 tehdy, kdyZ mnozina 4 je oteviena. To je
také jediny piipad koneéného charakteru. Nejblize vysii charakter
jé pak ¥,.

V metrickém prostoru P plati tato véta:

Charakter mnoZiny M C P je spodetny (t. j. roven 1
nebo ¥,), kdyz a jen kdyz

M=K + @G,
kde K je kompaktni a @ je oteviend mnozina.

Tuto vétu muZeme vysloviti také takto:

Charakter mnoZiny M C P je spoéetny, kdy% a jen
kdyZ mnozina M mé kompaktni b¥eh.?)

DokaZme nejprve, Ze ob& véty jsou ekvivalentni.

1) t. j. mno¥ina M .M . P— M; v. Cech, Bodové mno#iny I, str. 56.
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Necht M=K + Q
je rozklad mnozZiny M na kompaktni a otevienou &ast. Bieh B(M)
je ta ast hranice mnoziny M, jez naleif do M; nema tedy Zadného
bodu spoleéného s otevienou G. Proto B(M)=M . P — M . K.
Mnozina B(M) je tudiz kompaktni, nebot je prinikem uzaviené
a kompaktni mnoZiny.

Plati-li naopak véta druhd, pak rozklad mnoziny M vypada
takto; M = B(M) + (M — B(M)).

Tim je ekvivalence obou vét dokazana.

Dokazme nyni prvni vétu.

Je-li M =9, pak je véta ziejmé. Piredpokladejme tedy. ze
mnozina M neni prizdna.

Je-li (M) =1, pak mnozZina M je oteviena a da se takto
rozloZiti na kompaktni a otevienou éast:

=(zx)+ M, xe M.
Necht nyni y(M) = %,. Bud
6 Gl’ G25 G‘l
spocetny tplny systém okolf mnozmy M Dokazme Ze bieh B(M )
mnoziny M je kompaktni, tedy, Ze v kazdé posloupnostl bodu

z B(M) existuje vybrana posloupnost, jez konverguje k nékterému
bodu z biehu B(M).

Bud {x,}n~1 bodovi posloupnost v B(M). Zvolme v komple-
mentu P — M posloupnost bodd {y,},~1 tak, aby

i , 1
Yn € Bl Gi — M a vzdalenost o(%y, ¥n) < w

Takové body y, existuji nebot' v libovolné vzdélenosti od bodu z,
se nachazeji body z H G; — M. Mnozina z(yn) neni uzavieni,

n=1
nebot’ jinak by okoli P — Z(yn) mnoziny M neobsa,ho_valo Zadné
okoli G,, takZe & by nebyl nl’I};lny systém okoli mnoziny M. Proto
existuje?) bod y € P, jeni je limitou bodové posloupnosti {y }i=1
vybrané z {yu}n-1. Ty% bod je limitou posloupnosti {zs}i=1s
takZze y e M . P — M. Kdyby bod y nendlezel do mnoZiny M, pak
by okoli P — i (yn;) — () mnoiiny M neobsahovalo Zadné

- okoli G, takie system S by nebyl Gplny. Proto ye M. M. P — M
= B(M). Mnozina B(M) je tudiz kompaktni. .

%) To vyplyvé z véty 8-2-1, 1. e. 1) str. 40.
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Predpoklddejme nyni, Ze mnozina M je souétem kompaktni
a oteviené mnoziny M = K + G. Je-li K = 0, pak M je oteviend
a y(M) = 1. V opaéném piipadé je systém

S = Elo(z, K) < 1] + G, Elo(x, K) < }] + G,
Efp(x. K) < 4] + G, ...

uplny systém okoli mnoziny M. Vskutku, je-li H okolim mnoziny M,
" pak je KC H a protoze H je oteviena, je H. P —H.K = 0.
Proto vzdalenost?3)

oK, H.P—H)=6>0,

I 1
5 e zE[g(x, K) < R] Y GCH.

Poznéamka. Charakter mnoZiny A je topelogicks vlastnost,
nebot’ uplny systém okoli mnoziny A prejde homeomorfnim zobra-
zenim f zase v Gplny systém okoli mnoziny f(4); plati tedy uvedena,
véta v metrisovatelnych prostorech, zejména také v prostoru, jejz
Menger nazval separabilnim.

V_metrickém prostora P plati tyto dvé véty, které dokazal
prof. Cech:

Charakter kazdé uzaviené podmnoZiny prostoru P
je spodetny, kdyz a jen kdyz

P=K+J,
kde K je kompaktnia J je isolovana mnozina.

Jiné znéni této véty je toto:

Charakter kaZdé uzaviené podmnozZiny prostoru P
je spoletny, kdyZ a jen kdy% derivace prostoru P je kom-
paktni. '

Plati-li prva véta, pak derivace prostoru P je ¢asti mnoziny K,
a, jakoZto uzaviena, je také kompaktni. Ma-li naopak prostor P
kompaktni derivaci P’, d4 se tento, rozloziti na kompaktni P’
a isolovanou P — P’.

Dokazme vétu v prvém tvaru.

Oznadme J mnoZinu vSech isolovanych boda prostoru P a pro
nepfimy dikaez predpokldadejme, Ze v P —J existuje bodova
posloupnost {x,}n=1, z % se ned4 vybrat konvergentni. Uzaviena

takze ’pro m >

mnozina > (@) je pak svym vlastnim bfehem; jenz ma podle
=1

pf'edpoklandu spodetny charakter. Podle pfedeslé véty je mnoZina

> () kompiiktiif. To je spor.

n=1

3) L. c. ) str. 107, v&ta 17-3-4.
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