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Uber die angeniiherte Losung der Gleichung
%,0,+...+%,0,+ x,=0 in ganzen Zahlen.
- TR
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 21. Jéanner 1937.)

Herrn Prof. Dr. Edmund Landau zu seinem 60.
Geburtstag am 14. Februar 1937 in Dankbarkeit
gewidmet.

Kleine lateinische Buchstaben (ausser e) bedeuten ganze,
griechische Buchst. bedeuten reelle Zahlen. Sind 6,,.... 6, (n > 0)
gegeben, so gelten bekanntlich folgende Sitze:

I. Fiir jedes ¢ > 0 sind die Ungleichungen

ixi@i‘f’xo

i=1

0<Max (|ay],....] @ |) <08, <& (1)

losbar.
Also umsomehr:

II. Fir unendlichviele ¢ > 0 sind die Ungleichungen (1)
16sbar.

I. und II. sind in folgendem Sinn scharf:

III. Zu jedem n > 0 gibteseiny > O und n Zahlen @,, . . ., 6,
sodass aus

O<Max (s - |2 ) Z 8
folgt
5 Zx.- O; + x| > yr—".
[i=1
In (1) wird verlangt, dass mindestens eine von den Zahlen
Zy, . . ., Zy von Null verschieden ist; wir wollen im folgenden die:

Frage beantworten, wie die Sitze I, II, III zu modifizieren sind,

wenn man verlangt, dass mindestens k (1 < k < n) von den Zahlen
" %3, ..., %, von Null verschieden sind. Dabei wollen wir uns auf
solche Systeme 6),, ..., ©, beschrinken, fiir welche aus 2,0, +
..t Ty + 29 =0 folgt: =2, =...=2,=0. Solche
Systeme wollen wir zur Abkiirzung ,.eigentliche Systeme** nennen.

\
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Wir fithren noch. folgende Benennung ein: ist 0 <l m

und ist x, 2, ..., x, ein geordnetes System von m -4 1 Zahlen,
so nennen wir dieses System ein /-System, wenn mindestens / von
den Zahlen xz,, ..., r, von Null verschieden sind. Die Antwort

auf unsere Frage ist in folgenden Sitzen enthalten:

Satz 1. Esser 1 < k < m; 6, . . .. O, sei ein eigentliches System.
Dann gibt es zu jedem t > 0 ein k-System xy = xy(t), , = z(¢), . . .,
Tp, = xp(t) mat

L 1
Max (| ],....] 2 ) £ 8, lei 6; + ) = O(t—,:m)
(man beachte, dass die linke Seite eine Funktion von £ ist).

Satz 2.1) Es sei 1 < k < m; fitr > 0 set ¢(t) positiv und wach-
send, @(t)— oo fir v— oo. Dann gibt es ein eigentliches System
Oy, . ... 0, und eine wachsende Folge t,.t,, ... mit folgender Eigen-

schaft: ist I > 0, so gibt es kein k-System x,, x,, . . ., x, mit
2 1
s <t ; O; — (2
Max (| z, |, ) S8 L’let O + x| < L%+ 1g(t;) (2)

Satz 3. Es sei 1 <k<mn, alk,n) = (k+ 2)(k+ 1)r—*+2;
0. ..., 0, sei ein eigentliches System. Dann gibt es eine wachsende
Folge t,, t,, . . . mit folgender Eigenschaft: zu jedem I > 0 gibt es ein
k-System =z, x,, . . ., x, mit
a(k, n
Max (| 2, 1, . . | 22 |) < t <ﬁ. (3)

ixi O; + x,
i=1

Fir k = 2 ist n —k + 2 = n; nach III ist also der Satz 3
fir £ = 2 scharf. Aber auch fiir £ > 2 ist der Satz 3 mindestens in
dem Sinne scharf, dass der Exponent n — k + 2 nicht vergrossert
werden darf. Es gilt namlich

Satz 4. Es ses
2<kZn; b=bkn)=(n—k+3)(k—1)+ 3.
Dann gibt es ein eigentliches System O, . . ., @, und ein t, > 0 mit
folgender Eigenschaft: ist t > t, und ist xy, @y, . . ., x, ein k-System
mit Max (| z, |,..., |z, |) < ¢, soist

zxz'@i +
i=1

ATuae e

1
Z pErZloght
Man beachte folgenden Unterschied zwischen den Sétzen I, IT
einerseits und den Sitzen 1, 3 andererseits: in den beiden Siatzen I, IT

hat man denselben scharfen Exponenten n; in den analogen Satzen
1,3 hat man zwei verschiedene scharfe Exponenten n—k + 1,

1) Satz 2. zeigt die Schérfe des Satzes 1.
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n — k + 2. Ich bemerke noch, dass man sehr leicht folgenden Satz
beweisen kann: fast alle?) Systeme 6,,..., ©, haben folgende
Eigenschaft: ist £ hinreichend gross, so ist jedes System x,, x,, . . ., x,,
welches den Ungleichungen (1) geniigt, ein n-System (also auch
ein k-System fiir jedes £ mit 1 < k < n). Also: diejenigen Systeme
0, ..., 0, die uns zwingen, den Exponenten » aus I, Il in den
Satzen 1, 3, durch einen kleineren3) zu ersetzen. bilden nur eine
Menge vom Mass Null.
Es folgen jetzt die (leichten) Beweise der Sitze 1 bis 4.

Beweis des Satzes 1.

Da 6. ..., 0, ein eigentliches System ist, so gibt es eine fiir
v > 0 positive und wachsende Funktion ¢(v) mit folgenden Eigen-
schaften:

1. ¢(v) > oo fiir v - oo.

2. Aus
v>0. Max (|2 |.....[ 2, ]) >0, -

< vn—lc+ 1

2

n
z; 0; + x,
=1

folgt
Max (|2, |,..., | Zn |) > @(v).
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v—! ¢(v) — 0 fiir v — oo.

Es sei nun ein hinreichend grosses ¢ gegeben. Q| sei die Menge
aller Systeme (¥, 4. - - ., ¥») mit

n
0 y<str=1,2,...,m), ngyi@i+yo<l.
i=1

Da die Anzahl der Elemente von 2 gleich (¢ + 1)* ist, so gibt es
(Schubfachprinzip!) ein Intervall von der Linge [t—¥+1q}(f)]—1,
in welchem mindestens t*—! ¢—i(f) von den Zahlen %,0, + ... +
+ YnOn + ¥y, liegen; subtrahiert man eine von diesen Zahlen von
den iibrigen, so bekommt man eine Menge B von mindestens
th—1 g—i(t) — 1 > Lt*—1 p—i(f) Systemen =, z,, . . ., 2, mit

2

O <Max(|a[,....] 2 |) <8, <m(_t$. (4)

Fir 154, <t3<...<B—1<n sei €(s,...,15%—1) die Menge
derjenigen Systeme (x,, ;. . . ., z,) mit (4), fiir welche alle z; (1 =
=1,2,...,n) ausser z;,..., %, , verschwinden (wobei aber
auch einige von den letzgenannten k¥ — 1 Zahlen verschwinden
konnen). Weiter sei € die Menge aller Systeme (x, x;, .. ., Z,)
mit (4), welche keine k-Systeme sind, also

n
x; O; + x,
=1

2) Im Sinne der Lebesgueschen Masstheorie.
3) Im Satz 3 tritt diese Verkleinerung nur fiir £ > 2 auf.
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€= z @(@1 .oy ik—l)-

1=i<iy...<tp—_1=n

Ist also ¢(i, ..., t%4—1) bzw. ¢ die Anzahl der Elemente von
€% . . -, tk—1) bzw. von €, so ist
c< > C(ys -+ -y Br—1). (5)
1=i<i< .. . <l 1=n
Gesetzt, fiir geeignet gewéhlte 1y, 4. . . ., 74— sei
iy . . v p—1) > =1 @k (). (6)
Setzt man @; = . so ist ¢(i;. . . ., 24—1) die Anzahl aller Systeme
(Yor Y15 - - -+ Y—1) Mmit
k—1 . 2 4)
0 <Max (g l,...lmal) £t gl?ﬂm T % < pmi iy

Daraus und aus (6) schliesst man (Schubfachschluss): unter diesen
Systemen (yo. - . ., yx—1) gibt es zwei verschiedene (y'y. . . .. ¥'z—1),
(¥ -« -5 Y¥'k—1) mit

’ " 3t
 Max |yi— gl <y
i1=1,...,k—1 t((P(t))_E(T—T)
Durch Differenzenbildung erhélt man ein System (#,, ;. . . ., Zx—1)
mit 5
0 < Max (| &y |,.... | Ze—1) < 3(e(t))>¢—D < @(b),
k—1 1
Elx" ot T < e @H(t) < ke

was der Definition von ¢(v) widerspricht. Also ist (6) falsch und
aus (5) folgt ’

c< (k " 1) =1 (1) < 1 @A(0).

Es gibt also ein System (z,, z;, . . ., %,) aus B, welches nicht zu €
gehort, d. h. es gibt ein k-System (z,, 2y, . . ., z,) mit (4).

Beweis des Satzes 3.

Eg sei 1<k<mn; 6,,..., 0, sei ein eigentliches System.
Nach I (fiir £ = 2) bzw. nach Satz 1 (fiir £ > 2) gibt es zu jedem
t > t, ein (kK — 1)-System z,, 2, . . ., , mit

5 n
Max(lxll,.,,,|x,,|)§_t, zxi@i+x0
=1

< kg
4) Man beachte, dass y, durch ¥, ..., yr_, eindeutig bestimmt ist.
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Wir unterscheiden zwei Fille:
Erster Fall. Esgibt £ — 1 Zahlen 4, .. ., 12— (1 <3y <4, <

< ...<1g—1 < n), so dass es zu jedem hinreichend grossen ¢ ein
System z,, 2, . . .. ¥, gibt mit
i, .. Ty =0, Max (j 2, |, ..., %) S,
n 1 (7)
z z; 0; + X, | << Fi‘:'g'
[i=1

Zweiter Fall. Der erste Fall liegt nicht vor.
Wir behandeln zunéchst den ersten Fall, wobei wir durch
Umnumerierung erreichen, dass

=1, 0, =2, ... G =k—1 (8)

LN -

ist. Es seien . die (irreduziblen) Naherungsbriiche der

% 9 -
regelmassigen Kettenbruchentwicklung der Zahl 6, (¢; > 0). Be-
kanntlich gilt:

List | 20, — y | < , x| =0, so ist %einem?gleich;
I

2| x|

1
2. — < |0, —ps| <

295 +1 gs+1
Man setze ¢ = ¢;+1 — 1; ist s hinreichend gross, so gibt es
erstens Zahlen x,, x,, ..., 2, mit (7), (8). Zweitens gibt es nach I
n—k + 3 Zahlen y,, ¥y, Y&, Yk+1, - - -» Y Mit
0 < Max ([ Y1 |:]?/k|: ! Yr+1 I’ v ! yﬂ,)éh

n 1
Oy +3 0y + 9o | < oy
ik

Ware yp = yk+i =...=y, =0, so wire
‘ 1 1 1
0, | ® 5
y]_:f: ’ | ’y1+y°l<t”—"+2:|y1|t"_"+1<2|?/1|
also ¥ — B fiir ein 7 < s, also
Y% Q -

1 1 1

2q141 = 2¢s+41 ==

—'Widerspruch; also ist mindestens eine von den Zahlen yz, yi+1,
. . ., Yo von Null verschieden.

O+ Y| = 10— | >

Zu unserem ¢ gibt es ein System z,, z,, ..., 2, mit (7), (8).
- Ist @y, 2, . . ., ¥y ein k-System, so sind wir fertig. Sonst ist z; =
= Zp41 = ... = Zp = 0; in diesem Falle bilde man den-Ausdruck

O, + ...+ Onxn + 2+ (O + Oy + ... + Onyn + %),
wobei das Vorzeichen so gewihlt werde, dass x; 4+ y, =+ 0 ist.
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Wird noch &' = 2¢ gesetzt, so bekommt man auf diese Weise

offenbar ein k-System 2z, z,, . . ., 2, mit

n 2 alk, n
Z O;2; + 2, ( )
i=1

<—35<

Max (|2 ],...lz )X ¥, P S ¥ e

womit der erste Fall erledigt ist.

Es liege nun der zweite Fall vor. Dann gibt es ein System
oo rntim1 (156 <y < ... < fz—1 £ m) so, dass (7) fir unen-
dlichviele ¢ > 0 losbar und auch fiir unendlichviele ¢ > 0 unlosbar
ist; ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte (8). Es gibt also
unendlichviele ¢ > {,, sodass (7), (8) fiir ¢ = ¢’ losbar, fir¢ =1¢ + 1
unlosbar ist. Es sei ¢’ eine solche Zahl. Gibt es ein k-System =z, z,,
<. .y &y, sodass (7), (8) mit ¢ = ¢’ erfiillt ist, so sind wir fertig. Sonst

gibt es k& Zahlen x,, ,, . . ., xx—1 mit
L&y .. Xp—1 F 0, Max (|2, |, ..., | @p—1]) < ¥,
k—1 1
-zlxi @i -+ x| < —tm
<

Es gibt weiter ein (k — 1)-System y,, ¥, - - ., Y» mit

n 1 §
Max (|1 ls--lym) S + 1, i;yi9i+yo <“(m)‘,;m'

Nach der Wahl von ¢’ ist %%, . .. yx—1 = 0, also gibt es ein [
mit £ <1< n, y =0. Fir jedes (¢ =1,2,...,k—1) gibt es
wegen z; & 0 hochstens ein a; mit x; + a;y; = 0; also kann man
ein b mit 1 < b < k so finden, dass 2; + by; +=0fire =1,2,.. .,
k—1.Dannist also, z=a; + by; (¢ =0,1,... ,n;2p=... =2, =0)
und 7' = (k + 1) (¢’ + 1) gesetzt, fiir hinreichend grosse ¢’

Max (|2 |- |2 ) S T,
ﬁ:@iz‘_ g E+1 a(k, n)
i=1

< t’n—k+2 Tn—-k+2
und 2y, 2y, . . ., 2, ISt Wegen 2,2, . . . 2x—1 21 & 0 ein k-System.

Beweis des Satzes 2.

Es sei 1 < k < n; ¢(r) sei positiv und wachsend fiir 7> 0,
fiir T — oo sei ¢(r) > o0. Man wihle unendlichviele Briiche

Pls—1,2,. . nl=1,2...)
Qs.1
mit folgenden Eigenschaften: die ¢,; sind Primzahlen,
< <gu<...<@gmu<gqu+a(l=12...;
Qog+1 > 29505 Qri+1 > ANG13920 -« - Gt - Qiets Ind < 2Q15

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. 14 - 197



P(3qry) > 22—k+D+1 qrig0p. . L Qi1
Psg  Psi+1 1
Qs Qsl+1 | Qsi+1

Die Moglichkeit einer solchen Wahl ist klar, wenn man bedenkt,
dass zwischen x und 2z fiir hinreichend grosse x mehr als » — k

Psy E O (mod gs,);

Primzahlen liegen. Dann setze man fir s =1.2,.. ., »n
@, = lim p”, also | @, — Ps2 | 2 (9)
l=c sl Qs1 I Qs +1

("91, ..., 0, ist ein eigentliches System; denn aus z,0, + ...+
+ 2,0, + z, = 0 folgt fiir wachsendes [

xo—i—xlpll—l—...—l—xnp"’l:O( 1 ): ( lﬁ_)
91, -

910 qn, q1i+1 qn,
Fiir grosse [ ist also die linke Seite gleich Null und durch Multi-
plikation mit ¢1,92; . . . guy bekommt man fir s =1,...,n

n
x,ps,lﬂ giy = 0 (mod ¢,;). also 2, = 0 (mod g,y);
iFe
fiir hinreichend grosse [ ist aber ¢;; > | z, |, also z, = 0 fir s =
=1,...,7n, also auch z, = 0.

Man setze nun §; = Qe — 1> T}q“fur l=1,2,... und man
setze voraus, dass es zu einem [ > 0 ein k- System xo Zys s En
mit (2) gibt. Nach (2) (9) ware

P10 Pnt 2nqra 1

x, — x + x| < -
Y T qnl 0 qii+1 (3qr)"*+1 @(3qrs)

1 1 1
< - :
2910 - - - Gy *3 (Cge)™*+1qia. . @e—10 Qi - - ng
also .
pll pn
z 4z =0.
q” -t Ta Gns +

Es sei ¢ der grosste Index s < » mit x, 3 0; dann ware also c > k
und

p” +....+xcp”’l
q” Ge,l

eine ganze Zahl, also
TePeg Q1921 - - - Ge—14 = 0 (mod g.). also x, = 0 (mod g,);
andererseits aber 0 < | 2. | < #; < gy < ¢.; — Widerspruch.
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Hilfssatze.

Zum Beweis des Satzes 4. brauchen wir drei Hilfssitze, die
jetzt bewiesen werden sollen. Ich bemerke aber gleich, dass diese
Hilfssiatze nicht neu sind: Hilfssatz 1. ist trivial, Hilfssatz 2. kommt
im Wesentlichen in einer Arbeit des Herrn A. Khintchine®) vor,
und den Hilfssatz 3. habe ich schon in einer anderen Arbeit®) be-
wiesen und angewendet.

Hilfssatz 1. Es set gegeben:

1. eine Zahl s > 1;

2. eine Zahl h > 0;

3. ein Punkt’) P =[x, ..., 0] mit rationalen Koordinaten;

4. ein endliches System '

H,,....Hn (10)
von (s — 1)-dimensionalen Hyperebenen.
Dann gibt es eine Gerade G mit folgenden Eigenschaften:
A) G enthilt den Punkt P; G liegt in keiner Hyperebene des
Systems (10).
B) Die Gleichungen von G lassen sich in der Form
?/i@1 +Z|Q;+u3=0(?: = 2’ 3) .. '78)
schreiben, wobei fir jedes ¢ (1 = 2,3,...,8)
(Yi 2, wi) =1, yi>h, 2z +0
g":lt- &
Beweis. Es gibt offenbar s — 1 Zahlen 4 =0 (2 =2, ..., 3),
sodass die Gerade :
(91 - 771) + j’% (@l.‘_ 775) = Oa (i = 2: L2 QU O] S)
die Eigenschaft A besitzt. Man kann dann zu jedem i (¢t = 2, . . ., 8)

zwei Zahlen p;, ¢; mit p; &0, ¢; > h, (pi, ¢;) = 1 so wihlen, dass
auch die Gerade G mit den Gleichungen

6y —m) +%(@i_"7i) =0 (1=2,...,8)
die Eigenschaft 4 besitzt. Ist #; =%—i (b>0) firi=1,...s

so lassen sich die Gleichungen von & auch in der Gestalt

5) A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer Diophantischer Appro-
ximationen, Palermo Rendiconti §0 (1926), 170—195, Hilfssatz 1.

6) V. Jarnik, Uber einen Satz von A. Khintchine, Prace Mathem.
—PFizyczne 48 (1936), 151—166, Hilfssatz 2. ‘

7) Im folgenden werden oft Zahlenisysteme wie [7,, . . ., 7s] als Punkte
des s-dimensionalen Cartesischen Raumes betrachtet. Ein ,,Wiirfel*‘ bedeutet

stets einen achsenparallelen Wiirfel. uM bedeutet das éussere Lebesguesche
Mass der Menge M.
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bqiO; + bpi@; +v; =0 (1 =2,...,3)
schreiben; beachtet man, dass ¢; > h, bp; &= 0, (bgi, bp;, ;)
< (bgi, bpi) = b, so sieht man, dass G auch die Eigenschaft
besitzt.
Hilfssatz 2. Es sei s > 1; ¢(7) set fiir v = 0 wachsend und stetig,
#(0) = 0; g(r) - oo fitr T~ oo. Dann gibt es ein eigentliches System
@, mat folgender Eigenschaft: zu jedem himreichend grossen
gibt es 3 (s — 1) Zahlen yi, z;, ui (1 = 2, . . ., 8) mit folgenden Eigen-
schaften:

1 .
yi>03 Zi:}:O, (y’is 23y u‘l-) =l, | yi@1+zi@¢+?li| << ?, ('I/ == 2, o i e -S')

<
B

Max (| gl 1%l -v | % ls [2a]s 125 ], -0 [ 2 ]) = @(7).

Beweis.8) Wir betrachten zunéchst alle (s — 1)-dimensionalen
Hyperebenen, welche mindestens einen Punkt des Wiirfels

E:0<506;,<1 E=1;...,8)
enthalten und deren Gleichungen sich in der Form

_Zl @O; + ag =0, (Ag, Ay, . . ., @) = 1 (11)
schreiben lassen. Die ganze positive Zahl Max (|a,|,.. .., |as])

heisse der Rang der Hyperebene (11). Offenbar gibt es zu jedem
n > 0 hochstens endlichviele Hyperebenen vom Rang n (da sie den
Wiirfel E schneiden miissen). Es sei y die zu ¢ inverse Funktion.

Man konstruiere nun vier Folgen
Gy, Gy .. smy, Mg, .. Py Py, W, W, L
mit folgenden Eigenschaften:
1. G; ist eine Gerade, deren Gleichungen lauten:
. y,-,,@l + Z«i,,@i + Uij = 0 (@ =2 : i 8);
dabei ist
Yi; >0, zij +0, (Yij, 2z, wiy) =1 (E=2,...,9).
Ist j > 1, so liegt @; in keiner Hyperebene vom Rang < j.
2. my= Max (ym‘, | 2ij [);
=2
y.,+1 > m; fir ¢ = 2,...,s; also mj;1 > m;.
3. P; ist ein Punkt mit ratlonalen Koordinaten, der sow ohl
auf @; als auch auf G, liegt.

4 W; ist ein abgeschlossener Wiirfel mit dem Mittelpunkt P;,
dessen Kante kleiner als

#) Die Systeme [@,, ..., ©s] werden als Punkte eines s-dimensionalen
Raumes gedeutet. :
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1
mip(m; ;1) ,

ist; ist j > 1, so enthélt W; keinen Punkt keiner Hyperebene vom
Rang < j. Weiter ist W, C E, W;., C W,.

Die Moglichkeit einer solchen Konstruktion sieht man durch
Induktion ein:

G, sei die Gerade O, —0; =0 (1 =2, ..., s), also m; = 1;
P, = 1[4, ..., §]. G, sei eine Gerade mit den Gleichungen

Yi2 01 + 220 +uiy =0 (1=2,...,5),
Yo > My, Zip + 0, (Yig Zig ig) =1 (1=2,...,5);
weiter moge G, den Punkt P, enthalten, aber in keiner Hyper-
ebene vom Rang < 2 enthalten sein; das geht nach Hilfssatz 1.

Dadurch ist m, > m, definiert. Endlich sei W, ein abgeschlossener
Wiirfel mit dem Mittelpunkt P, und mit der Kantenlinge

—— W, C E.
my p(ms,) !

Gesetzt nun, fir ein n > 0 seien G, . . ., Gy41; My, o ooy My 11
Py, ... Py Wy, ..., W, den aufgezihlten Bedingungen gemiiss
konstruiert; dann konstruiert man Gy, 42, My 49, Py 41, W41 folgen-
dermassen: Man wihle einen Punkt P,.; mit rationalen Koordi-
naten auf G,.; und innerhalb W,, der in keiner Hyperebene vom
Rang < n + 1 liegt (das geht mnach den Eigenschaften von @, ).
Dann wihle man nach Hilfssatz 1 eine Gerade G,.» durch den
Punkt P, die ein keiner Hyperbene vom Rang < n + 2 liegt
und folgende Gleichungen hat:

Yin+20) + 2in 420 + Uini2 =0 (1=2,...,5s),
Yin+2>My +1, 2420, (yi,n+2, Zin+2; ui,n+2)=1 ("/ =2,..., 8).

Dadurch ist my 42> m, ., definiert. Schliesslich wihle man um den
Mittelpunkt P,,; einen abgeschlossenen Wiirfel Wat1 C W,

dessen Kante < ————— ist und der keinen Punkt keiner
M1 P(My, 12)
.Hyperebene vom Rang < n + 1 enthalt (das geht nach der Wahl
von P,41). Damit ist die Moglichkeit der Konstruktion bewiesen.
Es sei P=[6,,...,0,] der (eindeutig bestimmte) Punkt,
der in allen Wj, also auch in £ liegt. @,, . . ., @, ist ein eigentliches
System; denn sonst miisste P in-eiher Hyperebene ven irgendeinem
Rang j liegen und das geht nicht, da P in W, liegt. Es sei weiter 7
eine positive Zahl mit ¢(r) > 1 = m,; es gibt also ein j > 0 mit
m; < @(7) < mygy, also T < p(mjyy).
Da P in W;j liegt, so ist, P; = [7,. . . ., n,] gesetzt,

1
[ — 05| <

— (t=1,...,38),
" 2mj w(m; ) ( )
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Yiim+2ziin+u; =0 (=2...9),
mi =Y, >0, mi 2|2 £0, (%i,%5uw)=1 (=2,....8),

also
1 1
» .6 . e =92 ...
| 4i,i01 + 2,50 + w5 | < wmye1) < p (2 , ,8)
und
ly,i | S 9(x), 12| S r), 95, >0, |25l £0 (E=2,...,39),
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Hilfssatz 3. Gegeben seien zwer Zahlen: s > 1 und 0,. Es sei A
die Menge derjenigen Punkte [O,, . . ., @5]°) aus dem Einheitswiirfel

W: 056i<1 (1=2,....8),

welche folgende Etigenschaft haben: es gibt umendlichviele Systeme
Zg, Ty, .« - ., Xy ML

d 1
Max |z;| >0, 2:0; + 7| < (12
=28 | ,Zl o ’ Max (| z; |* log? (| i | + 3)) (12)
1=1.2..8
Behauptung: pd = 0.
Beweis. Bei gegebenen z,, z,, ..., #; mit 2’ = Max |z; | > 0
i=2,3,...8

sei E (zy, zy, . . ., ;) die Menge aller Punkte [0, . . . 0] aus W

mit (12); wird x = Max | 2; | gesetzt, so ist offenbar
©=1,2,...,8

2
E (g, ... .0 ———.
d > )= x'x* log?(z+3)
Bei gegebenen z;, @,, . . ., z, gibt es hochstens (2s + 1) * Werte
von z, mit E (%, zy, . . ., 2;) & 0. Die Reihe

2 uE (20,2, ..., %) (v =Max|x)) (13)
Loy TyyeensTyg 1=2,3,...,8
z'>0
wird also konvergent sein, wenn die Reihe

2(2s+1) , '

2V X
x>0

konvergiert; und diese Reihe konvergiert tatsachlich; denn jedem
Wert von z entsprechen O(z*—1) Glieder der Reihe. Aus der Kon-
vergenz der Reihe (13) folgt aber, dass diejenigen Punkte [0, . . .,

?) Wir arbeiten hier also im (8 — 1)-dimensionalen Raum der Punkte
[\029 @a, LU ®8]-
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6,], die in unendlichvielen Mengen E (z,, 2, . . ., 2,) mit 2’ > 0
liegen, eine Menge vom Mass Null bilden.1°)

Beweis des Satzes 4.
Es sei 2 < k < n. Man wihle die Funktion ¢(r) des Hilfssat-

zes 2 so, dass @(r) = log log 7 fiir hinreichend grosse 7 ist und man

wende Hilfssatz 2 mit s = k£ — 1 an. Es gibt also ein eigentliches

System 0, 0,, ..., 0;,_; mit folgender Eigenschaft: zu jedem

hinreichend grossen v gibt es 3 (k — 2) Zahlen Y, 2z, U (0= 2, ...,

k— 1) mit '

CYi>0, 20 F0, (g, zw) =1, |40 + 20, + u | < 1/
(i=2,...k—1), { (19)
Max (| gels-- o |l r—1ls 2], ..., | 26— |) < loglog 7.
Man wihle ein solches System @, ..., @;—;. Diejenigen Punkte

[Of, . . ., O], fiir welche das System 6,, . . ., O, nicht eigentlich ist,
bilden im (» — & 4 1)-dimensionalen Raume eine Menge vom

n
Mass Null; denn aus > a;0, + a, = 0, Max (leg]s..]an])>0
i=1

folgt, dass mindestens eine von den Zahlen gy, ..., a, von Null
verschieden ist (denn @, ..., @ ist ein eigentliches System);
also sind die betrachteten Punkte [@, . .., @,] auf abzihlbarviele
(n — k)-dimensionalen Hyperebenen gebunden, bilden also tat-
sichlich eine Menge vom Mass Null. Nach Hilfssatz 3 (mit s =
=mn—k 4 2) kann man also @, ..., @, so wihlen, dass erstens
das System @,, ..., 0, eigentlich ist und dass zweitens die Un-
gleichungen
1

Max | v | > 0, | »,0, + nv-@- v | <
i |16, g,, it Max (|o;|»—%+2 log([v;| +3))
i=Lk,....,n

hochstens endlichviele Losungen in v, v, vy, . . ., v, haben. Daraus
folgt, dass fiir hinreichend grosses 4 die Ungleichungen

1
2/n—k+2]ogi]
(15)
iiberhaupt keine Loésung in vy, v, v, ..., v, besitzen. Um den

n
O<.M:,x o IS4, |0 <4, |96, + Zkvi@t' + <
i=k,..,n i=

10) Beweis: Ist f:,uN,. konvergent und ist N die Menge derjenigen
Punkte, die in uner?djilchvielen‘ Mengen N, liegen, so ist N ci Np, also
uN < %"N" fiir jedes k£ > 0, also uN = 0. i
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