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Uber differenzierbare Kurven und Bégen.
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IL

Elementarbogen und Kurve n-ter Ordnung im R,.
Einleitung.

Im folgenden sollen reelle Kurven n-ter Ordnung und Ele-
mentarbogen im n-dimensionalen projektiven Raume R, unter-
sucht werden, also Bogen und Kurven, die von jeder Hyper-
ebene in hochstens n Punkten getroffen werden.!) Die betreffenden
Gebilde werden als differenzierbar im Sinne der Definitionen I,
1.6 und 1.7 vorausgesetzt.2) _

Die Arbeit zerfallt in 2 Teile. Der 1. (1—4) stellt eine Reihe
einfacher in der Literatur groBtenteils schon erwiahnter Tat-
sachen iiber differenzierbare Elementarbogen B* im R, zusammen.
Es sei etwa angegeben: Die B" sind regular, d. h. sie haben in
jedem inneren Punkte die Charakteristik (1, 1, ..., 1) (1); fiir alle
offenen B* und gewisse abgeschlossene gilt eine Vielfachheits-
zdhlung ihrer Treffpunkte mit einer Hyperebene (2); die linearen
Schmiegmannigfaltigkeiten der B" sind stetig (3). In 4 wird die
Zusammensetzung zweier B" zu einer differenzierbaren Kurve n-ter
Ordnung C™ besprochen. Das Hauptergebnis des 2. Teiles ist
der Satz 7.6: Eine Dualitit fiihrt jede B* wieder in eine B” iiber.
Hierin ist enthalten, daB: die Klasse einer B*, also die Maximal-
zahl ihrer Schmieghyperebenen durch einen Punkt des Raumes
gleich » ist.

Neben den Sitzen von 4, die gestatten, sich auf die C* zu
beschrianken und einer zur obenerwihnten dualen Vielfachheits-
zahlung der Schmieghyperebenen der C* durch einen Punkt des R,
ist das Haupthilfsmittel beim Beweise von 7.6 diejenige stetige

1) Elementarbogen und Kurve n-ter Ordnung im R, unterscheiden
sich nur darin, da8 der eine das eineindeutige und stetige Bild der Strecke,
die andere das der Kreisperipherie ist.

) Die vorangehende Note wird mit I zitiert.
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Abbildung der C* auf sich, die entsteht, wenn jedem Kurven-
punkte s der eindeutig bestimmte Punkt zugeordnet wird, in dem
die Hyperebene durch einen festen Punkt des R, und die Hyper-
tangente von s die Kurve noch einmal schneidet.

Uber die Tragweite der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
vergleiche man Hiermsiev [1] und Savrer [2].3) Ein Beweis der
Regularitit der B* 1aBt sich ausSauTer [2]entnehmen; bei HyeLMsLEv
[1] findet man einen fiir die Stetigkeit der linearen Schmiegmannig-
faltigkeiten der B*. Fraulein Savrer [2] hat auch die Zusammen-
setzung zweier nichtdifferenzierbarer B* zu einer Kurve n-ter
Ordnung untersucht. Natiirlich wird die Behandlung dieser Frage
durch die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen wesentlich ver-
einfacht. Das Dualitiatsprinzip 7.6 fir die B* ist fir » = 2 und
n = 3 schon von JueL [1] und [2] erwahnt. Beweise dleser beiden
Falle finden sich bei Linsman [1].

l.Regularitidt des differenzierbaren Elementarbogens.

Wir betrachten offene differenzierbare Elementar-
bogen B* im mn-dimensionalen projektiven Raum R,.

1.1 Aus der Definition des Elementarbogens folgt unmittel-
bar, daB er doppelpunktfrei ist, und dafl keine Gerade ihn in
mehr als zwei Punkten trifft. Die Projektion von B" aus einem
seiner Punkte s’ ist daher wieder ein differenzierbarer Elementar-
bogen B"—1.

Fiir s s’ werde die Projektion von s wieder mit s, die
k- dimensionale lineare Schmiegmannigfaltigkeit von B"—! in s
mit L} '(s) bezeichnet (—1 <k <n— 1).

1.2 Ein Bogen heife regular in einem d1fferenz1erbaren
Punkte s, wenn s die Charakteristik (1, 1) hat, wenn also
fir jedes £k mit —1 < k < n gilt: Jede Hyperebene, die genau
Li(s) enthilt, ist Schnitt- oder Stiitzhyperebene in s, je nachdem
k gerade oder ungerade ist.

Nach dem Satze I, 4.1 sind alle Punkte von B™ regqulir.

- 1.3 Es sei noch ein direkter Beweis der obigen Bemerkung
angegeben. Wie behaupten zugleich:

Die Schmieghyperebenen treffen B"™ wmicht mehr.

1.4 Anhand des Lemmas I, 2 iiberzeugt man sich leicht von
der Richtigkeit beider Behauptungen fiir » = 2. Sie seien schon
fiir die B! bewiesen. Dann ergibt sich die Giiltigkeit von 1.2
fir die B* etwa so:

Die Schmieghyperebene eines beliebigen Punktes s von B»
trifft den Bogen jedenfalls in hochstens endlich vielen Punkten;

3) Die Literaturangaben beziehen sich auf das am Schlusse dieser
Note befindliche Verzeichnis.
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8’ sei von diesen, insbesondere von s verschieden. Br—1 sei die
Projektion von B* aus &' (vergl. 1.1). Fir —1<k<n—1
enthilt eine passende Hyperebene durch s’ genau Lg(s); sie pro-
jiziert sich aus ¢’ in eine Hyperebene, die genau L} '(s) enthalt.
Es projizieren sich aber Schnitt- in Schnitt-, Stiitz- in Stiitz-
hyperebenen.

Die Hyperebene E durch s’ und L, »(s) trifft B» sonst nicht
mehr. Denn andernfalls trife die Schmieghyperebene L7—j(s)
B"—1 noch einmal, was der Induktionsannahme 1.3 widerspricht;
aus dem gleichen Grunde ist s’ Schnittpunkt beziiglich E. Lasse
ich s’ gegen s riicken, so strebt E definitionsgemaB gegen Lj_i(s);
die Endpunkte irgendeiner Umgebung von s liegen fiir alle s hin-
reichend nahen s’ auf derselben oder auf verschiedenen Seiten
von E, also auch von L, ;(s), je nachdem s Schnitt- oder Stiitz-
punkt beziiglich E ist. Daher ist s Stiitz- oder Schnittpunkt
beziiglich Ly _,(s), je nachdem E Schnitt- oder Stiitzhyperebene
in s ist.

Die Behauptung 1.3 ergibt sich etwa so fiir die Br: L, _y(s)
treffe B noch in s'. Lj"}(s) sei die Projektion von L;_;(s) aus s’
(Bezeichnungen wie in 1.1). Ist s Stiitz- bezw. Schnittpunkt
beziiglich Ly, (s), so auch auf B»—1 beziiglich L}"3(s). Dies ist
nicht moglich; denn rach Induktionsannahme ist s auf B*—1 und,
wie eben bemerkt, auch auf B regulir.

2. Vielfachheitszdhlung.

%.1 Der Punkt s gehore dem offenen differenzierbaren Elementar-
bogen B™ an. Enthilt eine lineare Mannigfaltigkeit genau Ly(s)
(—1Z k<m), so werde s als (k + 1)-facher Treffpunkt der linearen
Mannigfaltigkeit mit dem Bogen gezihlt. Man zeigt leicht, daf diese
Vielfachheitszihlung die Ordnung von B wicht erhoht, mit andern
Worten, daf die Summe der Vielfachheiten der Treffpunkte von B»
mit einer Hyperebene hichstens gleich m ist. -

Fiir n =2 ist diese Behauptung in 1.3 enthalten. Es sei n > 2.
Wir konnen voraussetzen, daB die betrachtete Hyperebene Ej_,
den Bogen B* in mindestens 2 Punkten trifft; einer von ihnen
sei 8". Nach 1.3 ist B _, nicht Schmieghyperebene und geht keine
lineare Schmiegmannigfaltigkeit eines von s’ verschiedenen Punk-
tes s durch s’. Wir projizieren B" aus s’ (Bezeichnungen wie in 1.1).
Dann projiziert sich E,_; in eine Hyperebene Ej_; und LZ(s)
in L '(s) (s = ¢'; 0 < k <n—1). Die Projektion 1a8t also die
Vielfachheiten der von s’ verschiedenen Treffpunkte ungeindert.
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Die Vielfachheit, mit der s’ gezahlt wird, wird durch die Pro-

jektion um eins vermindert; denn Lf(s') projiziert sich in L}—i(s’)
(0 < k< n). Im ganzen wird die Summe der Vielfachheiten der
Treffpunkte durch die Projektion um eins vermindert. Hieraus
folgt die Behauptung durch Induktion.

Als Sonderfalle von 2.1 seien hervorgehoben:

2.2 Trifft eine Hyperebene den Bogen B™ in m verschiedenen
Punkten, so zerschneidet sie thn in jedem wvon thnen; denn alle
Treffpunkte sind einfach.

2.3 Sind s und s’ vomeinander verschieden, so ha,ben Li(s)
und Ly_11(s") (—1<Z k< n) keinen Punkt gemeinsam. Denn
andernfalls lieBe sich durch sie eine vaerebene legen, und diese
triafe den Bogen mindestens (n» + 1)-fach. Hierin ist auller 1.3
insbesondere enthalten, daB

2.4 die linearen Schmiegmannigfaltigkeiten verschiedener Punkte
verschieden sind.

%5 Bei abgeschlossenen differenzierbaren Elementarbo-
gen B" im R, ergeben sich einige Unterschiede. Damit die Pro-
jektion von B* ein B"—! ist, muss man zusammenfallende End-
punkte von B* zulassen. Auf B* braucht 2.1 nicht zu gelten.
Fiar die Gultigkeit der Vielfachheitszahlung ist notwendig und hin-
reichend das folgende Fremdheitskriterium?®): Hat B* die End-
punkte s und s', so haben Lk(s) und Ly i _1(s") keinen Punkt ge-
meinsam (k= 0.1,...,n—1).

Die Notwendigkeit der Bedingung ist evident. (vergl. 2.3).
Um zu zeigen, daB_ sie hinreicht, langt es zu beweisen, daB keine
Hyperebene, die B" mehr als n-fach gemalB der Vielfachheits-
ziahlung 2.1 trifft, innere Punkte mit B» gemein hat. Dies ist
klar fiir » = 2; denn eine Tangente, die B2 noch einmal tréife
und durch einen inneren Punkt ginge, kénnte durch eine passende

kleine Drehung in eine Gerade iibergefiihrt werden, die B2 in drei

Punkten trafe. Wegen 2.1 muBl eine, Hyperebene, die B* mehr
als n-fach trafe, durch wenigstens einen Endpunkt, etwa durch s’
gehen. Projektion aus s’ fithrt die Behauptung auf den (n — 1)-
dimensionalen Fall zuriick. A

2.6 Aus 2.1ergibt sich unmittelbar die folgende Bemerkung?®):
Ist der Bogen B™ in einem affinen Raume beschrinkt, so liegt er ganz
auf dem Rande seiner konvexen Hille®)

4) Systematisch betrachtet u. a. von Fraulein SAUTEB. [2], die ihm
auch den schénen Namen gegeben hat. Falls ¢ und &’ inzidieren, ist die
Vielfachheitszéhlung fiir s und &’ gesondert vorzunehmen.

5) Die Bemerkung stammt von HAUPT [2], der sie fiir beliebige Elemen
tarbogen bewiesen hat.

%) Unter der konvexen Hiille einer beschrankten Punktmenge
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Es ist zu zeigen, daBl durch jeden Punkt s von B" eine Stiitz-
hyperebene an B" gelegt werden kann. Ist » gerade. so stiitzt
nach 1.2 die Schmieghyperebene von s dort den Bogen und trifft
ihn sonst nicht mehr.?) Ist » ungerade, so stiitzt die Hyperebene

durch Ly 5(s) und einen beliebigen Punkt s’ des Bogens (s’ = s)
ihn in s, zerschneidet ihn in &’ und trifft ihn sonst nirgends (2.1).

Daher dreht sie sich monoton um L, ,(s), wenn s’ B* durchliuft.
" Riickt s’ gegen einen Endpunkt von B”, so konvergiert die Hyper-
ebene gegen eine Grenzhyperebene, die B* nur in s selbst trifft
und dort stiitzt.8)

3. Totale Konvergenz.

3.1 Gegeben eine stetige Schar offener differenzierbarer
Elementarbogen B"(s’) (s’ = Scharparameter), die alle auf ein-
und denselben Bogenparameter s bezogen seien. Der zu s ge-
horige Punkt des Bogens B”(s’) werde mit s/s’ bezeichnet, seine
linearen Schmiegmannigfaltigkeiten mit Lg(s/s’).

Eine Folge von Scharparametern s’ strebe gegen den Schar-
parameter s’,. Dann nennen wir die B*(s’) total konver-
gent gegen B*s'y)), wenn fiir jeden Bogenparameter s, und
jede gegen s, konvergente Folge von Bogenparametern s die
Punkte s/s’ gegen den Punkt s,/s’, ricken.

3.2 Wir schlieBen uns an die obigen Bezeichungen an. Unser
Ziel ist der folgende Satz:

Die Folge der B™(s') konvergiere total gegen B™(s'y). Es set
0 < k <mn; k+ 1 Folgen von Bogenparametern s, . . ., Sg+1 mogen

in einem affinen Raume versteht man den Durchschnitt aller abgeschlosse-
nen konvexen Punktmengen, die die Menge enthalten. Vergl. etwa
BONNESEN-FENCHEL [1].
i 7) Dies gilt auch fiir einen beliebigen differenzierbaren Elementar-
bogen B" in einen projektiven Raume gerader Dimension. Fiir gerade n
kann B" also stets durch Auszeichnung einer passenden uneigentlichen
Hyperebene in einen beschrénkten Elementarbogen iibergefithrt werden.
Vergl. JUELS [1] Definition der ebenen Elementarbégen. — Ebenso zeigt
man fiir gerade 7, daB eine differenzierbare Kurve n-ter Ordnung im E,
(vergl. 4) nach Auszeichnung einer passenden uneigentlichen Hyperebene
ganz im Endlichen und auf dem Rande ihrer konvexen Hiille gelegen ist.
8) Da der Bogen als offen angenommen, also die Existenz von End-
punkten von B" nicht vorausgesetzt ist, so haben wir genauer zu sagen:
Strebt der Parameter 8’ gegen einen Endpunkt der Parameterstrecke, . . .
Ubrigens ist die Existenz der Endpunkte von B"™ sowie die Richtig-
keit der folgenden Angaben leicht einzusehen: Die Vereinigungsmenge
von B" und seinen Endpunkten ist ein abgeschlossener differenzierbarer
Elementarbogen; B" ist fiir ungerades n genau dann nach Auszeichnung
einer passenden Hyperebene beschrinkt, wenn die Endpunkte von B™
nicht zusammenfallen.
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simtlich gegen den Bogenparameter s, konvergieren. Danmn konver-
giert die von den Punkten s,/s’, . . .. spy1/s’ aufgespannte k-dimensio-
nale lineare Mannigfaltigheit®) gegen Lg(s,/s’y).

3.3 Nimmt man fiir alle £ + 1 Folgen ein und dieselbe Folge,
so ergibt sich aus 3.2:

Die Folge von Bogen- bezw. Scharparametern s bezw. s’ strebe
gegen den Bogen- bezw. Scharparameter s, bezw. s'y; die Folge

der B*(s’) sei total konvergent. Dann konvergieren die Lj(s/s")

gegen Ly(s,/s’s). Mit anderen Worten: Die totale Konvergenz
der Bn(s') zieht die totale Konvergenz ihrer linearen Schmieg-
mannigfaltigkeiten nach sich.

3.4 Wahlt man fiir alle B*(s") ein und denselben differenzier-
baren Elementarbogen, so folgt aus 3.2: Konvergieren k + 1 Punkte
eines differenzierbaren Elementarbogens gegen einen Punkt s, des
Bogens, so konvergiert die von thnen aufgespannte k-dimensionale
lineare Mapnigfaltigkeit®) gegen die k-dimensionale lineare Schmieg-
mannigfaltigkeit des Bogens in s,.

3.5 Identifiziert man schlieflich alle diese k& 4+ 1 Punkte,
so ergibt sich: Die linearen Schmiegmannigfaltigkeiten eines diffe-
renzierbaren Elementarbogens sind stetig.10)

3.6 Der Begriff der totalen Konvergenz kann leicht wei-
ter verfolgt werden. Hier sei nur auf folgendes hingewiesen:
Der Punkt s’ bewege sich auf dem differenzierbaren Elementar-
bogen B"+1(n > 2) gegen einen Punkt s’y des Bogens. Dann kon-
vergiert die Projektion von B*+1 aus s’ total gegen die aus s’y
(vergl. 1.1). -

Beweis: Die Projektion des Punktes s von B"+! aus s’ sei
mit s/s" bezeichnet. Wir haben zu zeigen: Konvergiert eine Folge
der s gegen s,, eine der s’ gegen ', (8, §', 8, 8’y auf Br+1 gelegen),
so konvergiert der Punkt s/s’ gegen den Punkt sy/s’,.

Diese Behauptung ist sicher richtig fiir s, = 8p; denn dann
besagt sie nuw, dafl die Gerade durch zwei verschiedene Punkte
von B"+1 sich stetig mit ihnen @ndert. Fiir s, = ', folgt sie aber
aus dem Falle £ =1 von Satz 3.4.

3.7 Beweis von 3.2.

Die Behauptung, fiir £ = 0 in der Definition der totalen
Konvergenz enthalten, sei bis £k — 1 bewiesen (0 < k < n). Die
k 4+ 1 Folgen von Bogenparametern lassen sich zu einer Folge
von Systemen S von je k -+ 1 Bogenparametern zusammen-

%) Vergl. die Vielfachheitszéhlung 2.1.

10) HyELMSLEV [1]. DaB3 die Sitze 8.4 und 8.5 auch fiir die Endpunkte
eines abgeschlossenen differenzierbaren Elementarbogens gelten, 1a8t
sich mittels 4 unmittelbar einsehen; vergl. denn Beweis von 7.6.
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fassen. Wir wihlen ein System 8, von n — k — 1 festen Werten
des Bogenparameters, alle voneinander und von s, verschieden.
Das zu 8 bezw. zu 8, gehorige Punktesystem auf B*(s’) werde
mit S/s’ bezw. 8,/s’ bezeichnet.

Die Hyperebene E(s’) durch 8/s' und S,/s’ trifft B*(s’) nach 2.1
im ganzen genau (k 4 1)-fach in S/s’, genau (n — k — 1)-fach in
8;/¢" und sonst nirgends. Die E(s’) hiufen sich gegen Hyper-
ebenen durch Lg ,(sy/s’s) und die n —k — 1 Punkte von 8,/s’,.
Wir beschrinken uns auf eine Teilfolge der s’ mit der Eigen-
schaft, daBl die zugehorigen E(s') und ihre Treffpunkte mit Bn(s’,)
konvergent sind. Die Grenzlage dieser E(s') sei mit E(s’;) be-
zeichnet.

Auf der Parameterstrecke grenzen wir um s, eine zu §; fremde
Umgebung ab, déren Endpunkte s, und s, so gewihlt sind, daB
der von s,/s'y und s,/s’y begrenzte abgeschlossene Teilbogen von
Br(s'y) keinen Punkt auBer s,/s’y mit K(s’y) gemein hat. Wir
- konnen annehmen, daB die § im Innern dieser Umgebung liegen.
Der Punkt s,/s" konvergiert gegen den (nicht auf E(s',) gelegenen)
Punkt s,/s’y; daher liegen s,/s” und s,/s’, fiir alle s’ bis auf héchstens
endlich viele auf derselben Seite von E(s’). Nun folgt aus 1.2,
daB s;/s" und s,/s’ stets auf derselben oder stets auf verschiedenen
Seiten von E(s’) liegen, je nachdem k ungerade oder gerade ist;
dies gilt also auch fiir die beiden Punkte s,/s’, und s,/s’ und alle
E(s’) bis auf hochstens endlich viele. Lassen wir s’ gegen s’, gehen,
so folgt hieraus weiter: s,/s', und s,/s’y liegen auf derselben oder
auf verschiedenen Seiten von E(s'y), so/s’y ist also Stiitz- oder
Schnittpunkt beziiglich E(s’), je nachdem % ungerade oder gerade
ist. Da E(s'y) Lp—1(s/s’s) enthalt, folgt hieraus und aus 1.2, daB
auch Li(sy/s’y) in E(s'y) liegt. E(s’) ist somit eindeutig bestimmt,
und wir haben: Strebt S/s" gegen s,/s’y, so konvergiert die Hyper-

ebene durch 8/s’ und 8,/s" gegen die Hyperebene durch L(sy/s’y)
und 8,/ss. Dies gilt bei beliebiger Wahl von §,. Hieraus folgt
etwa vermittels der Bemerkung 3.8 die Behauptfng.1)

3.8 Gegeben n — k verschiedene Punkte eines differenzier-
baren Elementarbogens im R,; der Punkt s, sei von ihnen ver-
schieden. Dann haben die » — k& Hyperebenen durch Li(s,) und
je. n —k —1 der iibrigen Punkte gerade den Durchschnitt Lf(s,)
(—1Zk<m).

Der Induktionsbeweis ist trivial.

11) Aus 8.7 1aBt sich sofort ein Beweis von 8.5 herausschilen. Nach
einer freundlichen Mitteilung von Herrn HAUPT beriihrt sich dieser Beweis
mit einem demnéchst erscheinenden von Fraulein SAUTER.Vergl. SAUTER [1].
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4. Bogen und Kurve n-ter Ordnung im R,.12)
Unter einer Kurve werde hier das eindeutige und stetige
Bild der Kreisperipherie verstanden.
4.1 Wir betrachten zwei abgeschlossene differenzierbare Ele-

mentarbégen B* und B* im R,. Fiir jeden von ihnen gelte die Fremd-
hettsbedingung 2.5, also auch die Vielfachheitszahlung 2.1. Dies

ist z. B. der Fall, wenn B* und B» abgeschlossene Teilbogen diffe-
renzierbarer offener Elementarbégen sind. B* und B* mdgen die
Endpunkte s und s gemein haben; die aus ihnen gebildete Kurve C®
sei in s und s regulir (also nach 1.2 iberall). Dann hat C* die
Ordnung n.

Wir fiihren zugleich den Beweis fiir # = 2 und den Induk-
tionsbeweis fiir n > 2. _

Eine Hyperebene durch s oder s trifft C* héchstens n-fach.
Dies folgt fiir n > 2 unmittelbar daraus, daB die Projektion
von C" aus s oder s nach Induktionsannahme eine Kurve (n—1)-ter
Ordnung im R, ist, fiir n = 2 aber daraus, daB die Gerade
durch s bezw. s und einen (2 monoton durchlaufenden Punkt
sich wegen 2.2 monoton um s bezw. s dreht.

Ich lege durch irgend n— 1 innere Punkte von B* eine
Hypergerade E. Das Hyperebenenpaar durch E und s bezw. s zer-
legt den R, in zwei Teilrdume. B» liegt ganz in dem einen Teil-
raum, B ganz in dem anderen; denn keine der beiden Hyper-
ebenen trifft C" in weiteren Punkten, und alle Treffpunkte sind
auf B einfach zu zdhlen, also Schnittpunkte (vergl. 2.2). Die
Hyperebene durch £ und einen beliebigen inneren Punkt von B*
trifft B also nicht.

_ Hieraus folgt fiir » = 2 die Behauptung. Fiir n > 2 schlieBen
wir so:

Trafe eine Hyperebene O in mehr als » Punkten, so gabe
es einen inneren Punkt von B", aus dem sich O" in den R, , als

Kurve von mindestens n-ter Ordnung projizierte, B* also wegen
der Induktionsvoraussetzung als Bogen n-ter Ordnung. Daher gibe

es eine Hyperebene durch » Punkte von B*, die B*in wenigstens
einem inneren Punkte trife. Dies ist, wie eben bewiesen, unméglich.

4.2 Es reicht iibrigens zu verlangen, dafi C* nicht in s und s,
sondern etwa nur in s regulir, in 8 aber differenzierbar ist. Denn
dann ist C* von allein auch in s regulir. Dies ist richtig fiir n = 2;

12) Vergl. SAUTER [2]. Fraulein SAUTER hat dort auch gezeigt, daB

die in 4.8 vorgenommene Ergéinzung schon mittels eines projektiven
Bildes des urspriinglichen Bogens gelingt.
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es sei bis n — 1 bewiesen. Die Projektion der C" aus s bezw. s
erfiillt die Voraussetzungen. Nach Induktionsannahme ist die
Projektion von s auf der Projektion der C" aus s bezw. s regular.
Daher hat s wegen der Fremdheitsbedingung und nach 1 3.4
und 3.6 die Charakteristik (1,..., 1, a,—1) bezw. (ay 1...., 1),
also die Charakteristik (1,...,1).

4.3 Aus der Verscharfung 4.2 von 4.1 folgt insbesondere,
daf} jeder abgeschlossene differenzierbare Elementarbogen B", der die
Fremdheitsbedingung 2.5 erfillt, sich zu einer geschlossenen Kurve
n-ter Ordnung wm R, erginzen lapt.

B" habe also die Endpunkte s und s. Aus der Fremdheits-
bedingung folgt, daB} wir ein projektives Koordinatensystem

einfithren konnen, in dem die L}(s) und Lj(s) die Koordinaten
haben2):

100. .00
010..00
100.
Lr(s) = (10...0); L(s) = (010 0) L@ =.......
000..10
00..001
00..010
= = 0..001 =
@)=\ .n... D In(s) = (0..010); Li(5)=(0. ..01)
01..000
Es sei ¢;.¢.... ¢,31 0. Dann geht die algebraische

Kurve n-ter Ordnung
Ty sy 0ot &py1=0Cy iCb ... Cup1l®

durch s und s und hat dort die gleichen linearen Schmiegmannig-

faltigkeiten wie B*. Sie wird durch s und s in zwei Bogen n-ter
Ordnung zerlegt, welche die Fremdheitsbedingung erfiillen. Durch
passende Wahl der Vorzeichen der ¢; lisst sich erreichen, daf
die aus B® und dem einen der beiden Bogen gebildete Kurve C»
" in s regular ist; sie ist in s differenzierbar, erfiillt also die Voraus-
setzungen von 4.2.

4.4 Man zeigt leicht, daf3 4. 1 (aber nicht 4.2!) richtig blezbt

wenn die Voraussetzung wegfdllt, daf B*und Br der Fremdheits-

bedingung geniigen. Aus der Regularitit von C* in s und s folgt
also schon die Giiltigkeit des Fremdheitskriteriums.
Der InduktionsschluB von n—1 auf n durch Pro;ektlon

"aus einem passenden der beiden gemeinsamen Endpunkte s und s
von B* und B ist trivial. Wir beschriinken uns auf den Fall n = 2.
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Eine Gerade durch s trifft B2 und B? in hochstens noch je einem
Punkte. Die Gerade durch s und einen die C? monoton durch-
laufenden Punkt andert sich stetig mit diesem. Solange er nicht

durch s hindurchlauft, dreht sich die Gerade monoton; dies folgt
aus der obigen Bemerkung und aus der Regularitit von C? in s.

Folglich ist die Drehung auch bei Durchgang des Punktes durch 8

monoton. Da die C? in s regular ist. kann daher die Tangente von 8
nicht durch s gehen.

5. Bestimmung der Klasse.

5.1 Unter der Klasse etwa eines differenzierbaren Bogens
im R, versteht man die obere Grenze der Anzahl der Schmieg-
hyperebenen, die er durch einen Punkt des Raumes schickt.
Da irgend n Schmieghyperebenen wenigstens einen Punkt gemein
haben, ist die Klasse eines Bogens mindestens gleich n. Das Ziel
dieses Abschnittes ist der Nachweis, daf jede differenzierbare
Kurve C* der n-ten Ordnung im R, die Klasse n hat.*3)

5.2 Der Punkt P liege auf der Schmieghyperebene, aber

nicht auf der Hypertangente L, »(s) des Punktes s der Kurve C*.
Dann enthilt jede Umgebung U von s eine andere Umgebung V,
sodaB jede Hyperebene durch P, die V (n — 1)-fach trifft, U ins-
gesamt n-fach trifft. |

Andernfalls gibe es namlich eine Folge von Hyperebenen
durch P, von denen jede eine feste Umgebung von s in genau
n — 1 gegen s konvergenten Punkten trife. Diese Hyperebenen
hauften sich gemaB 3.4 gegen Hyperebenen durch P und die
Hypertangente von s, also gegen die Schmieghyperebene von s;
andererseits ligen die Endpunkte der festen Umgebung auf der-
selben oder auf verschiedenen Seiten einer jeden Hyperebene
der Folge, also auch der Schmieghyperebene von s, je nachdem n
ungerade oder gerade ist. Dies widerspricht aber der Regularitat
von s.

s zerlegt U und V in je zwei Teilbogen; die beiden Teilbo-
gen U’ von U und V' von V seien durch s getrennt. Wie eben
bemerkt, trifft jede Hyperebene durch P, die das Innere von V'
(n — 1)-fach trifft, U in noch einem Punkte. Wir behaupten, dieser
Punkt liegt im Innern von U’.

Diese Behauptung ist klar im ebenen Falle. Ist sie giiltig im
R,_,, so ergibt sich durch Projektion aus s fiir den n-dimensio-
nalen Fall: die Hyperebene durch P, s und # — 2 innere Punkte
von V' trifft U’ in einem inneren Punkte. Daher trifft die Hy-
perebene durch P, die » — 2 Punkte und einen aus s in V' hinein-

13) Uber differenzierbare Elementarbégen vergl. 7.6.
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laufenden Punkt s" U in einem stetig von s’ abhingenden Punkte,
der fiir s =s im Innern von U’ liegt und s nicht iiberschrei-
ten kann.

5.3 Unter einer einseitigen Umgebung eines Punktes s
der C" werde ein abgeschlossener Teilbogen der C* verstanden
mit s als dem einen Endpunkte.

Der Punkt P liege auf der Schmieghyperebene von s, sei
aber von s selbst verschieden. Dann gibt es zu jeder einseitigen
Umgebung U’ von s eine andere V', so daB U’ und V' durch s
getrennt werden, und daB jede Hyperebene durch P. die das In-
nere von V' (n— 1)-fach trifft, das Innere von U’ einfach trifft.14)

Die Behauptung ist richtig fiir die C2; sie sei fiir die C*—! be-
wiesen. Da je zwei Tangenten der C* wegen 2.1 windschief sein
miissen, geht hochstens eine Tangente durch P. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit sei U’ so gewahlt, daB die Tangente des

von s verschiedenen Endpunktes s von U’ nicht durch P geht.
Wegen 5.2 konnen wir voraussetzen, daB P auf der Hyper-

tangente von s liegt. Mittels Projektion aus s ergibt sich dann
nach Induktionsannahme: Es gibt eine einseitige Umgebung V",
von s mit folgenden Eigenschaften: s trennt U’ und V';; jede

Hyperebene durch s, P und n—2 innere Punkte von V', trifft U’
in einem inneren Punkte. Liegt P nicht auf der Tangente von s,
so folgt aus der Induktionsannahme mittels Projektion aus s:
Eine passende einseitige Umgebung V', von s wird von U’ durch s
getrennt und hat die Eigenschaft, daB jede Hyperebene durch s,
P und n — 2 innere Punkte von V', U’ in einem inneren Punkte
trifft. Die kleinere der beiden einseitigen Umgebungen V', und V',
sei mit V' bezeichnet. Liegt P auf der Tangente von s, so setzen
wir V' = V’;. In beiden Fillen leistet V' das Verlangte.

Zum Beweis betrachte man die ebene Projektion C? der O
aus irgend » — 2 inneren Punkten von V’. Werden die iibrigen
Projektionen wie ihre Urbilder bezeichnet, so hat man: Die

Gerade P s trifft U’ in einem inneren Punkte. Die Gerade P s
ist entweder Tangente der C? in s oder trifft U’ in einem inneren
Punkte. Lauft der Punkt s’ aus s in V' hinein, so trifft die Ge-
rade P s’ die (? in einem weiteren stetig von s’ abhingenden
Punkte, der fiir jedes dem Punkte s hinreichend nahe s’ im Innern

von U’ liegt. Er konnte U’ nur durch s oder s hindurch verlassen.

1¢) Der Unterschied zwischen 5.2 und 5.8 besteht darin, daB der
Punkt P in §.8 auf der Hypertangente von s liegen darf. In 5.8 wird nur
der zweite Satz von 5.2 verscharft; die entsprechende Verallgemeinerung
des ersten Satzes ist falsch, also die Behauptung, da8 unter den Voraus-
setzungen von 5.8 jede Umgebung U von s eine andere Umgebung V
enthilt, so daB-jede V (n— 1)-fach treffende Hyperebene durch P U ins-
gesamt n-fach trifft.

.
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In beiden Fillen trife die Gerade P s’ die Kurve zweiter Ord-
nung C? der obigen Bemerkung zufolge mindestens dreifach.

5.4 Die Summe der Vielfachheiten der Treffpunkte der C* mit
einer Hyperebene ist n oder eine gerade Zahl weniger.

Dieser Satz, eine triviale Verscharfung des Satzes 2.1 fir
_ den Fall der C* wird wie jener bewiesen.

5.6 Der Punkt P liege nicht auf der C». Liegt P nicht auf
der Hypertangente von s, so spannt diese mit P zusammen eine
Hyperebene auf, die die C» nach 5.4 in genau einem weiteren
Punkte i,(s) trifft. Liegt P auf der Hypertangente von s, so
setzen wir f,(s) = s. Die Fixpunkte der Abbildung ¢,(s) sind
genau die Punkte, deren Schmieghyperebenen durch P gehen.
Wegen 3.5 ist die Abbildung auBerhalb der Fixpunkte stetig.
Aus 5.3 folgt, daB sie in den Fixpunkten stetig und riickliufig ist.?)

5.6 C* hat die Klasse n.

Es geniigt zu zeigen, daf} die Klasse von C* hiochstens gleich n
ist. Die Behauptung ist klar fiir die C?%; sie sei fiir die C"—! be-
wiesen. P sei ein beliebiger Punkt des R,, aber nicht auf der C*
gelegen (vergl. 1.3). Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung,
daf} jeder Punkt ¢ hochstens » — 1 Urbilder der in 5.6 betrachteten
stetigen Abbildung #,(s) hat. Da diese Abbildung in den Fix-
punkten rickldufig ist, hat sie hochstens n Fixpunkte, mit anderen
Worten, es gehen hochstens » Schmieghyperebenen durch P.1%)

5.7 Solange P keine Hypertangente iiberschreitet, &ndert
sich die Abbildung t,(s) stetig mit P." Daher bleiben Umlaufszahl
und Anzahl der Fixpunkte fest, also auch die Anzahl der Schmieg-
hyperebenen durch P. '

15) Uber die hier benutzten Begriffe vergl. FENCHEL [1].
18) Es sei noch ein zweiter Beweis des Satzes 5.6 angedeutet, der 5.3

nicht benutzt. Die Behauptung, richtig fiir die C2, sei fiir die C" ! bewiesen.

Liegt P auf der Hypertangente von s, so lassen wir die Abbildung #a(s),
— vergl. 5.5 —, undefiniert. Die Fixpunkte der Abbildung ¢n(s) sind dann
genau die Punkte, deren Schmieghyperebenen durch P gehen, deren
Hypertangenten aber nicht. Die Abbildung #,(s) ist dann wegen 8.5, soweit
definiert, auBlerhalb der Fixpunkte stetig. Aus 5.2 folgt, daB3 sie in den
Fixpunkten stetig und riicklaufig ist.

Der Punkt P liege auf keiner Hypertangente; dann ist die Abbil-

dung tn(s) auf der ganzen C™ definiert und der Beweis 5.8 bleibt schliissig.
Jetzt moge es Hypertangenten durch P geben. Wir zeigen zunéchst, daf3
nur endlich viele Schmieghyperebenen durch P gehen.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt durch Projektion aus einem
beliebigen Kurvenpunkte, da nur endlich viele Hypertangenten durch P

gehen. Die Abbildung #x(s) ist also auf der ganzen C™, ausgenommen endlich
viele Punkte, definiert und stetig und in den Fixpunkten riicklidufig. Da
jeder Punkt ¢, wie aus der Induktionsvoraussetzung folgt, nur beschrankt
viele Urbilder hat, folgt daraus, da8 die Abbildung ¢s(s) nur endlich viele
Fixpunkte besitzt. Die Gesamtzahl der Punkte, deren Schmieghyperebenen
durch P gehen, ist gleich der Anzahl der Fixpunkte der Abbildung tn(s)
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6. Die Abbildung #s(s).

In diesen Abschnitt seien einige Bemerkungen eingeschaltet
iiber die in 5.5 eingefiihrte Abbildung ?,(s) einer differenzierbaren
Kurve C* der n-ten Ordnung im R, auf sich; in 7 werden nur
Sonderfille von 6.6 benotigt.

P sei ein fester Punkt des R,. aber nicht auf der C* gelegen.

6.1 s, sei ein fester Punkt der C”. Die Gerade s,P treffe die C*
nicht mehr. Dann induziert die Abbildung #,—i(s) der Projektion
der C* aus s, auf sich.eine Abbildung der C” auf sich, die wir
gleichfalls mit #,;(s) bezeichnen. ¢, (s) ist also derjenige Punkt,
in dem die Hyperebene durch P, s, und L, s(s) die C® noch
einmal trifft.}?) Liegen L, 3(s). P und s, auf einer Hypergeraden,
80 ist £,—1(8) = s zu setzen; t,—1(Sy) = ta(S,) = %, Durch Projektion
aus s, folgt aus 5.5, dafl die Abbildung ¢, i(s) auf der ganzen C*
stetig und in den Fixpunkten riicklaufig ist. Ihre Fixpunkte sind
gerade die Urbilder von s, bei der Abbildung f,(s).

6.2 Die Schmieghyperebene wvon s, gehe mnicht durch P; die
Gerade s, P ireffe die Kurve C* nicht mehr.

6.21 Liegt s hinreichend nahe bei s, und s’ zwischen s und
g, SO gilt:
a) P. s, ' und L, 3(s) liegen nicht in einer Hyperebene;
b) P. t,. s’ und L, _3(s) liegen nicht in einer Hyperebene;
c¢) P, s’ und Ly 3(s) liegen nicht in einer Hypergeraden.
6.22 Liegt s hinreichend mahe bei sy, so liegen ty(s) und t,—1(s)
auf derselben Seite von i, )

Beweis von 6.21: Wire a) bezw. b) falsch, so gibe es eine
Folge von gegen s, konvergenten Punkten s und zu jedem s einen
Punkt s’ zwischen s und s,, so daB} fiir jedes solche Paar s und s’

n_3(s), die Punkte P und ¢’ und der Punkt s, bezw. t, in einer
Hyperebene ligen. Ware a) falsch, so konvergierte diese Hyper-
ebene nach 3.4 gegen die Schmieghyperebene von s, und diese
ginge entgegen der Voraussetzung durch P. Ware aber b) falsch,

vermehrt um. die Anzahl der Punkte, deren Hypertangenten durch P
gehen, also endlich.

Die Gerade g durch P und einen Kurvenpunkt, dessen Schmieg-
hyperebene nicht durch P geht, trifft, wie sich durch Projektion aus dem
Kurvenpunkte ergibt, nur endlich viele Hypertangenten. Es kann also
eine Umgebung von P auf g abgegrenzt werden, derart daB kein Punkt
der Umgebung auBler P selbst auf einer Hypertangente liegt.

Der Punkt s bewege sich stetig auf der Kurve C". Dann léuft der
Schnittpunkt der Schmieghyperebene von s mit g stetig auf g. Jeder
von P verschiedene Punkt der Umgebung wird héchstens » mal durch-
laufen, P selbst nur endlich oft, also gleichfalls héchstens » mal.

17) Diese Definition von Zz—1(s) wird im ganzen Abschnitte 6 aus-
genommen 6.21 beibehalten.
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so hitte die zur Projektion der C™ aus ¢, gehorige Abbildung ¢,—1(s)
einen Fixpunkt in s, in dem sie nicht riicklaufig wére, im Wider-
spruch zu 5.5. (DaB die Gerade ¢,P die C* nicht mehr trifft, das
folgt aus den Voraussetzungen.) c) folgt aus a) oder b).

Beweis von 6.22: s liege so nahe an s, daB 6.21 erfiillt ist.
Die von Lj_3(s). P und einem von s, nach s laufenden Punkte s’
aufgespannte Hyperebene (vergl. 6.21 c¢) trifft die C* in einem
weiteren stetig von s’ abhingigen Punkte. der fir s’ = s, nach
ta—1(8), fiir s’ = s nach #,(s) fallt. Wiirden ¢,,(s) und #,(s) durch s,
und #, getrennt werden, so gibe es einen Punkt s’ zwischen s,
und s, sodaB die Hyperebene durch L, 3(s), P und s’ die C* ent-
weder in s, oder in t, trife. Beides ist nach 6.21 unmoglich.

6.3 Ist s, Umkehrpunkt der Abbildung #.(s). so trifft die
Hypergerade durch P und L, 3(s,) die C* in einem weiteren
Punkte.18) _

Beweis: Nach 6.22 und 5.5 ist s, hochstens dann Umkehr-
punkt der Abbildung ¢,(s). wenn die Gerade s, P die C* noch einmal
trifft, oder wenn s, Umkehrpunkt der Abbildung f,—i(s) ist.
Hieraus folgt die Behauptung durch Induktion.

6.4 Die Sehne s;s, gehe durch P. Ist n gerade bezw. ungerade,
so gehen 0 oder 2 bezw. eine Schmieghyperebene durch P und
die Abbildung £,(s) ist monoton mit der Umlaufszahl 4- 1 bezw.
hat s, und s, als einzige Umkehrpunkte und die Umlaufszahl 0.

Beweis: Zunichst ist klar. daBl s, bezw. s, das einzige Urbild
von s, bezw. s; ist. Der Punkt s, sei von s, und s, verschieden
gewihlt. Dann folgt aus 6.3, daB s, nicht Umkehrpunkt der
Abbildung #,(s) ist.

Die Behauptung ist richtig fiir » = 2. Der Induktionsschritt
von geradem n — 1 zu ungeradem n verlauft so: Durch Projektion
aus s, folgt, daBl s, 0 oder 2 Urbilder hat (vergl. 6.1). Da s, und s,
nur einander zu Urbildern haben, sind sie Umkehrpunkte, und
_die Abbildung #,(s) hat die Umlaufszahl 0 und einen Fixpunkt.

Ist n gerade, so erhalten. wir durch Projektion aus s, da8
o genau ein Urbild hat. Daher ist die Abbildung ¢,(s) eineindeutig,
folglich monoton und hat die Umlaufszahl + 1, also 0 oder 2 .Fix-
punkte.

‘ 6.5 s, tst genau dann Umkehrpunkt der Abbildung t,(s), wenn

es eine gerade Zahl k = 2 gibt, so daf die von P und Ly_1_(s,) auf-

18) Eine weitere einfache Folgerung aus Satz 6.22 ist: P liege niché
auf der Schmieghyperebene von s,; die Hypergerade durch P und L) _4(8)
treffe die C™ sonst micht mehr. Dann tst die Abbildung tn(s) gleich- oder riick-

ldufig in sy, je nachdem jede Hyperebene durch diese Hypergerade die C™ min-
destens (n — 1)-fach trifft oder nicht.
Der Induktionsbeweis mittels 6.22 ist trivial.
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gespannte lineare Manmigfaltigheit die C* noch einmal trifft, die
von P und L, 5 1(s,) aufgespannte aber nichi.

Die Behauptung folgt fiir » = 2 aus 6.4. Sie sei bis n — 1
bewiesen. Geht die Schmieghyperebene von s, durch P, so ist
die Behauptung richtig nach 5.5. Ist die Gerade P s, Sehne, so
folgt die Behauptung aus 6.4. In allen iibrigen Fillen ergibt sie
sich aus 6.22 und der Induktionsvoraussetzung.

6.6 Liegt P auf Ly (s) aber micht auf L}, \(s), so zihlen

wir Ly 1(s) als k-fache Schmieghyperebene durch P. Danmn gilt:
Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen durch P
wst n oder eine gerade Zahl weniger.

Dieser Satz ist ein Analogon des Satzes 5.4. Zum Beweis
zerlegen wir die Behauptung:

6.61 Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen
durch P ist hochstens gleich n.

6.62 Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen
durch P ist =n (mod 2).

Beweis von 6.61. Der Punkt P liege auf Ly_;(s:), aber nicht
auf Lz_l_l.i(si) (¢=1,...,7r; k> 1; die Punkte s; paarweise ver-
schieden). Die Punkte s; zerlegen die Kurve C" in r einander
fremde Bogen. Da die Abbildung #,(s) in den Fixpunkten s; riick-
laufig ist, hat ein von den s; verschiedener Punkt ¢ auf jedem

der r — 1 Bogen, die ¢ nicht enthalten, mindestens je ein Urbild
der Abbildung. Die Urbilder s',. ..., s,—; von ¢ seien paarweise

voneinander verschieden. Die Hyperebene durch L, s(s’;) und P
geht also durch ¢, L, ;(s,) durch P.

Die Projektion von C" aus ¢ sei mit C»—1, ihre linearen
Schmiegmannigfaltigkeiten mit L} und die Projektion von P
mit P’ bezeichnet.

Die Hyperebene durch Ly, »(s’;), t und P projiziert sich aus ¢
in die durch P’ gehende Schmieghyperebene von s’;. Es gehen
also die zusammen mindestens (r — 1)-fach zu zihlenden Schmieg-

hyperebenen Lp—3(s’s) von C»—1 durch P’ (i =1, ...,r — 1).

Da P auf Ly j,(s:) liegt, geht Ly (s;) durch P'. Die ki-fache
Schmieghyperebene Ly_;(s;) durch P projiziert sich somit in die
(ks — 1)-fache Schmieghyperebene Ly _j(s;) durch P’. Die Punkte

r
81, . .., 8 schicken also zusammen genau i (k;— 1) Schmieg-
1

hyperebenen durch P’. Insgesamt gehen also mindestens
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r—1+ 26— =2ik—1
Schmieghyperebenen von C?»—1 durch P’.

Ist die fiir n = 2 richtige Behauptung mit n — 1 statt »n be-
wiesen. so folgt aus der letzten Bemerkung k; — 1 < n — 1 oder
ki < n, also die Behauptung fiir die C™.

Beweis von 6.62. Wir schlieen uns an den Beweis von 6.61
und seine Bezeichnungen an.

Die Punkte s; und s, mogen einen offenen Teilbogen B*
von C" begrenzen, der keinen weitern Punkt s; enthalt. Durch
Projektion aus ¢ ergibt sich mittels 5.6, daB ¢ jedenfalls nur
endlich viele Urbilder der Abbildung ?,(s) auf C* hat. Es seien
8”1, ..., 8"m siamtliche Urbilder von ¢ auf B" (die s"; paarweise
verschieden). Die von P und Lﬁ_l_k'}i(s"i) aufgespannte lineare

Mannigfaltigkeit gehe durch ¢, aber nicht die von P und L::__g_k”i(é'”i)
aufgespannte (1 = 1....,m; k"; = 1). Es geht also Lﬁ:%_'k”i(s”i)

durch P’ aber nicht LZZé_kui(s",-). Somit schickt die Projektion

von B* aus{ genau »ik"; Schmieghyperebenen durch P’. Es langt
1

zu zeigen

*

iik".z 0 (mod 2), wenn ¢t auf B»
= * |1 (mod 2), wenn ¢ nicht auf B7;

denn dann geben die simtlichen Urbilder von ¢ bei der Abbildung
tn(s) Anla zu Schmieghyperebenen der C"—! durch P’, deren
Gesamtvielfachheit = r — 1 (mod 2) ist. Die Gesamtvielfachheit
aller Schmieghyperebenen der C"—! durch P’ ist also

E(T'—l)‘i‘ii(ki—l) Eéiki——l (mod 2),
) | 1

woraus die Behauptung wie oben durch Induktion folgt.

Die Formel * kann so eingesehen werden: s”; ist nach 6.b
genau dann Umkehrpunkt der Abbildung #,(s), wenn k”; gerade
ist; die geraden k”; liefern nur den Beitrag 0 (mod 2) zur linken
Seite von *.

Die Abbildung it,(s) ist riicklaufig in s, und in s,. s laufe
auf B® von s; nach s,. Dann lauft ¢,(s) auf C* von s, nach s,, ohne
sonst mit s zusammenzufallen. Daher wird ¢ von ¢,(s) ebenso oft
in beiden Sinnen oder einmal mehr in dem einen Sinne durch-
laufen als in dem anderen, je nachdem ¢ auf B" liegt oder nicht.
tn(8) iiberschreitet also ¢ im ganzen im ersten Falle eine gerade,
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im zweiten eine ungerade Anzahl von Malen. Jedes hierzu geho-
rige k”; liefert aber nach 6.5 den Beitrag 1 (mod 2) zur linken
Seite von *, woraus diese Kongruenz folgt.1?)

Y. Ein Dualitatsprinzip fir die C~.

1.1 Eine Dualitit fihrt die Gesamtheit der Schmieghyperebenen
einer differenzierbaren Kurve n-ter Ordnung C* im R, nach 3.5
und 5.1 in eine stetige Kurve n-ter Ordnung C* iber. Das Ziel dieses
Abschnittes ist der Nachweis der Differenzierbarkeit von C*, genauer
der- Nachweis, daf3 die k-dimensionalen linearen Schmiegmannig-
faltigkeiten von C" durch die Dualitit in die (n — 1 — k)-dimensio-
nalen von CO" ibergefihrt werden (k=0.1,....n—1).

7.2 Offensichtlich geniigt es, fiir jeden Punkt s, von C* zu
beweisen: Strebt s gegen sy, so konvergiert der Durchschnitt von Liy_i(s)
mit Li(s,) gegen Li_1(s) (0 < k < m).

Diese Behauptung, fir £ = 0 trivial. sei bis ¥ — 1 bewiesen.
Ist m =k, so sind wir fertig. Es sei n > k.

Es sei s; == s,. Nach 6.6 geht durch jeden der beiden Schnitt-

punkte P(sy) von Li_(s,) mit Ly ;41(s;) und P(s;) von Lij(s,) mit
" Ly_i(s,) keine, durch jeden anderen Punkt der Schnittgeraden ¢
von Lj(s;) mit Ly_;1(s,) noch genau eine weitere Schmieghyper-
ebene.

s und s, zerlegen C" in zwei Teilbogen. Lauft s auf einem

von ihnen, so lauft der Schnittpunkt P(s) von Ly_;(s) mit g stetig
auf einer der beiden Strecken, in die g durch P(s,) und P(s,) zer-
legt wird. Nun wird; wenn s die beiden Teilbogen durchlauft,
jeder Punkt dieser beiden Strecken einmal und nur einmal von P(s)
durchlaufen. Daraus folgt: s durchlaufe den einen der beiden
Teilbogen. Dann durchléuft P(s) stetig und monoton die eine
der beiden Strecken, und zwar geht durch jeden Punkt dieser
Strecke die Schmieghyperebene eines Punktes des Teilbogens.

s strebe auf dem Bogen gegen s,. Dann ist der letzten Be- -
merkung zufolge P(s) konvergent, und zwar gegen einen der
beiden Punkte P(s,) und P(s,). Hieraus und aus der Induktions-
voraussetzung folgt, daB der- Durchschnitt B 1(s) von Lg(s,).
mit der Schmieghyperebene von s gegen eine (k — 1)-dimensionale
lineare Mannigfaltigkeit durch Ly 5(s,) und einen dieser beiden
Punkte konvergiert, wenn s auf dem Bogen gegen s, strebt. Gibt
es ein s, so daBB P(s) gegen P(s,) konvergiert, so folgt hieraus

1) Das in & und 6 benutzte Verfahren gestattet, wie ich an anderer

Stelle auszufiihren hoffe, die Diskussion der differenzierbaren Kurve
(n + 1)-ter Ordnung im R, nach Anzahl und Art ihrer singuliren Punkte.
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weiter die Konvergenz von Ej_;(s) gegen die von L;_s(s,) und
P(s,) aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit, also gegen Li_;(s,)
(vergl. 2.3). Andernfalls folgte aber aus der Konvergenz von Ej_(s), .
daB die Punkte P(s,) fiir alle s, in einer festen (X — 1)-dimensionalen

linearen Mannigfaltigkeit durch Lj s(s,) gelegen wiren; mit
anderen Worten: Alle Ly (s;) inzidierten mit einer festen (k — 1)-
dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit durch Li_s(s,), und man

erhielte fiir die Projektion C"—*+1 der C* aus L;_s(s,): Die Schmieg-
hyperebenen Ljp—%x"'(s;) gingen alle durch einen festen Punkt
des R,—t+1 im Widerspruch zu 5.6.

7.3 Mittels des Dualitdtsprinzips geht 5.4 in 6.6 iiber.

74 Aus dem Dualitatsprinzip folgt unmittelbar, daf der
Durchschnitt von Li(s,) mit der Gesamtheit aller Ly_;(s) der O™ eine

differenzierbare Kurve k-ter Ordnung C* auf Li(s,) bildet. Dies
ist einfach das duale Analogon der Bemerkung, dal die Projektion
der C* aus Ly _;_(s,) eine C* ist.

7.5 Aus 3.4 und dem Dualitatsprinzip ergibt sich: Konwver-
gieren k + 1 Punkte der C* gegen einen Kurvempunkt s,, so kon-
vergiert der Durchschwitt ihrer Schmieghyperebenen gegen Ly_;_(s,).
Diese Bemerkung bleibt giiltig bei Einfiihrung einer Vielfach-
heitszahlung entsprechend 6.6.

7.6 Ein differenzierbarer Elementarbogen B im R, wird durch
eine Dualitit wieder in einen differenzierbaren Elementarbogen
dbergefihrt. Dabet gehen die k-dimensionalen linearen Schmieg-
mannigfaltigkeiten von B™ wn die (n — 1 — k)-dimensionalen des
dualen Bogens iber (k= 0,1,....n—1).

Fiir B gelten also die sinngemif abgeidnderten Bemerkungen
7.4 und 7.5.

Beweis: Falls B" abgeschlossen ist und der Sauterschen
Fremdheitsbedingung 2.5 geniigt, bezw. falls B* offen ist, liBt
sich B" bezw. jeder abgeschlossene Teilbogen von B" nach 4.3
zu einer differenzierbaren Kurve C" erginzen. In diesen beiden
Fallen folgt die Behauptung aus 7.1.

B" sei abgeschlossen und erfiille nicht das Fremdheitskrite-
rium. Dann gilt die Behauptung wenigstens fiir ‘jeden offenen
Teilbogen von B*. Daher gilt 7.2 fiir jeden inneren Punkt von B".
DaBl 7.2 auch in den Endpunkten von B* gilt, folgt daraus, daB
ein abgeschlossener Teilbogen von B", der den einen der beiden
Endpunkte von B" enthilt, den anderen aber nicht, dem Fremd-
heitskriterium geniigt.

Es ist noch zu zeigen, daBl B® die Klasse » hat. B" wird

durch eine Dualitit in einen stetigen differenzierbaren Bogen B»
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iibergefithrt, mit der Eigenschaft daBl jeder offene Teilbogen

von B" die Ordnung = hat. Es langt zu zeigen, dafl B» selbst von
der Ordnung = ist. _

Eine Gerade, die den Bogen B? in mehr als zwei Punkten
trafe, konnte durch eine passende kleine Anderung in eine Gerade

iibergefiihrt werden, die mehr als zwei innere Punkte mit B? ge-
mein hatte, was unmoglich ist. Die Behauptung sei fiir die B!

bewiesen (n > 2). Eine Hyperebene, die B in mehr als n Punkten
trafe, ginge durch wenigstens einen inneren Punkt. Durch Pro-

jektion von B" aus diesem Punkte ergibt sich ein Widerspruch ge-
-gen die Induktionsannahme.

7.9 Aus 7.6 folgt unmittelbar, daB ein elementarer Punkt
auf einem differenzierbaren Bogen durch eine Dualitit in einen
Punkt der gleichen Art iibergefiihrt wird.20)
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