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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Uber differenzierbare Kurven und Bogen.
Peter Scherk, Praha.
(Eingegangen am 4. Dezember 1936.)

Die vorliegenden ersten beiden Arbeiten dieser
Reihe sind meinem Lehrer, Herrn Professor Dr.
Edmund Landau, in dankbarer Verehrung zu sei-
nem 60. Geburtstage am 14. Februar 1937 ge-
widmet.

| B
Zum Begriff der Charakteristik.
Einleitung.

- Diese Note ist die erste einer Reihe von Arbeiten, in denen
in Anlehnung an die Theorie der algebraischen Kurven allge-
meinere reelle Kurven untersucht werden sollen. Dabei erweist
es sich als niitzlich, auch gewisse einfache Bogen zu behandeln.
Die Aufgabe sei durch ein klassisch einfaches Beispiel aus der
alteren Literatur erlautert: Juer [1]') betrachtet geschlossene
Kurven mit stetiger Tangente in der projektiven Ebene, die von
jeder Geraden in hochstens drei, von jeweils passenden Geraden
in genau drei Punkten getroffen werden, und zeigt, daB die wohl-
bekannte Einteilung der irreduziblen ebenen algebraischen Kurven
dritter Ordnung nach ihrem Verhalten im Reellen fiir diese allge-
meinere Klasse von Kurven ungeidndert giiltig bleibt. Offen-
sichtlich gibt es Kurven dieser Art, die nicht algebraisch, nicht
einmal analytisch sind.

Die. Natur der Fragestellung bringt es mit sich, daB die
betrachteten Kurven und Bogen gewissen, moglichst schwach
gewihlten Differenzierbarkeitsforderungen . unterworfen werden.
Es wird aber haufig niitzlich sein, auf die reiche Literatur iiber

1) Die Angaben beziehen sich aiif das am SchluB der zweiten Arbeit
befindliche Literaturverzeichnis. S 3
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allgemeinere Bogen und Kurven Bezug zu nehmen (vergl. etwa:
Haver [3]), eine Literatur, die ihre Hilfsmittel der geome-
trischen Mengenlehre und der Theorie der reellen Funktionen
entnimmt. Beide Richtungen haben den grundlegenden allge-
meinen Ordnungsbegriff gemeinsam. Die Ordnung einer Mannig-
faltigkeit miBt die obere Grenze der Michtigkeiten des Durch-
schnitts der Mannigfaltigkeit mit anderen Mannigfaltigkeiten, die
einer ausgezeichneten Schar angehoéren (vergl. Hauver [4]). Be-
sonders wichtig ist der lineare Ordnungsbegriff; hier besteht die
ausgezeichnete Schar aus linearen Mannigfaltigkeiten. So gelangen
wir etwa bei einem im Sinne von 1.7 differenzierbaren Bogen
im dreidimensionalen projektiven Raum u. a. zu drei verschie-
denen Definitionen der linearen Ordnung, indem wir ihn als die
Mannigfaltigkeit bezw. seiner Punkte, Tangenten, Schmiegebenen
auffassen und als seine Ordnung die obere Grenze der Anzahl der
Schmttpunkte dieser Mannigfaltigkeit mit bezw. den Ebenen,
Geraden, Punkten des Raumes definieren.

Die Ubertragung von Ergebnissen der algebraischen Geo-
metrie auf allgemeinere reelle Gebilde ist systematisch zuerst
von JugkL unternommen worden. Eine schone Ubersicht iiber
seine wichtigsten Arbeiten und iiber die Literatur bis zum Jahre
1924 findet sich bei MonteL [1], weitere Literaturnachweise bei
Haver [4]. Es sei noch darauf hingewiesen, dafl Herr v. Naev
in seinen Untersuchungen iiber die sog. Kurven und Flachen
vom Maximalindex algebraisch-geometrische Ergebnisse und Ge-
dankenginge auf ausgedehnte Klassen reeller Kurven und Flachen
zu ibertragen vermochte vergl die bei v. Nacy [1] angegebene
Literatur.

In der folgenden Note betrachten wir einen Bogen, der in
einem seiner Punkte im Sinne von 1.6 differenzierbar ist. Dann
gestattet ein einfaches Lemma die Einfithrung eines Zahlen-
systems, der Charakteristik des Punktes, die das Verhalten des
Bogens in seiner Nahe beschreibt. Die systematische Unter-
suchung der Charakteristik sei auf spatere Arbeiten verschoben.
Hier gebe nur der letzte Paragraph Beispiele seiner Anwendbarkeit.

Eine der Charakteristik im wesentlichen gleichwertige Folge
von Vorzeichen wurde von Herrn Denk [1] eingefithrt, um die
Ordnung eines differenzierbaren elementaren Punktes (vergl. 1)
zu bestimmen. Einige einfache Eigenschaften der Projektion
eines Bogens (8.3 —3.5) findet der Leser ausfiihrlicher nach-
gewiesen von Fraulein Sauvrer [2]. An dieser Stelle mochte ich
noch Herrn Prof. Dr. Haver fiir sein Interesse und seine Ver-
besserungsvorschlige danken.
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1. Definitionen.

1.1 Wir betrachten (reelle) Bogen in einem n-dimen-
sionalen projektiven Raume R,. Hierbei werde unter einem
Bogen das eindeutige und stetige Bild der Strecke verstanden;
er kann also eindeutig und stetig auf einen Parameter s bezogen
werden. Der zum Parameter s gehorige Punkt werde gleichfalls
mit s bezeichnet.

1.2 Eine Umgebung des Parameters s auf der Parameter-
strecke hat zum Bild eine Umgebung des Punktes s auf dem
Bogen. Konvergiert eine Folge von Parameterwerten gegen den
Parameter s, so nennen wir auch die zugehorige Folge von Punkten
des Bogens konvergent gegen den Punkt s.

1.3 Die obere Grenze der Anzahl der in einer Hyperebene
gelegenen Punkte eines Bogens heifit seine Ordnung. Die Ord-
nung eines Punktes s des Bogens ist die Ordnung einer hin-
reichend kleinen Umgebung von s. Offensichtlich ist die Ordnung
eines Bogens im R, mindestens gleich . rog

1.4 Ein Elementarbogen ist ein Bogen n-ter Ordnung
im R,; ein elementarer Punkt des Bogens zerlegt passende
‘Umgebungen in zwei Elementarbogen.

1.6 Der Punkt s heile Stiitzpunkt bezw. Schnittpunkt
beziiglich einer Hyperebene, wenn eine passende Umgebung von s
keinen weiteren Punkt mit der Hyperebene gemein hat, und wenn
die beiden Teilbogen, in die die Umgebung durch s zerlegt wird,
auf derselben bezw. auf verschiedenen Seiten der Hyperebene .
liegen. Entsprechend werde die Hyperebene selbst als Stiitz-
oder Schnitthyperebene des Bogens in s bezeichnet. Eine nicht
durch s gehende Hyperebene ist also Stiitzhyperebene.

1.6 Der Punkt s heiBe differenzierbar, wenn samtliche
linearen Schmiegmannigfaltigkeiten L; = Li(s) existieren
(k=—1,0,1,...,m): L2, sei der leere Raum. Ly 3 (0 < k < n)
sei bereits definiert und seine Existenz gefordert. Dann soll die

k-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit durch L; ; und einen
irgendwie gegen s riickenden Punkt des Bogens konvergieren;
ihre Grenzlage wird dann gerade als k-dimensionale lineare

Schmiegmannigfaltigkeit Ly bezeichnet. Es ist also L& der
Punkt s selbst, L, der volle Raum R,.?)
Enthilt eine Hyperebene L, aber nicht Lp.; (— 1<k < n),
so sagen wir, sie enthalte ,,genau‘ L. '
1.7 Ein Bogen heile differenzierbar, wenn jeder seiner
Punkte differenzierbar ist.

%) Vergl. SAUTER [2].
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2. Ein Lemma.

Der Punkt s sei differenzierbar. Damn 1ist jede Hyperebene
Stiitz- oder Schnitthyperebene in s, ausgenommen hiochstens die
Schmieghyperebene Ly_1(s); ist s Schnitt- bezw. Stitzpunkt beziiglich
einer Hyperebene, die genau Li(s) enthdlt, so beziiglich einer jeden
solchen Hyperebene (0 k < n— 2).

Die erste Behauptung ist klar: s sei weder Schnitt- noch
Stiitzpunkt beziiglich der durch ihn gehenden Hyperebene E;
dann wird E also von jeder Umgebung von s aullerhalb von s ge-
troffen, und es gibt eine Folge von Punkten s;, s, ... des Bogens,
die in E gelegen sind und gegen s konvergieren. Es sei schon
gezeigt, daB Li_,(s) in E liegt (0 < k < n—1). Die k-dimensio-
nalen linearen Mannigfaltigkeiten durch L;_;(s) und die s; liegen
in E und konvergieren definitionsgemaB gegen Li(s), das somit
gleichfalls in £ liegt. Nach » — 1 Schritten ergibt sich die Be-
hauptung.

Die zweite Behauptung kann etwa so eingesehen werden:
Es sei 0 < k < n— 1. Zwei Hyperebenen, von denen jede genau
Lj(s) enthilt, lassen sich durch eine stetig von einem Para-
meter 4 (0 < 4 < 1) abhéngige Schar von Hyperebenen E(A) ver-
binden. deren jede die gleiche Eigenschaft hat.

Konvergiert die Folge 4,, 4,, . .. gegen 4, und sind alle E(4;)
Schnitt- bezw. Stiitzhyperebenen in s, so ist auch E(4)) Schnitt-
- bezw. Stiitzhyperebene. Diese Bemerkung ist klar, wenn es eine
"Umgebung von s gibt, die von allen E(4;) nur in s selbst getroffen
wird; gibe es aber keine solche Umgebung, so gibe es eine Teil-
folge der A, sodaBl die zugehorigen Hyperebenen den Bogen in
Punkten trifen, die gegen s konvergierten; E(4,) enthielte also
Li.1(s). Daher ist fiir alle 1, die irgend einem A4, mit 0 < 2, < 1
‘hinreichend nahe liegen, E(4) zugleich mit E(4,) Schnitt- bezw.
Stiitzhyperebene. Von hier aus 148t sich die Annahme, dafl E(0)
Schnitt-, (1) aber Stiitzhyperebene ist, leicht zum Widerspruch
-fithren.

3. Einfithrung der Charakteristik.

3.1 Der Punkt s sei differenzierbar. Dann kann ihm auf
Grund des Lemmas 2 folgendermafen eine Charakteristik
-zugeordnet werden: Es sei 0 < k < n; ist s Stiitz- bezw. Schnitt-

punkt beziiglich einer Hyperebene, die genau Lj_; enthilt, so
“werde L} die Zahl 1 oder 2 zugeordnet, je nachdem eine Hyper-
ebene, die genau L} enthilt, Schnitt- bezw. Stiitzhyperebene
beziiglich s ist oder nicht. Ist die Schmieghyperebene Ly ; weder
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Stiitz- noch Schnitthyperebene, so werde ihr o zugeordnet.
Hiermit ist der Folge Lg, ..., L, eine Zahlenfolge

(ao. . o o a,._l)
zugeordnet, die Charakteristik von s.

3.2 Herr Dexnk ordnet der Folge L™ ,Lf, ..., Li_; eine Folge
von Vorzeichen zu, und zwar der k-dimensionalen linearen
Schmiegmannigfaltigkeit Li (—1 <k < n— 1) das Zeichen -
oder das Zeichen —, je nachdem eine Hyperebene, die genau Lj
enthélt, Stiitz- oder Schnitthyperebene ist.?) Es ist also ay gleich 1

oder gleich 2, je nachdem L; und Lj_; entgegengesetzte oder
gleiche Vorzeichen haben. -

Es werde noch die Charakteristik einer Projektion angegeben.4)
3.3 Das Projektionszentrum liege auf L, ;. aber nicht auf
Li, (—1 < ky < m). Die Projektion von s ist gleichfalls diffe-
renzierbar; sie habe die linearen Schmiegmannigfaltigkeiten Lj ' =
=L Ys) bk=—1,0,1.....n— 1). Dann ist L;p~' die Projek-
tion von Li bezw. von Li,, fir — 1 < k < k, bezw. k, <k
3.4 Wird zum Projektionszentrum der Punkt s selbst gewihlt,
ist also ky = — 1, so haben L}~ und L}, (k= —1,....n—2)
gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen, je nachdem eine Hyper-

ebene, die genau Ly enthalt, den Bogen stiitzt oder schneidet.
Die Projektion aus s hat somit die Charakteristik (g5 .« oy @p—1).

3.6 Es sei 0 <k, <n Das Projektionszentrum liege auf
Lz, 1 aber nicht auf L,. Dann gehoren zu den Folgen L"7', Ly™%,...

eeuLf”} und L™, L% ... Li,—1, Litv, - . . Ly, die gleichen
Vorzeichenfolgen. Die Projektion hat somit die Charakteristik
(@s - + s ko1, @'k, Qpyra, . . ., Gp_y) Mit @'y, = ag, + ap,+1 (mod 2)

fir k, <n—1; fir ky=n—1 hat die Projektion einfach die
Charakteristik (a,. . . ., ay,_2).

4. Ordnung und Charakteristik eines differenzier-
baren Punktes. '

4.1 Der Punkt s sei differenzierbar. Er habe die Charakteristik
(ay, . .., an—1). Es werde A = ay+ ...+ a,_, gesetzt. Dann hat s
mindestens die Ordnung A (vergl. 1.3).

3) DENK [1]. Um der Schmieghyperebene ein Vorzeichen zuordnen
zu konnen, muB man natiirlich verlangen, daB sie wirklich Stiitz- oder
Schnitthyperebene ist.

%) Vergl. SAUTER [2].
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4.2 Vorbemerkungen:

4.21 Wir konnen beim Beweise voraussetzen, daB a,_;
endlich ist, und daB die Schmieghyperebene von s den Bogen
nur in s selbst trifft.

4.22 Man beweist leicht: Die Schmieghyperebene ist Stiitz-
oder Schnitthyperebene, je nachdem A4 gerade oder ungerade ist.

4.3 Zur Erleichterung der Induktion behaupten wir etwas
mehr:

Es gibt eine gegen die Schmieghyperebene konvergente Folge
von Hyperebenen, von denen jede den Bogen in wenigstens A
gegen s riickenden Punkten schneidet (d. h. durchsetzt, nicht
stiitzt).

Die Behauptung erledigt sich fiir » = 2 durch Diskussion
der vier moglichen Falle. Sie sei bis n — 1 bewiesen.

Die Folge von Punkten s,,s,, ... strebe gegen s. Die Pro-
jektion des Bogens aus einem s; hat nach 3.5 die Charakteristik
(@gs - . -, an—2) in s. Daher ergibt sich aus der Induktionsannahme:
Zu jedem s; gibt es eine gegen die Hyperebene durch s; und die
Hypertangente von s strebende Folge von Hyperebenen K
durch s;(k=1,2,...), so dafl jede Hyperebene E; den Bogen
in wenigstens 4 — a,—; mit wachsendem k gegen s konvergenten
Punkten schneidet. Fiir hinreichend groBe £ sind diese Schnitt-
punkte sicher von s; verschieden. Hieraus laBt sich sofort ent-
nehmen, dal aus dem System der E;; eine neue Folge von Hyper-
ebenen E; = Ej;, mit folgenden Eigenschaften ausgewahlt werden

kann: Sie konvergiert gegen die Schmieghyperebene von s und
jede Hyperebene E; trifft den Bogen in s und schneidet ihn
auBerdem in wemgstens A — a,—; Punkten, die fiir hinreichend
hohen Index ¢ dem Punkte s beliebig nahe liegen. Indem die E;
- und die s; passenden kleinen Anderungen unterworfen werden,
1aBt sich erreichen, daB die E; den Bogen in den s; schneiden und
sonst alle obigen Eigenschaften behalten.

Ist Up—1 = 1, so leistet die neue Folge schon das Verlangte.

Es sei @,—; = 2. Ich grenze eine beliebige Umgebung um s ab.
Ist ¢+ grof genug, so schneidet K, diese Umgebung in wenigstens
A — 1 Punkten. Wir nehmen an, unendlich viele E; schneiden
die Umgebung in nicht mehr als ‘A — 1 Punkten. Diese Hyper-
ebenen bilden eine neue Folge. Die Endpunkte der Umgebung
lagen auf derselben oder auf verschiedenen Seiten einer jeden
Hyperebene der Folge, also auch der Schmieghyperebene, je
nachdem 4 —1 gerade oder ungerade ist. Die Schmieghyper-
ebene ware also Stiitz- oder Schnitthyperebene, je nachdem A
ungerade oder gerade ist. Dies widerspricht' der Bemerkung 4.22;
aus der Falschheit der bblgen Annahme folgt unmittelbar die
Behauptung.
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4.4 Die Ordnung von s kann, wie Beispiele zeigen, grofer als
A sein; kommt aber zu den Voraussetzungen von 4.1 hinzu, daf
s elementar ist, so hat s nach einem Satze von Herrn DNk genau
die Ordnung A.5)

*

0 derivovatelnych kfivkach a obloucich.

I. K pojmu charakterisiiky.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Tento élanek je prvni v fadé praci, v nichz budou vysetiovany
— s hlediska obdobného tomu, jez se uplatiiuje v teorii algebraic-
kych kiivek — obecnéjsi realné oblouky a uzaviené kiivky.
Objasnéme problém klasicky jednoduchym piikladem ze starsi
literatury: Juel vySetfoval v projektivni roviné uzaviené krivky,
jejichz tedna se spojité meéni a jez jsou kazdou piimkou protaty
nejvyse ve tfech bodech a aspon jednou piimkou pravé ve tiech
bodech; ukazal pak, Ze znamé rozdéleni ireducibilnich rovinnych
algebraickych kiivek tretiho fadu podle jejich pribéhu v realném
oboru zustava beze zmény v platnosti pro tuto obecnéjsi tiidu
ktivek. Samoziejmé existuji kiivky tohoto druhu, jez nejsou alge-
braické, ba ani analytickeé. '

V tomto ¢lanku vySetfuji oblouk, ktery v jednom svém bodé
je v jistém smyslu derivovatelny. Potom dovoluje ndm jednoducha
pomocnd véta zavésti systém &isel, t. zv. charakteristiku bodu,
ktera charakterisuje prub&h oblouku v blizkosti tohoto bodu.
Dokazuji, ze ¥4d derivovatelného bodu méa dolni hranici, zavisici
pouze na jeho charakteristice. P¥i tom ,.fad oblouku‘ znamena
maximalni poéet jeho prusedikd s libovolnou nadrovinou; ,fad
bodu‘‘ znamena pak 7dd dostateéné malého okoli tohoto bodu.

5) DENK [1].
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Uber differenzierbare Kurven und Bégen.

Peter Scherk, Praha.
(Eingegangen am 4. Dezember 1936.)

IL

Elementarbogen und Kurve n-ter Ordnung im R,.
Einleitung.

Im folgenden sollen reelle Kurven n-ter Ordnung und Ele-
mentarbogen im n-dimensionalen projektiven Raume R, unter-
sucht werden, also Bogen und Kurven, die von jeder Hyper-
ebene in hochstens n Punkten getroffen werden.!) Die betreffenden
Gebilde werden als differenzierbar im Sinne der Definitionen I,
1.6 und 1.7 vorausgesetzt.2) _

Die Arbeit zerfallt in 2 Teile. Der 1. (1—4) stellt eine Reihe
einfacher in der Literatur groBtenteils schon erwiahnter Tat-
sachen iiber differenzierbare Elementarbogen B* im R, zusammen.
Es sei etwa angegeben: Die B" sind regular, d. h. sie haben in
jedem inneren Punkte die Charakteristik (1, 1, ..., 1) (1); fiir alle
offenen B* und gewisse abgeschlossene gilt eine Vielfachheits-
zdhlung ihrer Treffpunkte mit einer Hyperebene (2); die linearen
Schmiegmannigfaltigkeiten der B" sind stetig (3). In 4 wird die
Zusammensetzung zweier B" zu einer differenzierbaren Kurve n-ter
Ordnung C™ besprochen. Das Hauptergebnis des 2. Teiles ist
der Satz 7.6: Eine Dualitit fiihrt jede B* wieder in eine B” iiber.
Hierin ist enthalten, daB: die Klasse einer B*, also die Maximal-
zahl ihrer Schmieghyperebenen durch einen Punkt des Raumes
gleich » ist.

Neben den Sitzen von 4, die gestatten, sich auf die C* zu
beschrianken und einer zur obenerwihnten dualen Vielfachheits-
zahlung der Schmieghyperebenen der C* durch einen Punkt des R,
ist das Haupthilfsmittel beim Beweise von 7.6 diejenige stetige

1) Elementarbogen und Kurve n-ter Ordnung im R, unterscheiden
sich nur darin, da8 der eine das eineindeutige und stetige Bild der Strecke,
die andere das der Kreisperipherie ist.

) Die vorangehende Note wird mit I zitiert.
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Abbildung der C* auf sich, die entsteht, wenn jedem Kurven-
punkte s der eindeutig bestimmte Punkt zugeordnet wird, in dem
die Hyperebene durch einen festen Punkt des R, und die Hyper-
tangente von s die Kurve noch einmal schneidet.

Uber die Tragweite der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
vergleiche man Hiermsiev [1] und Savrer [2].3) Ein Beweis der
Regularitit der B* 1aBt sich ausSauTer [2]entnehmen; bei HyeLMsLEv
[1] findet man einen fiir die Stetigkeit der linearen Schmiegmannig-
faltigkeiten der B*. Fraulein Savrer [2] hat auch die Zusammen-
setzung zweier nichtdifferenzierbarer B* zu einer Kurve n-ter
Ordnung untersucht. Natiirlich wird die Behandlung dieser Frage
durch die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen wesentlich ver-
einfacht. Das Dualitiatsprinzip 7.6 fir die B* ist fir » = 2 und
n = 3 schon von JueL [1] und [2] erwahnt. Beweise dleser beiden
Falle finden sich bei Linsman [1].

l.Regularitidt des differenzierbaren Elementarbogens.

Wir betrachten offene differenzierbare Elementar-
bogen B* im mn-dimensionalen projektiven Raum R,.

1.1 Aus der Definition des Elementarbogens folgt unmittel-
bar, daB er doppelpunktfrei ist, und dafl keine Gerade ihn in
mehr als zwei Punkten trifft. Die Projektion von B" aus einem
seiner Punkte s’ ist daher wieder ein differenzierbarer Elementar-
bogen B"—1.

Fiir s s’ werde die Projektion von s wieder mit s, die
k- dimensionale lineare Schmiegmannigfaltigkeit von B"—! in s
mit L} '(s) bezeichnet (—1 <k <n— 1).

1.2 Ein Bogen heife regular in einem d1fferenz1erbaren
Punkte s, wenn s die Charakteristik (1, 1) hat, wenn also
fir jedes £k mit —1 < k < n gilt: Jede Hyperebene, die genau
Li(s) enthilt, ist Schnitt- oder Stiitzhyperebene in s, je nachdem
k gerade oder ungerade ist.

Nach dem Satze I, 4.1 sind alle Punkte von B™ regqulir.

- 1.3 Es sei noch ein direkter Beweis der obigen Bemerkung
angegeben. Wie behaupten zugleich:

Die Schmieghyperebenen treffen B"™ wmicht mehr.

1.4 Anhand des Lemmas I, 2 iiberzeugt man sich leicht von
der Richtigkeit beider Behauptungen fiir » = 2. Sie seien schon
fiir die B! bewiesen. Dann ergibt sich die Giiltigkeit von 1.2
fir die B* etwa so:

Die Schmieghyperebene eines beliebigen Punktes s von B»
trifft den Bogen jedenfalls in hochstens endlich vielen Punkten;

3) Die Literaturangaben beziehen sich auf das am Schlusse dieser
Note befindliche Verzeichnis.
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8’ sei von diesen, insbesondere von s verschieden. Br—1 sei die
Projektion von B* aus &' (vergl. 1.1). Fir —1<k<n—1
enthilt eine passende Hyperebene durch s’ genau Lg(s); sie pro-
jiziert sich aus ¢’ in eine Hyperebene, die genau L} '(s) enthalt.
Es projizieren sich aber Schnitt- in Schnitt-, Stiitz- in Stiitz-
hyperebenen.

Die Hyperebene E durch s’ und L, »(s) trifft B» sonst nicht
mehr. Denn andernfalls trife die Schmieghyperebene L7—j(s)
B"—1 noch einmal, was der Induktionsannahme 1.3 widerspricht;
aus dem gleichen Grunde ist s’ Schnittpunkt beziiglich E. Lasse
ich s’ gegen s riicken, so strebt E definitionsgemaB gegen Lj_i(s);
die Endpunkte irgendeiner Umgebung von s liegen fiir alle s hin-
reichend nahen s’ auf derselben oder auf verschiedenen Seiten
von E, also auch von L, ;(s), je nachdem s Schnitt- oder Stiitz-
punkt beziiglich E ist. Daher ist s Stiitz- oder Schnittpunkt
beziiglich Ly _,(s), je nachdem E Schnitt- oder Stiitzhyperebene
in s ist.

Die Behauptung 1.3 ergibt sich etwa so fiir die Br: L, _y(s)
treffe B noch in s'. Lj"}(s) sei die Projektion von L;_;(s) aus s’
(Bezeichnungen wie in 1.1). Ist s Stiitz- bezw. Schnittpunkt
beziiglich Ly, (s), so auch auf B»—1 beziiglich L}"3(s). Dies ist
nicht moglich; denn rach Induktionsannahme ist s auf B*—1 und,
wie eben bemerkt, auch auf B regulir.

2. Vielfachheitszdhlung.

%.1 Der Punkt s gehore dem offenen differenzierbaren Elementar-
bogen B™ an. Enthilt eine lineare Mannigfaltigkeit genau Ly(s)
(—1Z k<m), so werde s als (k + 1)-facher Treffpunkt der linearen
Mannigfaltigkeit mit dem Bogen gezihlt. Man zeigt leicht, daf diese
Vielfachheitszihlung die Ordnung von B wicht erhoht, mit andern
Worten, daf die Summe der Vielfachheiten der Treffpunkte von B»
mit einer Hyperebene hichstens gleich m ist. -

Fiir n =2 ist diese Behauptung in 1.3 enthalten. Es sei n > 2.
Wir konnen voraussetzen, daB die betrachtete Hyperebene Ej_,
den Bogen B* in mindestens 2 Punkten trifft; einer von ihnen
sei 8". Nach 1.3 ist B _, nicht Schmieghyperebene und geht keine
lineare Schmiegmannigfaltigkeit eines von s’ verschiedenen Punk-
tes s durch s’. Wir projizieren B" aus s’ (Bezeichnungen wie in 1.1).
Dann projiziert sich E,_; in eine Hyperebene Ej_; und LZ(s)
in L '(s) (s = ¢'; 0 < k <n—1). Die Projektion 1a8t also die
Vielfachheiten der von s’ verschiedenen Treffpunkte ungeindert.
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Die Vielfachheit, mit der s’ gezahlt wird, wird durch die Pro-

jektion um eins vermindert; denn Lf(s') projiziert sich in L}—i(s’)
(0 < k< n). Im ganzen wird die Summe der Vielfachheiten der
Treffpunkte durch die Projektion um eins vermindert. Hieraus
folgt die Behauptung durch Induktion.

Als Sonderfalle von 2.1 seien hervorgehoben:

2.2 Trifft eine Hyperebene den Bogen B™ in m verschiedenen
Punkten, so zerschneidet sie thn in jedem wvon thnen; denn alle
Treffpunkte sind einfach.

2.3 Sind s und s’ vomeinander verschieden, so ha,ben Li(s)
und Ly_11(s") (—1<Z k< n) keinen Punkt gemeinsam. Denn
andernfalls lieBe sich durch sie eine vaerebene legen, und diese
triafe den Bogen mindestens (n» + 1)-fach. Hierin ist auller 1.3
insbesondere enthalten, daB

2.4 die linearen Schmiegmannigfaltigkeiten verschiedener Punkte
verschieden sind.

%5 Bei abgeschlossenen differenzierbaren Elementarbo-
gen B" im R, ergeben sich einige Unterschiede. Damit die Pro-
jektion von B* ein B"—! ist, muss man zusammenfallende End-
punkte von B* zulassen. Auf B* braucht 2.1 nicht zu gelten.
Fiar die Gultigkeit der Vielfachheitszahlung ist notwendig und hin-
reichend das folgende Fremdheitskriterium?®): Hat B* die End-
punkte s und s', so haben Lk(s) und Ly i _1(s") keinen Punkt ge-
meinsam (k= 0.1,...,n—1).

Die Notwendigkeit der Bedingung ist evident. (vergl. 2.3).
Um zu zeigen, daB_ sie hinreicht, langt es zu beweisen, daB keine
Hyperebene, die B" mehr als n-fach gemalB der Vielfachheits-
ziahlung 2.1 trifft, innere Punkte mit B» gemein hat. Dies ist
klar fiir » = 2; denn eine Tangente, die B2 noch einmal tréife
und durch einen inneren Punkt ginge, kénnte durch eine passende

kleine Drehung in eine Gerade iibergefiihrt werden, die B2 in drei

Punkten trafe. Wegen 2.1 muBl eine, Hyperebene, die B* mehr
als n-fach trafe, durch wenigstens einen Endpunkt, etwa durch s’
gehen. Projektion aus s’ fithrt die Behauptung auf den (n — 1)-
dimensionalen Fall zuriick. A

2.6 Aus 2.1ergibt sich unmittelbar die folgende Bemerkung?®):
Ist der Bogen B™ in einem affinen Raume beschrinkt, so liegt er ganz
auf dem Rande seiner konvexen Hille®)

4) Systematisch betrachtet u. a. von Fraulein SAUTEB. [2], die ihm
auch den schénen Namen gegeben hat. Falls ¢ und &’ inzidieren, ist die
Vielfachheitszéhlung fiir s und &’ gesondert vorzunehmen.

5) Die Bemerkung stammt von HAUPT [2], der sie fiir beliebige Elemen
tarbogen bewiesen hat.

%) Unter der konvexen Hiille einer beschrankten Punktmenge
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Es ist zu zeigen, daBl durch jeden Punkt s von B" eine Stiitz-
hyperebene an B" gelegt werden kann. Ist » gerade. so stiitzt
nach 1.2 die Schmieghyperebene von s dort den Bogen und trifft
ihn sonst nicht mehr.?) Ist » ungerade, so stiitzt die Hyperebene

durch Ly 5(s) und einen beliebigen Punkt s’ des Bogens (s’ = s)
ihn in s, zerschneidet ihn in &’ und trifft ihn sonst nirgends (2.1).

Daher dreht sie sich monoton um L, ,(s), wenn s’ B* durchliuft.
" Riickt s’ gegen einen Endpunkt von B”, so konvergiert die Hyper-
ebene gegen eine Grenzhyperebene, die B* nur in s selbst trifft
und dort stiitzt.8)

3. Totale Konvergenz.

3.1 Gegeben eine stetige Schar offener differenzierbarer
Elementarbogen B"(s’) (s’ = Scharparameter), die alle auf ein-
und denselben Bogenparameter s bezogen seien. Der zu s ge-
horige Punkt des Bogens B”(s’) werde mit s/s’ bezeichnet, seine
linearen Schmiegmannigfaltigkeiten mit Lg(s/s’).

Eine Folge von Scharparametern s’ strebe gegen den Schar-
parameter s’,. Dann nennen wir die B*(s’) total konver-
gent gegen B*s'y)), wenn fiir jeden Bogenparameter s, und
jede gegen s, konvergente Folge von Bogenparametern s die
Punkte s/s’ gegen den Punkt s,/s’, ricken.

3.2 Wir schlieBen uns an die obigen Bezeichungen an. Unser
Ziel ist der folgende Satz:

Die Folge der B™(s') konvergiere total gegen B™(s'y). Es set
0 < k <mn; k+ 1 Folgen von Bogenparametern s, . . ., Sg+1 mogen

in einem affinen Raume versteht man den Durchschnitt aller abgeschlosse-
nen konvexen Punktmengen, die die Menge enthalten. Vergl. etwa
BONNESEN-FENCHEL [1].
i 7) Dies gilt auch fiir einen beliebigen differenzierbaren Elementar-
bogen B" in einen projektiven Raume gerader Dimension. Fiir gerade n
kann B" also stets durch Auszeichnung einer passenden uneigentlichen
Hyperebene in einen beschrénkten Elementarbogen iibergefithrt werden.
Vergl. JUELS [1] Definition der ebenen Elementarbégen. — Ebenso zeigt
man fiir gerade 7, daB eine differenzierbare Kurve n-ter Ordnung im E,
(vergl. 4) nach Auszeichnung einer passenden uneigentlichen Hyperebene
ganz im Endlichen und auf dem Rande ihrer konvexen Hiille gelegen ist.
8) Da der Bogen als offen angenommen, also die Existenz von End-
punkten von B" nicht vorausgesetzt ist, so haben wir genauer zu sagen:
Strebt der Parameter 8’ gegen einen Endpunkt der Parameterstrecke, . . .
Ubrigens ist die Existenz der Endpunkte von B"™ sowie die Richtig-
keit der folgenden Angaben leicht einzusehen: Die Vereinigungsmenge
von B" und seinen Endpunkten ist ein abgeschlossener differenzierbarer
Elementarbogen; B" ist fiir ungerades n genau dann nach Auszeichnung
einer passenden Hyperebene beschrinkt, wenn die Endpunkte von B™
nicht zusammenfallen.
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simtlich gegen den Bogenparameter s, konvergieren. Danmn konver-
giert die von den Punkten s,/s’, . . .. spy1/s’ aufgespannte k-dimensio-
nale lineare Mannigfaltigheit®) gegen Lg(s,/s’y).

3.3 Nimmt man fiir alle £ + 1 Folgen ein und dieselbe Folge,
so ergibt sich aus 3.2:

Die Folge von Bogen- bezw. Scharparametern s bezw. s’ strebe
gegen den Bogen- bezw. Scharparameter s, bezw. s'y; die Folge

der B*(s’) sei total konvergent. Dann konvergieren die Lj(s/s")

gegen Ly(s,/s’s). Mit anderen Worten: Die totale Konvergenz
der Bn(s') zieht die totale Konvergenz ihrer linearen Schmieg-
mannigfaltigkeiten nach sich.

3.4 Wahlt man fiir alle B*(s") ein und denselben differenzier-
baren Elementarbogen, so folgt aus 3.2: Konvergieren k + 1 Punkte
eines differenzierbaren Elementarbogens gegen einen Punkt s, des
Bogens, so konvergiert die von thnen aufgespannte k-dimensionale
lineare Mapnigfaltigkeit®) gegen die k-dimensionale lineare Schmieg-
mannigfaltigkeit des Bogens in s,.

3.5 Identifiziert man schlieflich alle diese k& 4+ 1 Punkte,
so ergibt sich: Die linearen Schmiegmannigfaltigkeiten eines diffe-
renzierbaren Elementarbogens sind stetig.10)

3.6 Der Begriff der totalen Konvergenz kann leicht wei-
ter verfolgt werden. Hier sei nur auf folgendes hingewiesen:
Der Punkt s’ bewege sich auf dem differenzierbaren Elementar-
bogen B"+1(n > 2) gegen einen Punkt s’y des Bogens. Dann kon-
vergiert die Projektion von B*+1 aus s’ total gegen die aus s’y
(vergl. 1.1). -

Beweis: Die Projektion des Punktes s von B"+! aus s’ sei
mit s/s" bezeichnet. Wir haben zu zeigen: Konvergiert eine Folge
der s gegen s,, eine der s’ gegen ', (8, §', 8, 8’y auf Br+1 gelegen),
so konvergiert der Punkt s/s’ gegen den Punkt sy/s’,.

Diese Behauptung ist sicher richtig fiir s, = 8p; denn dann
besagt sie nuw, dafl die Gerade durch zwei verschiedene Punkte
von B"+1 sich stetig mit ihnen @ndert. Fiir s, = ', folgt sie aber
aus dem Falle £ =1 von Satz 3.4.

3.7 Beweis von 3.2.

Die Behauptung, fiir £ = 0 in der Definition der totalen
Konvergenz enthalten, sei bis £k — 1 bewiesen (0 < k < n). Die
k 4+ 1 Folgen von Bogenparametern lassen sich zu einer Folge
von Systemen S von je k -+ 1 Bogenparametern zusammen-

%) Vergl. die Vielfachheitszéhlung 2.1.

10) HyELMSLEV [1]. DaB3 die Sitze 8.4 und 8.5 auch fiir die Endpunkte
eines abgeschlossenen differenzierbaren Elementarbogens gelten, 1a8t
sich mittels 4 unmittelbar einsehen; vergl. denn Beweis von 7.6.
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fassen. Wir wihlen ein System 8, von n — k — 1 festen Werten
des Bogenparameters, alle voneinander und von s, verschieden.
Das zu 8 bezw. zu 8, gehorige Punktesystem auf B*(s’) werde
mit S/s’ bezw. 8,/s’ bezeichnet.

Die Hyperebene E(s’) durch 8/s' und S,/s’ trifft B*(s’) nach 2.1
im ganzen genau (k 4 1)-fach in S/s’, genau (n — k — 1)-fach in
8;/¢" und sonst nirgends. Die E(s’) hiufen sich gegen Hyper-
ebenen durch Lg ,(sy/s’s) und die n —k — 1 Punkte von 8,/s’,.
Wir beschrinken uns auf eine Teilfolge der s’ mit der Eigen-
schaft, daBl die zugehorigen E(s') und ihre Treffpunkte mit Bn(s’,)
konvergent sind. Die Grenzlage dieser E(s') sei mit E(s’;) be-
zeichnet.

Auf der Parameterstrecke grenzen wir um s, eine zu §; fremde
Umgebung ab, déren Endpunkte s, und s, so gewihlt sind, daB
der von s,/s'y und s,/s’y begrenzte abgeschlossene Teilbogen von
Br(s'y) keinen Punkt auBer s,/s’y mit K(s’y) gemein hat. Wir
- konnen annehmen, daB die § im Innern dieser Umgebung liegen.
Der Punkt s,/s" konvergiert gegen den (nicht auf E(s',) gelegenen)
Punkt s,/s’y; daher liegen s,/s” und s,/s’, fiir alle s’ bis auf héchstens
endlich viele auf derselben Seite von E(s’). Nun folgt aus 1.2,
daB s;/s" und s,/s’ stets auf derselben oder stets auf verschiedenen
Seiten von E(s’) liegen, je nachdem k ungerade oder gerade ist;
dies gilt also auch fiir die beiden Punkte s,/s’, und s,/s’ und alle
E(s’) bis auf hochstens endlich viele. Lassen wir s’ gegen s’, gehen,
so folgt hieraus weiter: s,/s', und s,/s’y liegen auf derselben oder
auf verschiedenen Seiten von E(s'y), so/s’y ist also Stiitz- oder
Schnittpunkt beziiglich E(s’), je nachdem % ungerade oder gerade
ist. Da E(s'y) Lp—1(s/s’s) enthalt, folgt hieraus und aus 1.2, daB
auch Li(sy/s’y) in E(s'y) liegt. E(s’) ist somit eindeutig bestimmt,
und wir haben: Strebt S/s" gegen s,/s’y, so konvergiert die Hyper-

ebene durch 8/s’ und 8,/s" gegen die Hyperebene durch L(sy/s’y)
und 8,/ss. Dies gilt bei beliebiger Wahl von §,. Hieraus folgt
etwa vermittels der Bemerkung 3.8 die Behauptfng.1)

3.8 Gegeben n — k verschiedene Punkte eines differenzier-
baren Elementarbogens im R,; der Punkt s, sei von ihnen ver-
schieden. Dann haben die » — k& Hyperebenen durch Li(s,) und
je. n —k —1 der iibrigen Punkte gerade den Durchschnitt Lf(s,)
(—1Zk<m).

Der Induktionsbeweis ist trivial.

11) Aus 8.7 1aBt sich sofort ein Beweis von 8.5 herausschilen. Nach
einer freundlichen Mitteilung von Herrn HAUPT beriihrt sich dieser Beweis
mit einem demnéchst erscheinenden von Fraulein SAUTER.Vergl. SAUTER [1].
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4. Bogen und Kurve n-ter Ordnung im R,.12)
Unter einer Kurve werde hier das eindeutige und stetige
Bild der Kreisperipherie verstanden.
4.1 Wir betrachten zwei abgeschlossene differenzierbare Ele-

mentarbégen B* und B* im R,. Fiir jeden von ihnen gelte die Fremd-
hettsbedingung 2.5, also auch die Vielfachheitszahlung 2.1. Dies

ist z. B. der Fall, wenn B* und B» abgeschlossene Teilbogen diffe-
renzierbarer offener Elementarbégen sind. B* und B* mdgen die
Endpunkte s und s gemein haben; die aus ihnen gebildete Kurve C®
sei in s und s regulir (also nach 1.2 iberall). Dann hat C* die
Ordnung n.

Wir fiihren zugleich den Beweis fiir # = 2 und den Induk-
tionsbeweis fiir n > 2. _

Eine Hyperebene durch s oder s trifft C* héchstens n-fach.
Dies folgt fiir n > 2 unmittelbar daraus, daB die Projektion
von C" aus s oder s nach Induktionsannahme eine Kurve (n—1)-ter
Ordnung im R, ist, fiir n = 2 aber daraus, daB die Gerade
durch s bezw. s und einen (2 monoton durchlaufenden Punkt
sich wegen 2.2 monoton um s bezw. s dreht.

Ich lege durch irgend n— 1 innere Punkte von B* eine
Hypergerade E. Das Hyperebenenpaar durch E und s bezw. s zer-
legt den R, in zwei Teilrdume. B» liegt ganz in dem einen Teil-
raum, B ganz in dem anderen; denn keine der beiden Hyper-
ebenen trifft C" in weiteren Punkten, und alle Treffpunkte sind
auf B einfach zu zdhlen, also Schnittpunkte (vergl. 2.2). Die
Hyperebene durch £ und einen beliebigen inneren Punkt von B*
trifft B also nicht.

_ Hieraus folgt fiir » = 2 die Behauptung. Fiir n > 2 schlieBen
wir so:

Trafe eine Hyperebene O in mehr als » Punkten, so gabe
es einen inneren Punkt von B", aus dem sich O" in den R, , als

Kurve von mindestens n-ter Ordnung projizierte, B* also wegen
der Induktionsvoraussetzung als Bogen n-ter Ordnung. Daher gibe

es eine Hyperebene durch » Punkte von B*, die B*in wenigstens
einem inneren Punkte trife. Dies ist, wie eben bewiesen, unméglich.

4.2 Es reicht iibrigens zu verlangen, dafi C* nicht in s und s,
sondern etwa nur in s regulir, in 8 aber differenzierbar ist. Denn
dann ist C* von allein auch in s regulir. Dies ist richtig fiir n = 2;

12) Vergl. SAUTER [2]. Fraulein SAUTER hat dort auch gezeigt, daB

die in 4.8 vorgenommene Ergéinzung schon mittels eines projektiven
Bildes des urspriinglichen Bogens gelingt.
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es sei bis n — 1 bewiesen. Die Projektion der C" aus s bezw. s
erfiillt die Voraussetzungen. Nach Induktionsannahme ist die
Projektion von s auf der Projektion der C" aus s bezw. s regular.
Daher hat s wegen der Fremdheitsbedingung und nach 1 3.4
und 3.6 die Charakteristik (1,..., 1, a,—1) bezw. (ay 1...., 1),
also die Charakteristik (1,...,1).

4.3 Aus der Verscharfung 4.2 von 4.1 folgt insbesondere,
daf} jeder abgeschlossene differenzierbare Elementarbogen B", der die
Fremdheitsbedingung 2.5 erfillt, sich zu einer geschlossenen Kurve
n-ter Ordnung wm R, erginzen lapt.

B" habe also die Endpunkte s und s. Aus der Fremdheits-
bedingung folgt, daB} wir ein projektives Koordinatensystem

einfithren konnen, in dem die L}(s) und Lj(s) die Koordinaten
haben2):

100. .00
010..00
100.
Lr(s) = (10...0); L(s) = (010 0) L@ =.......
000..10
00..001
00..010
= = 0..001 =
@)=\ .n... D In(s) = (0..010); Li(5)=(0. ..01)
01..000
Es sei ¢;.¢.... ¢,31 0. Dann geht die algebraische

Kurve n-ter Ordnung
Ty sy 0ot &py1=0Cy iCb ... Cup1l®

durch s und s und hat dort die gleichen linearen Schmiegmannig-

faltigkeiten wie B*. Sie wird durch s und s in zwei Bogen n-ter
Ordnung zerlegt, welche die Fremdheitsbedingung erfiillen. Durch
passende Wahl der Vorzeichen der ¢; lisst sich erreichen, daf
die aus B® und dem einen der beiden Bogen gebildete Kurve C»
" in s regular ist; sie ist in s differenzierbar, erfiillt also die Voraus-
setzungen von 4.2.

4.4 Man zeigt leicht, daf3 4. 1 (aber nicht 4.2!) richtig blezbt

wenn die Voraussetzung wegfdllt, daf B*und Br der Fremdheits-

bedingung geniigen. Aus der Regularitit von C* in s und s folgt
also schon die Giiltigkeit des Fremdheitskriteriums.
Der InduktionsschluB von n—1 auf n durch Pro;ektlon

"aus einem passenden der beiden gemeinsamen Endpunkte s und s
von B* und B ist trivial. Wir beschriinken uns auf den Fall n = 2.
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Eine Gerade durch s trifft B2 und B? in hochstens noch je einem
Punkte. Die Gerade durch s und einen die C? monoton durch-
laufenden Punkt andert sich stetig mit diesem. Solange er nicht

durch s hindurchlauft, dreht sich die Gerade monoton; dies folgt
aus der obigen Bemerkung und aus der Regularitit von C? in s.

Folglich ist die Drehung auch bei Durchgang des Punktes durch 8

monoton. Da die C? in s regular ist. kann daher die Tangente von 8
nicht durch s gehen.

5. Bestimmung der Klasse.

5.1 Unter der Klasse etwa eines differenzierbaren Bogens
im R, versteht man die obere Grenze der Anzahl der Schmieg-
hyperebenen, die er durch einen Punkt des Raumes schickt.
Da irgend n Schmieghyperebenen wenigstens einen Punkt gemein
haben, ist die Klasse eines Bogens mindestens gleich n. Das Ziel
dieses Abschnittes ist der Nachweis, daf jede differenzierbare
Kurve C* der n-ten Ordnung im R, die Klasse n hat.*3)

5.2 Der Punkt P liege auf der Schmieghyperebene, aber

nicht auf der Hypertangente L, »(s) des Punktes s der Kurve C*.
Dann enthilt jede Umgebung U von s eine andere Umgebung V,
sodaB jede Hyperebene durch P, die V (n — 1)-fach trifft, U ins-
gesamt n-fach trifft. |

Andernfalls gibe es namlich eine Folge von Hyperebenen
durch P, von denen jede eine feste Umgebung von s in genau
n — 1 gegen s konvergenten Punkten trife. Diese Hyperebenen
hauften sich gemaB 3.4 gegen Hyperebenen durch P und die
Hypertangente von s, also gegen die Schmieghyperebene von s;
andererseits ligen die Endpunkte der festen Umgebung auf der-
selben oder auf verschiedenen Seiten einer jeden Hyperebene
der Folge, also auch der Schmieghyperebene von s, je nachdem n
ungerade oder gerade ist. Dies widerspricht aber der Regularitat
von s.

s zerlegt U und V in je zwei Teilbogen; die beiden Teilbo-
gen U’ von U und V' von V seien durch s getrennt. Wie eben
bemerkt, trifft jede Hyperebene durch P, die das Innere von V'
(n — 1)-fach trifft, U in noch einem Punkte. Wir behaupten, dieser
Punkt liegt im Innern von U’.

Diese Behauptung ist klar im ebenen Falle. Ist sie giiltig im
R,_,, so ergibt sich durch Projektion aus s fiir den n-dimensio-
nalen Fall: die Hyperebene durch P, s und # — 2 innere Punkte
von V' trifft U’ in einem inneren Punkte. Daher trifft die Hy-
perebene durch P, die » — 2 Punkte und einen aus s in V' hinein-

13) Uber differenzierbare Elementarbégen vergl. 7.6.

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky. 13 - 181



laufenden Punkt s" U in einem stetig von s’ abhingenden Punkte,
der fiir s =s im Innern von U’ liegt und s nicht iiberschrei-
ten kann.

5.3 Unter einer einseitigen Umgebung eines Punktes s
der C" werde ein abgeschlossener Teilbogen der C* verstanden
mit s als dem einen Endpunkte.

Der Punkt P liege auf der Schmieghyperebene von s, sei
aber von s selbst verschieden. Dann gibt es zu jeder einseitigen
Umgebung U’ von s eine andere V', so daB U’ und V' durch s
getrennt werden, und daB jede Hyperebene durch P. die das In-
nere von V' (n— 1)-fach trifft, das Innere von U’ einfach trifft.14)

Die Behauptung ist richtig fiir die C2; sie sei fiir die C*—! be-
wiesen. Da je zwei Tangenten der C* wegen 2.1 windschief sein
miissen, geht hochstens eine Tangente durch P. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit sei U’ so gewahlt, daB die Tangente des

von s verschiedenen Endpunktes s von U’ nicht durch P geht.
Wegen 5.2 konnen wir voraussetzen, daB P auf der Hyper-

tangente von s liegt. Mittels Projektion aus s ergibt sich dann
nach Induktionsannahme: Es gibt eine einseitige Umgebung V",
von s mit folgenden Eigenschaften: s trennt U’ und V';; jede

Hyperebene durch s, P und n—2 innere Punkte von V', trifft U’
in einem inneren Punkte. Liegt P nicht auf der Tangente von s,
so folgt aus der Induktionsannahme mittels Projektion aus s:
Eine passende einseitige Umgebung V', von s wird von U’ durch s
getrennt und hat die Eigenschaft, daB jede Hyperebene durch s,
P und n — 2 innere Punkte von V', U’ in einem inneren Punkte
trifft. Die kleinere der beiden einseitigen Umgebungen V', und V',
sei mit V' bezeichnet. Liegt P auf der Tangente von s, so setzen
wir V' = V’;. In beiden Fillen leistet V' das Verlangte.

Zum Beweis betrachte man die ebene Projektion C? der O
aus irgend » — 2 inneren Punkten von V’. Werden die iibrigen
Projektionen wie ihre Urbilder bezeichnet, so hat man: Die

Gerade P s trifft U’ in einem inneren Punkte. Die Gerade P s
ist entweder Tangente der C? in s oder trifft U’ in einem inneren
Punkte. Lauft der Punkt s’ aus s in V' hinein, so trifft die Ge-
rade P s’ die (? in einem weiteren stetig von s’ abhingenden
Punkte, der fiir jedes dem Punkte s hinreichend nahe s’ im Innern

von U’ liegt. Er konnte U’ nur durch s oder s hindurch verlassen.

1¢) Der Unterschied zwischen 5.2 und 5.8 besteht darin, daB der
Punkt P in §.8 auf der Hypertangente von s liegen darf. In 5.8 wird nur
der zweite Satz von 5.2 verscharft; die entsprechende Verallgemeinerung
des ersten Satzes ist falsch, also die Behauptung, da8 unter den Voraus-
setzungen von 5.8 jede Umgebung U von s eine andere Umgebung V
enthilt, so daB-jede V (n— 1)-fach treffende Hyperebene durch P U ins-
gesamt n-fach trifft.

.
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In beiden Fillen trife die Gerade P s’ die Kurve zweiter Ord-
nung C? der obigen Bemerkung zufolge mindestens dreifach.

5.4 Die Summe der Vielfachheiten der Treffpunkte der C* mit
einer Hyperebene ist n oder eine gerade Zahl weniger.

Dieser Satz, eine triviale Verscharfung des Satzes 2.1 fir
_ den Fall der C* wird wie jener bewiesen.

5.6 Der Punkt P liege nicht auf der C». Liegt P nicht auf
der Hypertangente von s, so spannt diese mit P zusammen eine
Hyperebene auf, die die C» nach 5.4 in genau einem weiteren
Punkte i,(s) trifft. Liegt P auf der Hypertangente von s, so
setzen wir f,(s) = s. Die Fixpunkte der Abbildung ¢,(s) sind
genau die Punkte, deren Schmieghyperebenen durch P gehen.
Wegen 3.5 ist die Abbildung auBerhalb der Fixpunkte stetig.
Aus 5.3 folgt, daB sie in den Fixpunkten stetig und riickliufig ist.?)

5.6 C* hat die Klasse n.

Es geniigt zu zeigen, daf} die Klasse von C* hiochstens gleich n
ist. Die Behauptung ist klar fiir die C?%; sie sei fiir die C"—! be-
wiesen. P sei ein beliebiger Punkt des R,, aber nicht auf der C*
gelegen (vergl. 1.3). Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung,
daf} jeder Punkt ¢ hochstens » — 1 Urbilder der in 5.6 betrachteten
stetigen Abbildung #,(s) hat. Da diese Abbildung in den Fix-
punkten rickldufig ist, hat sie hochstens n Fixpunkte, mit anderen
Worten, es gehen hochstens » Schmieghyperebenen durch P.1%)

5.7 Solange P keine Hypertangente iiberschreitet, &ndert
sich die Abbildung t,(s) stetig mit P." Daher bleiben Umlaufszahl
und Anzahl der Fixpunkte fest, also auch die Anzahl der Schmieg-
hyperebenen durch P. '

15) Uber die hier benutzten Begriffe vergl. FENCHEL [1].
18) Es sei noch ein zweiter Beweis des Satzes 5.6 angedeutet, der 5.3

nicht benutzt. Die Behauptung, richtig fiir die C2, sei fiir die C" ! bewiesen.

Liegt P auf der Hypertangente von s, so lassen wir die Abbildung #a(s),
— vergl. 5.5 —, undefiniert. Die Fixpunkte der Abbildung ¢n(s) sind dann
genau die Punkte, deren Schmieghyperebenen durch P gehen, deren
Hypertangenten aber nicht. Die Abbildung #,(s) ist dann wegen 8.5, soweit
definiert, auBlerhalb der Fixpunkte stetig. Aus 5.2 folgt, daB3 sie in den
Fixpunkten stetig und riicklaufig ist.

Der Punkt P liege auf keiner Hypertangente; dann ist die Abbil-

dung tn(s) auf der ganzen C™ definiert und der Beweis 5.8 bleibt schliissig.
Jetzt moge es Hypertangenten durch P geben. Wir zeigen zunéchst, daf3
nur endlich viele Schmieghyperebenen durch P gehen.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt durch Projektion aus einem
beliebigen Kurvenpunkte, da nur endlich viele Hypertangenten durch P

gehen. Die Abbildung #x(s) ist also auf der ganzen C™, ausgenommen endlich
viele Punkte, definiert und stetig und in den Fixpunkten riicklidufig. Da
jeder Punkt ¢, wie aus der Induktionsvoraussetzung folgt, nur beschrankt
viele Urbilder hat, folgt daraus, da8 die Abbildung ¢s(s) nur endlich viele
Fixpunkte besitzt. Die Gesamtzahl der Punkte, deren Schmieghyperebenen
durch P gehen, ist gleich der Anzahl der Fixpunkte der Abbildung tn(s)
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6. Die Abbildung #s(s).

In diesen Abschnitt seien einige Bemerkungen eingeschaltet
iiber die in 5.5 eingefiihrte Abbildung ?,(s) einer differenzierbaren
Kurve C* der n-ten Ordnung im R, auf sich; in 7 werden nur
Sonderfille von 6.6 benotigt.

P sei ein fester Punkt des R,. aber nicht auf der C* gelegen.

6.1 s, sei ein fester Punkt der C”. Die Gerade s,P treffe die C*
nicht mehr. Dann induziert die Abbildung #,—i(s) der Projektion
der C* aus s, auf sich.eine Abbildung der C” auf sich, die wir
gleichfalls mit #,;(s) bezeichnen. ¢, (s) ist also derjenige Punkt,
in dem die Hyperebene durch P, s, und L, s(s) die C® noch
einmal trifft.}?) Liegen L, 3(s). P und s, auf einer Hypergeraden,
80 ist £,—1(8) = s zu setzen; t,—1(Sy) = ta(S,) = %, Durch Projektion
aus s, folgt aus 5.5, dafl die Abbildung ¢, i(s) auf der ganzen C*
stetig und in den Fixpunkten riicklaufig ist. Ihre Fixpunkte sind
gerade die Urbilder von s, bei der Abbildung f,(s).

6.2 Die Schmieghyperebene wvon s, gehe mnicht durch P; die
Gerade s, P ireffe die Kurve C* nicht mehr.

6.21 Liegt s hinreichend nahe bei s, und s’ zwischen s und
g, SO gilt:
a) P. s, ' und L, 3(s) liegen nicht in einer Hyperebene;
b) P. t,. s’ und L, _3(s) liegen nicht in einer Hyperebene;
c¢) P, s’ und Ly 3(s) liegen nicht in einer Hypergeraden.
6.22 Liegt s hinreichend mahe bei sy, so liegen ty(s) und t,—1(s)
auf derselben Seite von i, )

Beweis von 6.21: Wire a) bezw. b) falsch, so gibe es eine
Folge von gegen s, konvergenten Punkten s und zu jedem s einen
Punkt s’ zwischen s und s,, so daB} fiir jedes solche Paar s und s’

n_3(s), die Punkte P und ¢’ und der Punkt s, bezw. t, in einer
Hyperebene ligen. Ware a) falsch, so konvergierte diese Hyper-
ebene nach 3.4 gegen die Schmieghyperebene von s, und diese
ginge entgegen der Voraussetzung durch P. Ware aber b) falsch,

vermehrt um. die Anzahl der Punkte, deren Hypertangenten durch P
gehen, also endlich.

Die Gerade g durch P und einen Kurvenpunkt, dessen Schmieg-
hyperebene nicht durch P geht, trifft, wie sich durch Projektion aus dem
Kurvenpunkte ergibt, nur endlich viele Hypertangenten. Es kann also
eine Umgebung von P auf g abgegrenzt werden, derart daB kein Punkt
der Umgebung auBler P selbst auf einer Hypertangente liegt.

Der Punkt s bewege sich stetig auf der Kurve C". Dann léuft der
Schnittpunkt der Schmieghyperebene von s mit g stetig auf g. Jeder
von P verschiedene Punkt der Umgebung wird héchstens » mal durch-
laufen, P selbst nur endlich oft, also gleichfalls héchstens » mal.

17) Diese Definition von Zz—1(s) wird im ganzen Abschnitte 6 aus-
genommen 6.21 beibehalten.
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so hitte die zur Projektion der C™ aus ¢, gehorige Abbildung ¢,—1(s)
einen Fixpunkt in s, in dem sie nicht riicklaufig wére, im Wider-
spruch zu 5.5. (DaB die Gerade ¢,P die C* nicht mehr trifft, das
folgt aus den Voraussetzungen.) c) folgt aus a) oder b).

Beweis von 6.22: s liege so nahe an s, daB 6.21 erfiillt ist.
Die von Lj_3(s). P und einem von s, nach s laufenden Punkte s’
aufgespannte Hyperebene (vergl. 6.21 c¢) trifft die C* in einem
weiteren stetig von s’ abhingigen Punkte. der fir s’ = s, nach
ta—1(8), fiir s’ = s nach #,(s) fallt. Wiirden ¢,,(s) und #,(s) durch s,
und #, getrennt werden, so gibe es einen Punkt s’ zwischen s,
und s, sodaB die Hyperebene durch L, 3(s), P und s’ die C* ent-
weder in s, oder in t, trife. Beides ist nach 6.21 unmoglich.

6.3 Ist s, Umkehrpunkt der Abbildung #.(s). so trifft die
Hypergerade durch P und L, 3(s,) die C* in einem weiteren
Punkte.18) _

Beweis: Nach 6.22 und 5.5 ist s, hochstens dann Umkehr-
punkt der Abbildung ¢,(s). wenn die Gerade s, P die C* noch einmal
trifft, oder wenn s, Umkehrpunkt der Abbildung f,—i(s) ist.
Hieraus folgt die Behauptung durch Induktion.

6.4 Die Sehne s;s, gehe durch P. Ist n gerade bezw. ungerade,
so gehen 0 oder 2 bezw. eine Schmieghyperebene durch P und
die Abbildung £,(s) ist monoton mit der Umlaufszahl 4- 1 bezw.
hat s, und s, als einzige Umkehrpunkte und die Umlaufszahl 0.

Beweis: Zunichst ist klar. daBl s, bezw. s, das einzige Urbild
von s, bezw. s; ist. Der Punkt s, sei von s, und s, verschieden
gewihlt. Dann folgt aus 6.3, daB s, nicht Umkehrpunkt der
Abbildung #,(s) ist.

Die Behauptung ist richtig fiir » = 2. Der Induktionsschritt
von geradem n — 1 zu ungeradem n verlauft so: Durch Projektion
aus s, folgt, daBl s, 0 oder 2 Urbilder hat (vergl. 6.1). Da s, und s,
nur einander zu Urbildern haben, sind sie Umkehrpunkte, und
_die Abbildung #,(s) hat die Umlaufszahl 0 und einen Fixpunkt.

Ist n gerade, so erhalten. wir durch Projektion aus s, da8
o genau ein Urbild hat. Daher ist die Abbildung ¢,(s) eineindeutig,
folglich monoton und hat die Umlaufszahl + 1, also 0 oder 2 .Fix-
punkte.

‘ 6.5 s, tst genau dann Umkehrpunkt der Abbildung t,(s), wenn

es eine gerade Zahl k = 2 gibt, so daf die von P und Ly_1_(s,) auf-

18) Eine weitere einfache Folgerung aus Satz 6.22 ist: P liege niché
auf der Schmieghyperebene von s,; die Hypergerade durch P und L) _4(8)
treffe die C™ sonst micht mehr. Dann tst die Abbildung tn(s) gleich- oder riick-

ldufig in sy, je nachdem jede Hyperebene durch diese Hypergerade die C™ min-
destens (n — 1)-fach trifft oder nicht.
Der Induktionsbeweis mittels 6.22 ist trivial.
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gespannte lineare Manmigfaltigheit die C* noch einmal trifft, die
von P und L, 5 1(s,) aufgespannte aber nichi.

Die Behauptung folgt fiir » = 2 aus 6.4. Sie sei bis n — 1
bewiesen. Geht die Schmieghyperebene von s, durch P, so ist
die Behauptung richtig nach 5.5. Ist die Gerade P s, Sehne, so
folgt die Behauptung aus 6.4. In allen iibrigen Fillen ergibt sie
sich aus 6.22 und der Induktionsvoraussetzung.

6.6 Liegt P auf Ly (s) aber micht auf L}, \(s), so zihlen

wir Ly 1(s) als k-fache Schmieghyperebene durch P. Danmn gilt:
Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen durch P
wst n oder eine gerade Zahl weniger.

Dieser Satz ist ein Analogon des Satzes 5.4. Zum Beweis
zerlegen wir die Behauptung:

6.61 Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen
durch P ist hochstens gleich n.

6.62 Die Summe der Vielfachheiten der Schmieghyperebenen
durch P ist =n (mod 2).

Beweis von 6.61. Der Punkt P liege auf Ly_;(s:), aber nicht
auf Lz_l_l.i(si) (¢=1,...,7r; k> 1; die Punkte s; paarweise ver-
schieden). Die Punkte s; zerlegen die Kurve C" in r einander
fremde Bogen. Da die Abbildung #,(s) in den Fixpunkten s; riick-
laufig ist, hat ein von den s; verschiedener Punkt ¢ auf jedem

der r — 1 Bogen, die ¢ nicht enthalten, mindestens je ein Urbild
der Abbildung. Die Urbilder s',. ..., s,—; von ¢ seien paarweise

voneinander verschieden. Die Hyperebene durch L, s(s’;) und P
geht also durch ¢, L, ;(s,) durch P.

Die Projektion von C" aus ¢ sei mit C»—1, ihre linearen
Schmiegmannigfaltigkeiten mit L} und die Projektion von P
mit P’ bezeichnet.

Die Hyperebene durch Ly, »(s’;), t und P projiziert sich aus ¢
in die durch P’ gehende Schmieghyperebene von s’;. Es gehen
also die zusammen mindestens (r — 1)-fach zu zihlenden Schmieg-

hyperebenen Lp—3(s’s) von C»—1 durch P’ (i =1, ...,r — 1).

Da P auf Ly j,(s:) liegt, geht Ly (s;) durch P'. Die ki-fache
Schmieghyperebene Ly_;(s;) durch P projiziert sich somit in die
(ks — 1)-fache Schmieghyperebene Ly _j(s;) durch P’. Die Punkte

r
81, . .., 8 schicken also zusammen genau i (k;— 1) Schmieg-
1

hyperebenen durch P’. Insgesamt gehen also mindestens
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r—1+ 26— =2ik—1
Schmieghyperebenen von C?»—1 durch P’.

Ist die fiir n = 2 richtige Behauptung mit n — 1 statt »n be-
wiesen. so folgt aus der letzten Bemerkung k; — 1 < n — 1 oder
ki < n, also die Behauptung fiir die C™.

Beweis von 6.62. Wir schlieen uns an den Beweis von 6.61
und seine Bezeichnungen an.

Die Punkte s; und s, mogen einen offenen Teilbogen B*
von C" begrenzen, der keinen weitern Punkt s; enthalt. Durch
Projektion aus ¢ ergibt sich mittels 5.6, daB ¢ jedenfalls nur
endlich viele Urbilder der Abbildung ?,(s) auf C* hat. Es seien
8”1, ..., 8"m siamtliche Urbilder von ¢ auf B" (die s"; paarweise
verschieden). Die von P und Lﬁ_l_k'}i(s"i) aufgespannte lineare

Mannigfaltigkeit gehe durch ¢, aber nicht die von P und L::__g_k”i(é'”i)
aufgespannte (1 = 1....,m; k"; = 1). Es geht also Lﬁ:%_'k”i(s”i)

durch P’ aber nicht LZZé_kui(s",-). Somit schickt die Projektion

von B* aus{ genau »ik"; Schmieghyperebenen durch P’. Es langt
1

zu zeigen

*

iik".z 0 (mod 2), wenn ¢t auf B»
= * |1 (mod 2), wenn ¢ nicht auf B7;

denn dann geben die simtlichen Urbilder von ¢ bei der Abbildung
tn(s) Anla zu Schmieghyperebenen der C"—! durch P’, deren
Gesamtvielfachheit = r — 1 (mod 2) ist. Die Gesamtvielfachheit
aller Schmieghyperebenen der C"—! durch P’ ist also

E(T'—l)‘i‘ii(ki—l) Eéiki——l (mod 2),
) | 1

woraus die Behauptung wie oben durch Induktion folgt.

Die Formel * kann so eingesehen werden: s”; ist nach 6.b
genau dann Umkehrpunkt der Abbildung #,(s), wenn k”; gerade
ist; die geraden k”; liefern nur den Beitrag 0 (mod 2) zur linken
Seite von *.

Die Abbildung it,(s) ist riicklaufig in s, und in s,. s laufe
auf B® von s; nach s,. Dann lauft ¢,(s) auf C* von s, nach s,, ohne
sonst mit s zusammenzufallen. Daher wird ¢ von ¢,(s) ebenso oft
in beiden Sinnen oder einmal mehr in dem einen Sinne durch-
laufen als in dem anderen, je nachdem ¢ auf B" liegt oder nicht.
tn(8) iiberschreitet also ¢ im ganzen im ersten Falle eine gerade,
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im zweiten eine ungerade Anzahl von Malen. Jedes hierzu geho-
rige k”; liefert aber nach 6.5 den Beitrag 1 (mod 2) zur linken
Seite von *, woraus diese Kongruenz folgt.1?)

Y. Ein Dualitatsprinzip fir die C~.

1.1 Eine Dualitit fihrt die Gesamtheit der Schmieghyperebenen
einer differenzierbaren Kurve n-ter Ordnung C* im R, nach 3.5
und 5.1 in eine stetige Kurve n-ter Ordnung C* iber. Das Ziel dieses
Abschnittes ist der Nachweis der Differenzierbarkeit von C*, genauer
der- Nachweis, daf3 die k-dimensionalen linearen Schmiegmannig-
faltigkeiten von C" durch die Dualitit in die (n — 1 — k)-dimensio-
nalen von CO" ibergefihrt werden (k=0.1,....n—1).

7.2 Offensichtlich geniigt es, fiir jeden Punkt s, von C* zu
beweisen: Strebt s gegen sy, so konvergiert der Durchschnitt von Liy_i(s)
mit Li(s,) gegen Li_1(s) (0 < k < m).

Diese Behauptung, fir £ = 0 trivial. sei bis ¥ — 1 bewiesen.
Ist m =k, so sind wir fertig. Es sei n > k.

Es sei s; == s,. Nach 6.6 geht durch jeden der beiden Schnitt-

punkte P(sy) von Li_(s,) mit Ly ;41(s;) und P(s;) von Lij(s,) mit
" Ly_i(s,) keine, durch jeden anderen Punkt der Schnittgeraden ¢
von Lj(s;) mit Ly_;1(s,) noch genau eine weitere Schmieghyper-
ebene.

s und s, zerlegen C" in zwei Teilbogen. Lauft s auf einem

von ihnen, so lauft der Schnittpunkt P(s) von Ly_;(s) mit g stetig
auf einer der beiden Strecken, in die g durch P(s,) und P(s,) zer-
legt wird. Nun wird; wenn s die beiden Teilbogen durchlauft,
jeder Punkt dieser beiden Strecken einmal und nur einmal von P(s)
durchlaufen. Daraus folgt: s durchlaufe den einen der beiden
Teilbogen. Dann durchléuft P(s) stetig und monoton die eine
der beiden Strecken, und zwar geht durch jeden Punkt dieser
Strecke die Schmieghyperebene eines Punktes des Teilbogens.

s strebe auf dem Bogen gegen s,. Dann ist der letzten Be- -
merkung zufolge P(s) konvergent, und zwar gegen einen der
beiden Punkte P(s,) und P(s,). Hieraus und aus der Induktions-
voraussetzung folgt, daB der- Durchschnitt B 1(s) von Lg(s,).
mit der Schmieghyperebene von s gegen eine (k — 1)-dimensionale
lineare Mannigfaltigkeit durch Ly 5(s,) und einen dieser beiden
Punkte konvergiert, wenn s auf dem Bogen gegen s, strebt. Gibt
es ein s, so daBB P(s) gegen P(s,) konvergiert, so folgt hieraus

1) Das in & und 6 benutzte Verfahren gestattet, wie ich an anderer

Stelle auszufiihren hoffe, die Diskussion der differenzierbaren Kurve
(n + 1)-ter Ordnung im R, nach Anzahl und Art ihrer singuliren Punkte.
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weiter die Konvergenz von Ej_;(s) gegen die von L;_s(s,) und
P(s,) aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit, also gegen Li_;(s,)
(vergl. 2.3). Andernfalls folgte aber aus der Konvergenz von Ej_(s), .
daB die Punkte P(s,) fiir alle s, in einer festen (X — 1)-dimensionalen

linearen Mannigfaltigkeit durch Lj s(s,) gelegen wiren; mit
anderen Worten: Alle Ly (s;) inzidierten mit einer festen (k — 1)-
dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit durch Li_s(s,), und man

erhielte fiir die Projektion C"—*+1 der C* aus L;_s(s,): Die Schmieg-
hyperebenen Ljp—%x"'(s;) gingen alle durch einen festen Punkt
des R,—t+1 im Widerspruch zu 5.6.

7.3 Mittels des Dualitdtsprinzips geht 5.4 in 6.6 iiber.

74 Aus dem Dualitatsprinzip folgt unmittelbar, daf der
Durchschnitt von Li(s,) mit der Gesamtheit aller Ly_;(s) der O™ eine

differenzierbare Kurve k-ter Ordnung C* auf Li(s,) bildet. Dies
ist einfach das duale Analogon der Bemerkung, dal die Projektion
der C* aus Ly _;_(s,) eine C* ist.

7.5 Aus 3.4 und dem Dualitatsprinzip ergibt sich: Konwver-
gieren k + 1 Punkte der C* gegen einen Kurvempunkt s,, so kon-
vergiert der Durchschwitt ihrer Schmieghyperebenen gegen Ly_;_(s,).
Diese Bemerkung bleibt giiltig bei Einfiihrung einer Vielfach-
heitszahlung entsprechend 6.6.

7.6 Ein differenzierbarer Elementarbogen B im R, wird durch
eine Dualitit wieder in einen differenzierbaren Elementarbogen
dbergefihrt. Dabet gehen die k-dimensionalen linearen Schmieg-
mannigfaltigkeiten von B™ wn die (n — 1 — k)-dimensionalen des
dualen Bogens iber (k= 0,1,....n—1).

Fiir B gelten also die sinngemif abgeidnderten Bemerkungen
7.4 und 7.5.

Beweis: Falls B" abgeschlossen ist und der Sauterschen
Fremdheitsbedingung 2.5 geniigt, bezw. falls B* offen ist, liBt
sich B" bezw. jeder abgeschlossene Teilbogen von B" nach 4.3
zu einer differenzierbaren Kurve C" erginzen. In diesen beiden
Fallen folgt die Behauptung aus 7.1.

B" sei abgeschlossen und erfiille nicht das Fremdheitskrite-
rium. Dann gilt die Behauptung wenigstens fiir ‘jeden offenen
Teilbogen von B*. Daher gilt 7.2 fiir jeden inneren Punkt von B".
DaBl 7.2 auch in den Endpunkten von B* gilt, folgt daraus, daB
ein abgeschlossener Teilbogen von B", der den einen der beiden
Endpunkte von B" enthilt, den anderen aber nicht, dem Fremd-
heitskriterium geniigt.

Es ist noch zu zeigen, daBl B® die Klasse » hat. B" wird

durch eine Dualitit in einen stetigen differenzierbaren Bogen B»
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iibergefithrt, mit der Eigenschaft daBl jeder offene Teilbogen

von B" die Ordnung = hat. Es langt zu zeigen, dafl B» selbst von
der Ordnung = ist. _

Eine Gerade, die den Bogen B? in mehr als zwei Punkten
trafe, konnte durch eine passende kleine Anderung in eine Gerade

iibergefiihrt werden, die mehr als zwei innere Punkte mit B? ge-
mein hatte, was unmoglich ist. Die Behauptung sei fiir die B!

bewiesen (n > 2). Eine Hyperebene, die B in mehr als n Punkten
trafe, ginge durch wenigstens einen inneren Punkt. Durch Pro-

jektion von B" aus diesem Punkte ergibt sich ein Widerspruch ge-
-gen die Induktionsannahme.

7.9 Aus 7.6 folgt unmittelbar, daB ein elementarer Punkt
auf einem differenzierbaren Bogen durch eine Dualitit in einen
Punkt der gleichen Art iibergefiihrt wird.20)
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*

0 derivovatelnyeh kfivkach a obloueich.

I1. Elementdrni oblouk a kifiwka m-tého ¥ddu v R,.
(Obsah predeslého élanku.)

V této praci vysetfuji realné kiivky n-tého fadu a elementarni
oblouky v n-rozmérném projektivnim prostoru R,; to jsou oblouky
a (uzaviené) krivky, které kazdd nadrovina proting ne]vyse
v n bodech. Predpoklada se derivovatelnost — a to co mozna nej-
slab8i — vySetfovanych atvaru.

Prace se rozpada ve dva dily. Prvni (1—4) shrnuje fadu
vysledki, vétsinou znamych z literatury, o derivovatelnych ele-
mentéarnich obloucich B* v R,. Uvedme tieba: pro vSechny ote-
viené a nékteré uzaviené B" lze zavésti nasobnost jejich praseéika
s nadrovinou (2); linearni oskulaéni variety elementdrnich oblou-
kit B" jsou spojité (3). V odst. 4 vySetiuji, jak dva B* lze sloZiti
v derivovatelnou kiivku C" n-tého stupné. Hlavni vysledek dru-
hého dilu jest: dualita prevadi kazdy B» resp. C* opét v B" resp.
v C*. Z toho plyne, Ze tiida elem. oblouku B" resp. kiivky C*,
t. j. maximalni poéet oskulaénich nadrovin prochéazejicich jednfm
bodem, je rovna &islu n.
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Uber die angeniiherte Losung der Gleichung
%,0,+...+%,0,+ x,=0 in ganzen Zahlen.
- TR
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 21. Jéanner 1937.)

Herrn Prof. Dr. Edmund Landau zu seinem 60.
Geburtstag am 14. Februar 1937 in Dankbarkeit
gewidmet.

Kleine lateinische Buchstaben (ausser e) bedeuten ganze,
griechische Buchst. bedeuten reelle Zahlen. Sind 6,,.... 6, (n > 0)
gegeben, so gelten bekanntlich folgende Sitze:

I. Fiir jedes ¢ > 0 sind die Ungleichungen

ixi@i‘f’xo

i=1

0<Max (|ay],....] @ |) <08, <& (1)

losbar.
Also umsomehr:

II. Fir unendlichviele ¢ > 0 sind die Ungleichungen (1)
16sbar.

I. und II. sind in folgendem Sinn scharf:

III. Zu jedem n > 0 gibteseiny > O und n Zahlen @,, . . ., 6,
sodass aus

O<Max (s - |2 ) Z 8
folgt
5 Zx.- O; + x| > yr—".
[i=1
In (1) wird verlangt, dass mindestens eine von den Zahlen
Zy, . . ., Zy von Null verschieden ist; wir wollen im folgenden die:

Frage beantworten, wie die Sitze I, II, III zu modifizieren sind,

wenn man verlangt, dass mindestens k (1 < k < n) von den Zahlen
" %3, ..., %, von Null verschieden sind. Dabei wollen wir uns auf
solche Systeme 6),, ..., ©, beschrinken, fiir welche aus 2,0, +
..t Ty + 29 =0 folgt: =2, =...=2,=0. Solche
Systeme wollen wir zur Abkiirzung ,.eigentliche Systeme** nennen.

\
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Wir fithren noch. folgende Benennung ein: ist 0 <l m

und ist x, 2, ..., x, ein geordnetes System von m -4 1 Zahlen,
so nennen wir dieses System ein /-System, wenn mindestens / von
den Zahlen xz,, ..., r, von Null verschieden sind. Die Antwort

auf unsere Frage ist in folgenden Sitzen enthalten:

Satz 1. Esser 1 < k < m; 6, . . .. O, sei ein eigentliches System.
Dann gibt es zu jedem t > 0 ein k-System xy = xy(t), , = z(¢), . . .,
Tp, = xp(t) mat

L 1
Max (| ],....] 2 ) £ 8, lei 6; + ) = O(t—,:m)
(man beachte, dass die linke Seite eine Funktion von £ ist).

Satz 2.1) Es sei 1 < k < m; fitr > 0 set ¢(t) positiv und wach-
send, @(t)— oo fir v— oo. Dann gibt es ein eigentliches System
Oy, . ... 0, und eine wachsende Folge t,.t,, ... mit folgender Eigen-

schaft: ist I > 0, so gibt es kein k-System x,, x,, . . ., x, mit
2 1
s <t ; O; — (2
Max (| z, |, ) S8 L’let O + x| < L%+ 1g(t;) (2)

Satz 3. Es sei 1 <k<mn, alk,n) = (k+ 2)(k+ 1)r—*+2;
0. ..., 0, sei ein eigentliches System. Dann gibt es eine wachsende
Folge t,, t,, . . . mit folgender Eigenschaft: zu jedem I > 0 gibt es ein
k-System =z, x,, . . ., x, mit
a(k, n
Max (| 2, 1, . . | 22 |) < t <ﬁ. (3)

ixi O; + x,
i=1

Fir k = 2 ist n —k + 2 = n; nach III ist also der Satz 3
fir £ = 2 scharf. Aber auch fiir £ > 2 ist der Satz 3 mindestens in
dem Sinne scharf, dass der Exponent n — k + 2 nicht vergrossert
werden darf. Es gilt namlich

Satz 4. Es ses
2<kZn; b=bkn)=(n—k+3)(k—1)+ 3.
Dann gibt es ein eigentliches System O, . . ., @, und ein t, > 0 mit
folgender Eigenschaft: ist t > t, und ist xy, @y, . . ., x, ein k-System
mit Max (| z, |,..., |z, |) < ¢, soist

zxz'@i +
i=1

ATuae e

1
Z pErZloght
Man beachte folgenden Unterschied zwischen den Sétzen I, IT
einerseits und den Sitzen 1, 3 andererseits: in den beiden Siatzen I, IT

hat man denselben scharfen Exponenten n; in den analogen Satzen
1,3 hat man zwei verschiedene scharfe Exponenten n—k + 1,

1) Satz 2. zeigt die Schérfe des Satzes 1.
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n — k + 2. Ich bemerke noch, dass man sehr leicht folgenden Satz
beweisen kann: fast alle?) Systeme 6,,..., ©, haben folgende
Eigenschaft: ist £ hinreichend gross, so ist jedes System x,, x,, . . ., x,,
welches den Ungleichungen (1) geniigt, ein n-System (also auch
ein k-System fiir jedes £ mit 1 < k < n). Also: diejenigen Systeme
0, ..., 0, die uns zwingen, den Exponenten » aus I, Il in den
Satzen 1, 3, durch einen kleineren3) zu ersetzen. bilden nur eine
Menge vom Mass Null.
Es folgen jetzt die (leichten) Beweise der Sitze 1 bis 4.

Beweis des Satzes 1.

Da 6. ..., 0, ein eigentliches System ist, so gibt es eine fiir
v > 0 positive und wachsende Funktion ¢(v) mit folgenden Eigen-
schaften:

1. ¢(v) > oo fiir v - oo.

2. Aus
v>0. Max (|2 |.....[ 2, ]) >0, -

< vn—lc+ 1

2

n
z; 0; + x,
=1

folgt
Max (|2, |,..., | Zn |) > @(v).
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v—! ¢(v) — 0 fiir v — oo.

Es sei nun ein hinreichend grosses ¢ gegeben. Q| sei die Menge
aller Systeme (¥, 4. - - ., ¥») mit

n
0 y<str=1,2,...,m), ngyi@i+yo<l.
i=1

Da die Anzahl der Elemente von 2 gleich (¢ + 1)* ist, so gibt es
(Schubfachprinzip!) ein Intervall von der Linge [t—¥+1q}(f)]—1,
in welchem mindestens t*—! ¢—i(f) von den Zahlen %,0, + ... +
+ YnOn + ¥y, liegen; subtrahiert man eine von diesen Zahlen von
den iibrigen, so bekommt man eine Menge B von mindestens
th—1 g—i(t) — 1 > Lt*—1 p—i(f) Systemen =, z,, . . ., 2, mit

2

O <Max(|a[,....] 2 |) <8, <m(_t$. (4)

Fir 154, <t3<...<B—1<n sei €(s,...,15%—1) die Menge
derjenigen Systeme (x,, ;. . . ., z,) mit (4), fiir welche alle z; (1 =
=1,2,...,n) ausser z;,..., %, , verschwinden (wobei aber
auch einige von den letzgenannten k¥ — 1 Zahlen verschwinden
konnen). Weiter sei € die Menge aller Systeme (x, x;, .. ., Z,)
mit (4), welche keine k-Systeme sind, also

n
x; O; + x,
=1

2) Im Sinne der Lebesgueschen Masstheorie.
3) Im Satz 3 tritt diese Verkleinerung nur fiir £ > 2 auf.
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€= z @(@1 .oy ik—l)-

1=i<iy...<tp—_1=n

Ist also ¢(i, ..., t%4—1) bzw. ¢ die Anzahl der Elemente von
€% . . -, tk—1) bzw. von €, so ist
c< > C(ys -+ -y Br—1). (5)
1=i<i< .. . <l 1=n
Gesetzt, fiir geeignet gewéhlte 1y, 4. . . ., 74— sei
iy . . v p—1) > =1 @k (). (6)
Setzt man @; = . so ist ¢(i;. . . ., 24—1) die Anzahl aller Systeme
(Yor Y15 - - -+ Y—1) Mmit
k—1 . 2 4)
0 <Max (g l,...lmal) £t gl?ﬂm T % < pmi iy

Daraus und aus (6) schliesst man (Schubfachschluss): unter diesen
Systemen (yo. - . ., yx—1) gibt es zwei verschiedene (y'y. . . .. ¥'z—1),
(¥ -« -5 Y¥'k—1) mit

’ " 3t
 Max |yi— gl <y
i1=1,...,k—1 t((P(t))_E(T—T)
Durch Differenzenbildung erhélt man ein System (#,, ;. . . ., Zx—1)
mit 5
0 < Max (| &y |,.... | Ze—1) < 3(e(t))>¢—D < @(b),
k—1 1
Elx" ot T < e @H(t) < ke

was der Definition von ¢(v) widerspricht. Also ist (6) falsch und
aus (5) folgt ’

c< (k " 1) =1 (1) < 1 @A(0).

Es gibt also ein System (z,, z;, . . ., %,) aus B, welches nicht zu €
gehort, d. h. es gibt ein k-System (z,, 2y, . . ., z,) mit (4).

Beweis des Satzes 3.

Eg sei 1<k<mn; 6,,..., 0, sei ein eigentliches System.
Nach I (fiir £ = 2) bzw. nach Satz 1 (fiir £ > 2) gibt es zu jedem
t > t, ein (kK — 1)-System z,, 2, . . ., , mit

5 n
Max(lxll,.,,,|x,,|)§_t, zxi@i+x0
=1

< kg
4) Man beachte, dass y, durch ¥, ..., yr_, eindeutig bestimmt ist.
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Wir unterscheiden zwei Fille:
Erster Fall. Esgibt £ — 1 Zahlen 4, .. ., 12— (1 <3y <4, <

< ...<1g—1 < n), so dass es zu jedem hinreichend grossen ¢ ein
System z,, 2, . . .. ¥, gibt mit
i, .. Ty =0, Max (j 2, |, ..., %) S,
n 1 (7)
z z; 0; + X, | << Fi‘:'g'
[i=1

Zweiter Fall. Der erste Fall liegt nicht vor.
Wir behandeln zunéchst den ersten Fall, wobei wir durch
Umnumerierung erreichen, dass

=1, 0, =2, ... G =k—1 (8)

LN -

ist. Es seien . die (irreduziblen) Naherungsbriiche der

% 9 -
regelmassigen Kettenbruchentwicklung der Zahl 6, (¢; > 0). Be-
kanntlich gilt:

List | 20, — y | < , x| =0, so ist %einem?gleich;
I

2| x|

1
2. — < |0, —ps| <

295 +1 gs+1
Man setze ¢ = ¢;+1 — 1; ist s hinreichend gross, so gibt es
erstens Zahlen x,, x,, ..., 2, mit (7), (8). Zweitens gibt es nach I
n—k + 3 Zahlen y,, ¥y, Y&, Yk+1, - - -» Y Mit
0 < Max ([ Y1 |:]?/k|: ! Yr+1 I’ v ! yﬂ,)éh

n 1
Oy +3 0y + 9o | < oy
ik

Ware yp = yk+i =...=y, =0, so wire
‘ 1 1 1
0, | ® 5
y]_:f: ’ | ’y1+y°l<t”—"+2:|y1|t"_"+1<2|?/1|
also ¥ — B fiir ein 7 < s, also
Y% Q -

1 1 1

2q141 = 2¢s+41 ==

—'Widerspruch; also ist mindestens eine von den Zahlen yz, yi+1,
. . ., Yo von Null verschieden.

O+ Y| = 10— | >

Zu unserem ¢ gibt es ein System z,, z,, ..., 2, mit (7), (8).
- Ist @y, 2, . . ., ¥y ein k-System, so sind wir fertig. Sonst ist z; =
= Zp41 = ... = Zp = 0; in diesem Falle bilde man den-Ausdruck

O, + ...+ Onxn + 2+ (O + Oy + ... + Onyn + %),
wobei das Vorzeichen so gewihlt werde, dass x; 4+ y, =+ 0 ist.
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Wird noch &' = 2¢ gesetzt, so bekommt man auf diese Weise

offenbar ein k-System 2z, z,, . . ., 2, mit

n 2 alk, n
Z O;2; + 2, ( )
i=1

<—35<

Max (|2 ],...lz )X ¥, P S ¥ e

womit der erste Fall erledigt ist.

Es liege nun der zweite Fall vor. Dann gibt es ein System
oo rntim1 (156 <y < ... < fz—1 £ m) so, dass (7) fir unen-
dlichviele ¢ > 0 losbar und auch fiir unendlichviele ¢ > 0 unlosbar
ist; ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte (8). Es gibt also
unendlichviele ¢ > {,, sodass (7), (8) fiir ¢ = ¢’ losbar, fir¢ =1¢ + 1
unlosbar ist. Es sei ¢’ eine solche Zahl. Gibt es ein k-System =z, z,,
<. .y &y, sodass (7), (8) mit ¢ = ¢’ erfiillt ist, so sind wir fertig. Sonst

gibt es k& Zahlen x,, ,, . . ., xx—1 mit
L&y .. Xp—1 F 0, Max (|2, |, ..., | @p—1]) < ¥,
k—1 1
-zlxi @i -+ x| < —tm
<

Es gibt weiter ein (k — 1)-System y,, ¥, - - ., Y» mit

n 1 §
Max (|1 ls--lym) S + 1, i;yi9i+yo <“(m)‘,;m'

Nach der Wahl von ¢’ ist %%, . .. yx—1 = 0, also gibt es ein [
mit £ <1< n, y =0. Fir jedes (¢ =1,2,...,k—1) gibt es
wegen z; & 0 hochstens ein a; mit x; + a;y; = 0; also kann man
ein b mit 1 < b < k so finden, dass 2; + by; +=0fire =1,2,.. .,
k—1.Dannist also, z=a; + by; (¢ =0,1,... ,n;2p=... =2, =0)
und 7' = (k + 1) (¢’ + 1) gesetzt, fiir hinreichend grosse ¢’

Max (|2 |- |2 ) S T,
ﬁ:@iz‘_ g E+1 a(k, n)
i=1

< t’n—k+2 Tn—-k+2
und 2y, 2y, . . ., 2, ISt Wegen 2,2, . . . 2x—1 21 & 0 ein k-System.

Beweis des Satzes 2.

Es sei 1 < k < n; ¢(r) sei positiv und wachsend fiir 7> 0,
fiir T — oo sei ¢(r) > o0. Man wihle unendlichviele Briiche

Pls—1,2,. . nl=1,2...)
Qs.1
mit folgenden Eigenschaften: die ¢,; sind Primzahlen,
< <gu<...<@gmu<gqu+a(l=12...;
Qog+1 > 29505 Qri+1 > ANG13920 -« - Gt - Qiets Ind < 2Q15
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P(3qry) > 22—k+D+1 qrig0p. . L Qi1
Psg  Psi+1 1
Qs Qsl+1 | Qsi+1

Die Moglichkeit einer solchen Wahl ist klar, wenn man bedenkt,
dass zwischen x und 2z fiir hinreichend grosse x mehr als » — k

Psy E O (mod gs,);

Primzahlen liegen. Dann setze man fir s =1.2,.. ., »n
@, = lim p”, also | @, — Ps2 | 2 (9)
l=c sl Qs1 I Qs +1

("91, ..., 0, ist ein eigentliches System; denn aus z,0, + ...+
+ 2,0, + z, = 0 folgt fiir wachsendes [

xo—i—xlpll—l—...—l—xnp"’l:O( 1 ): ( lﬁ_)
91, -

910 qn, q1i+1 qn,
Fiir grosse [ ist also die linke Seite gleich Null und durch Multi-
plikation mit ¢1,92; . . . guy bekommt man fir s =1,...,n

n
x,ps,lﬂ giy = 0 (mod ¢,;). also 2, = 0 (mod g,y);
iFe
fiir hinreichend grosse [ ist aber ¢;; > | z, |, also z, = 0 fir s =
=1,...,7n, also auch z, = 0.

Man setze nun §; = Qe — 1> T}q“fur l=1,2,... und man
setze voraus, dass es zu einem [ > 0 ein k- System xo Zys s En
mit (2) gibt. Nach (2) (9) ware

P10 Pnt 2nqra 1

x, — x + x| < -
Y T qnl 0 qii+1 (3qr)"*+1 @(3qrs)

1 1 1
< - :
2910 - - - Gy *3 (Cge)™*+1qia. . @e—10 Qi - - ng
also .
pll pn
z 4z =0.
q” -t Ta Gns +

Es sei ¢ der grosste Index s < » mit x, 3 0; dann ware also c > k
und

p” +....+xcp”’l
q” Ge,l

eine ganze Zahl, also
TePeg Q1921 - - - Ge—14 = 0 (mod g.). also x, = 0 (mod g,);
andererseits aber 0 < | 2. | < #; < gy < ¢.; — Widerspruch.
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Hilfssatze.

Zum Beweis des Satzes 4. brauchen wir drei Hilfssitze, die
jetzt bewiesen werden sollen. Ich bemerke aber gleich, dass diese
Hilfssiatze nicht neu sind: Hilfssatz 1. ist trivial, Hilfssatz 2. kommt
im Wesentlichen in einer Arbeit des Herrn A. Khintchine®) vor,
und den Hilfssatz 3. habe ich schon in einer anderen Arbeit®) be-
wiesen und angewendet.

Hilfssatz 1. Es set gegeben:

1. eine Zahl s > 1;

2. eine Zahl h > 0;

3. ein Punkt’) P =[x, ..., 0] mit rationalen Koordinaten;

4. ein endliches System '

H,,....Hn (10)
von (s — 1)-dimensionalen Hyperebenen.
Dann gibt es eine Gerade G mit folgenden Eigenschaften:
A) G enthilt den Punkt P; G liegt in keiner Hyperebene des
Systems (10).
B) Die Gleichungen von G lassen sich in der Form
?/i@1 +Z|Q;+u3=0(?: = 2’ 3) .. '78)
schreiben, wobei fir jedes ¢ (1 = 2,3,...,8)
(Yi 2, wi) =1, yi>h, 2z +0
g":lt- &
Beweis. Es gibt offenbar s — 1 Zahlen 4 =0 (2 =2, ..., 3),
sodass die Gerade :
(91 - 771) + j’% (@l.‘_ 775) = Oa (i = 2: L2 QU O] S)
die Eigenschaft A besitzt. Man kann dann zu jedem i (¢t = 2, . . ., 8)

zwei Zahlen p;, ¢; mit p; &0, ¢; > h, (pi, ¢;) = 1 so wihlen, dass
auch die Gerade G mit den Gleichungen

6y —m) +%(@i_"7i) =0 (1=2,...,8)
die Eigenschaft 4 besitzt. Ist #; =%—i (b>0) firi=1,...s

so lassen sich die Gleichungen von & auch in der Gestalt

5) A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer Diophantischer Appro-
ximationen, Palermo Rendiconti §0 (1926), 170—195, Hilfssatz 1.

6) V. Jarnik, Uber einen Satz von A. Khintchine, Prace Mathem.
—PFizyczne 48 (1936), 151—166, Hilfssatz 2. ‘

7) Im folgenden werden oft Zahlenisysteme wie [7,, . . ., 7s] als Punkte
des s-dimensionalen Cartesischen Raumes betrachtet. Ein ,,Wiirfel*‘ bedeutet

stets einen achsenparallelen Wiirfel. uM bedeutet das éussere Lebesguesche
Mass der Menge M.
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bqiO; + bpi@; +v; =0 (1 =2,...,3)
schreiben; beachtet man, dass ¢; > h, bp; &= 0, (bgi, bp;, ;)
< (bgi, bpi) = b, so sieht man, dass G auch die Eigenschaft
besitzt.
Hilfssatz 2. Es sei s > 1; ¢(7) set fiir v = 0 wachsend und stetig,
#(0) = 0; g(r) - oo fitr T~ oo. Dann gibt es ein eigentliches System
@, mat folgender Eigenschaft: zu jedem himreichend grossen
gibt es 3 (s — 1) Zahlen yi, z;, ui (1 = 2, . . ., 8) mit folgenden Eigen-
schaften:

1 .
yi>03 Zi:}:O, (y’is 23y u‘l-) =l, | yi@1+zi@¢+?li| << ?, ('I/ == 2, o i e -S')

<
B

Max (| gl 1%l -v | % ls [2a]s 125 ], -0 [ 2 ]) = @(7).

Beweis.8) Wir betrachten zunéchst alle (s — 1)-dimensionalen
Hyperebenen, welche mindestens einen Punkt des Wiirfels

E:0<506;,<1 E=1;...,8)
enthalten und deren Gleichungen sich in der Form

_Zl @O; + ag =0, (Ag, Ay, . . ., @) = 1 (11)
schreiben lassen. Die ganze positive Zahl Max (|a,|,.. .., |as])

heisse der Rang der Hyperebene (11). Offenbar gibt es zu jedem
n > 0 hochstens endlichviele Hyperebenen vom Rang n (da sie den
Wiirfel E schneiden miissen). Es sei y die zu ¢ inverse Funktion.

Man konstruiere nun vier Folgen
Gy, Gy .. smy, Mg, .. Py Py, W, W, L
mit folgenden Eigenschaften:
1. G; ist eine Gerade, deren Gleichungen lauten:
. y,-,,@l + Z«i,,@i + Uij = 0 (@ =2 : i 8);
dabei ist
Yi; >0, zij +0, (Yij, 2z, wiy) =1 (E=2,...,9).
Ist j > 1, so liegt @; in keiner Hyperebene vom Rang < j.
2. my= Max (ym‘, | 2ij [);
=2
y.,+1 > m; fir ¢ = 2,...,s; also mj;1 > m;.
3. P; ist ein Punkt mit ratlonalen Koordinaten, der sow ohl
auf @; als auch auf G, liegt.

4 W; ist ein abgeschlossener Wiirfel mit dem Mittelpunkt P;,
dessen Kante kleiner als

#) Die Systeme [@,, ..., ©s] werden als Punkte eines s-dimensionalen
Raumes gedeutet. :
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1
mip(m; ;1) ,

ist; ist j > 1, so enthélt W; keinen Punkt keiner Hyperebene vom
Rang < j. Weiter ist W, C E, W;., C W,.

Die Moglichkeit einer solchen Konstruktion sieht man durch
Induktion ein:

G, sei die Gerade O, —0; =0 (1 =2, ..., s), also m; = 1;
P, = 1[4, ..., §]. G, sei eine Gerade mit den Gleichungen

Yi2 01 + 220 +uiy =0 (1=2,...,5),
Yo > My, Zip + 0, (Yig Zig ig) =1 (1=2,...,5);
weiter moge G, den Punkt P, enthalten, aber in keiner Hyper-
ebene vom Rang < 2 enthalten sein; das geht nach Hilfssatz 1.

Dadurch ist m, > m, definiert. Endlich sei W, ein abgeschlossener
Wiirfel mit dem Mittelpunkt P, und mit der Kantenlinge

—— W, C E.
my p(ms,) !

Gesetzt nun, fir ein n > 0 seien G, . . ., Gy41; My, o ooy My 11
Py, ... Py Wy, ..., W, den aufgezihlten Bedingungen gemiiss
konstruiert; dann konstruiert man Gy, 42, My 49, Py 41, W41 folgen-
dermassen: Man wihle einen Punkt P,.; mit rationalen Koordi-
naten auf G,.; und innerhalb W,, der in keiner Hyperebene vom
Rang < n + 1 liegt (das geht mnach den Eigenschaften von @, ).
Dann wihle man nach Hilfssatz 1 eine Gerade G,.» durch den
Punkt P, die ein keiner Hyperbene vom Rang < n + 2 liegt
und folgende Gleichungen hat:

Yin+20) + 2in 420 + Uini2 =0 (1=2,...,5s),
Yin+2>My +1, 2420, (yi,n+2, Zin+2; ui,n+2)=1 ("/ =2,..., 8).

Dadurch ist my 42> m, ., definiert. Schliesslich wihle man um den
Mittelpunkt P,,; einen abgeschlossenen Wiirfel Wat1 C W,

dessen Kante < ————— ist und der keinen Punkt keiner
M1 P(My, 12)
.Hyperebene vom Rang < n + 1 enthalt (das geht nach der Wahl
von P,41). Damit ist die Moglichkeit der Konstruktion bewiesen.
Es sei P=[6,,...,0,] der (eindeutig bestimmte) Punkt,
der in allen Wj, also auch in £ liegt. @,, . . ., @, ist ein eigentliches
System; denn sonst miisste P in-eiher Hyperebene ven irgendeinem
Rang j liegen und das geht nicht, da P in W, liegt. Es sei weiter 7
eine positive Zahl mit ¢(r) > 1 = m,; es gibt also ein j > 0 mit
m; < @(7) < mygy, also T < p(mjyy).
Da P in W;j liegt, so ist, P; = [7,. . . ., n,] gesetzt,

1
[ — 05| <

— (t=1,...,38),
" 2mj w(m; ) ( )
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Yiim+2ziin+u; =0 (=2...9),
mi =Y, >0, mi 2|2 £0, (%i,%5uw)=1 (=2,....8),

also
1 1
» .6 . e =92 ...
| 4i,i01 + 2,50 + w5 | < wmye1) < p (2 , ,8)
und
ly,i | S 9(x), 12| S r), 95, >0, |25l £0 (E=2,...,39),
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Hilfssatz 3. Gegeben seien zwer Zahlen: s > 1 und 0,. Es sei A
die Menge derjenigen Punkte [O,, . . ., @5]°) aus dem Einheitswiirfel

W: 056i<1 (1=2,....8),

welche folgende Etigenschaft haben: es gibt umendlichviele Systeme
Zg, Ty, .« - ., Xy ML

d 1
Max |z;| >0, 2:0; + 7| < (12
=28 | ,Zl o ’ Max (| z; |* log? (| i | + 3)) (12)
1=1.2..8
Behauptung: pd = 0.
Beweis. Bei gegebenen z,, z,, ..., #; mit 2’ = Max |z; | > 0
i=2,3,...8

sei E (zy, zy, . . ., ;) die Menge aller Punkte [0, . . . 0] aus W

mit (12); wird x = Max | 2; | gesetzt, so ist offenbar
©=1,2,...,8

2
E (g, ... .0 ———.
d > )= x'x* log?(z+3)
Bei gegebenen z;, @,, . . ., z, gibt es hochstens (2s + 1) * Werte
von z, mit E (%, zy, . . ., 2;) & 0. Die Reihe

2 uE (20,2, ..., %) (v =Max|x)) (13)
Loy TyyeensTyg 1=2,3,...,8
z'>0
wird also konvergent sein, wenn die Reihe

2(2s+1) , '

2V X
x>0

konvergiert; und diese Reihe konvergiert tatsachlich; denn jedem
Wert von z entsprechen O(z*—1) Glieder der Reihe. Aus der Kon-
vergenz der Reihe (13) folgt aber, dass diejenigen Punkte [0, . . .,

?) Wir arbeiten hier also im (8 — 1)-dimensionalen Raum der Punkte
[\029 @a, LU ®8]-
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6,], die in unendlichvielen Mengen E (z,, 2, . . ., 2,) mit 2’ > 0
liegen, eine Menge vom Mass Null bilden.1°)

Beweis des Satzes 4.
Es sei 2 < k < n. Man wihle die Funktion ¢(r) des Hilfssat-

zes 2 so, dass @(r) = log log 7 fiir hinreichend grosse 7 ist und man

wende Hilfssatz 2 mit s = k£ — 1 an. Es gibt also ein eigentliches

System 0, 0,, ..., 0;,_; mit folgender Eigenschaft: zu jedem

hinreichend grossen v gibt es 3 (k — 2) Zahlen Y, 2z, U (0= 2, ...,

k— 1) mit '

CYi>0, 20 F0, (g, zw) =1, |40 + 20, + u | < 1/
(i=2,...k—1), { (19)
Max (| gels-- o |l r—1ls 2], ..., | 26— |) < loglog 7.
Man wihle ein solches System @, ..., @;—;. Diejenigen Punkte

[Of, . . ., O], fiir welche das System 6,, . . ., O, nicht eigentlich ist,
bilden im (» — & 4 1)-dimensionalen Raume eine Menge vom

n
Mass Null; denn aus > a;0, + a, = 0, Max (leg]s..]an])>0
i=1

folgt, dass mindestens eine von den Zahlen gy, ..., a, von Null
verschieden ist (denn @, ..., @ ist ein eigentliches System);
also sind die betrachteten Punkte [@, . .., @,] auf abzihlbarviele
(n — k)-dimensionalen Hyperebenen gebunden, bilden also tat-
sichlich eine Menge vom Mass Null. Nach Hilfssatz 3 (mit s =
=mn—k 4 2) kann man also @, ..., @, so wihlen, dass erstens
das System @,, ..., 0, eigentlich ist und dass zweitens die Un-
gleichungen
1

Max | v | > 0, | »,0, + nv-@- v | <
i |16, g,, it Max (|o;|»—%+2 log([v;| +3))
i=Lk,....,n

hochstens endlichviele Losungen in v, v, vy, . . ., v, haben. Daraus
folgt, dass fiir hinreichend grosses 4 die Ungleichungen

1
2/n—k+2]ogi]
(15)
iiberhaupt keine Loésung in vy, v, v, ..., v, besitzen. Um den

n
O<.M:,x o IS4, |0 <4, |96, + Zkvi@t' + <
i=k,..,n i=

10) Beweis: Ist f:,uN,. konvergent und ist N die Menge derjenigen
Punkte, die in uner?djilchvielen‘ Mengen N, liegen, so ist N ci Np, also
uN < %"N" fiir jedes k£ > 0, also uN = 0. i
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Satz 6 zu beweisen, geniigt es zu zeigen: ist ¢ hinreichend gross, so

gibt es kein k-System z,, ,, . . ., ¥, mit
, ‘ .
Max (| 2, |, ....| 2 |) < 8, Z:v,@‘—l— , —Wlo—gb_t (16)
Gesetzt, (16) sei fiir ein lc- System Zy, X4, - - ., n wahr; daraus wol-

len wir fiir hinreichend grosses ¢ einen Widerspruch herleiten. Nach
Voraussetzung gibe es ein I mit £ < I < n, 2; == 0. Man wihle ein
System i, zi, u; (1 =2,..., k— 1), sodass (14) mit v = e*, also
loglog v = log t gilt (alles Fiir hinreichend grosse t). Man multi-
pliziere (16) mit 2,2, . . . 2;—; und benutze (14) (mit v = ¢t); dadurch
bekéme man

k—1 k—1

k—1
| 6 (xll—lz ?j — 22 xzywﬂz; +Z O;x; sz + |
j= i= j=2
iFi
- (k—2)tlogk—2¢ (log t)*—2 .
et tn—k+ 2 (log t)(n—k+ 3)(k—1)+3
ot
f—k+2 (log ¢)n—k+0—1+3

(17)

Setzt man also

A=tlogk—1¢ > (k— 1) tloghk—2¢,
und setzt man v; (¢ = 1, k, . . ., n) gleich dem Koeffizienten von 6;
im Ausdruck (17), so wire erstens v, + 0, zweitens

0<Max|v,|<& (o | < A | 9,6, + zv,O + v, <
& 1 - 1
I—Eitlogiy — 2pFrElogi i’
also ware (15) wahr, was fiir hinreichend grosses ¢ den gesuchten
Widerspruch liefert.

*

0 pi‘lbhinem fefeni rovnice x, @+ ...+ ¥, @, + ¥ = 0 celymi
&isly.

(Obsah piedeslého élanku.)

Mal4 latinskd pismena necht znamena]l cela &isla. Jsou-li

0,, ..., 0, realns ¢&isld, potom plati, jak znamo, tyto véty:
I Pro kazde ¢t > 0 majf nerovnosti
O <Max(lml o w) <t (3 a0t <o )
i=1 :
Teseni.
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Tedy tim spiSe: : :
IT. Pro nekone¢né mnoho ¢ > 0 maji nerovnosti (1) Fedeni.

Je zndmo, Ze exponent — 7 nelze ani ve vété I ani ve véts IT
sniziti.

V tomto élanku vySetfuji, jak je nutno modifikovati véty
L II. jestlize pozadujeme, aby aspoii k &isel z; (1 < i < n) bylo
od nuly riznych. Pro k = 1 mame véty I II. Je-li 1 <k < n,
Ize hlavni vysledek vysloviti zhruba asi takto: exponent — 7 je
nutno ve vété I nahraditi exponentem — (n — &k + 1) a ve véte I1
exponentem — (n —k 4- 2); Zadny z téchto exponentit nelze
sniZiti. (Presné je vysledek vysloven ve vétach 1. az 4.)
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Charakter mnoZiny.
J. Noviak, Brno.
(Doslo 11. prosince 1936).

V Mengerové Dimensionstheorie je uvedena pozniamka, Ze
charakter kompaktni mnoZiny v separabilnim prostoru je spodetny
(str. 73). Pan Frankl, jenz tuto poznadmku vyslovil. poznal, ze
u nekompaktnich mnozin nemusi tomu tak byti. V tomto élanku
dokéZeme nutnou a postadujici podminku, aby charakter podmno-
Ziny metrického prostoru byl spoéetny. Charakter bodu v Haus-
dorffové prostoru byl ponejprv definovin P. Alexandrovem
a P. Urysohnem (Mémoire sur les espaces topologiques compacts
str. 2). Na definici charakteru mnoziny mne upozornil prof. Cech.

Okolim mnoziny A4 v topologickém prostoru rozumime
kazdou otevienou mnozinu, jez obsahuje mnoZinu 4. Systém S
okoli mnoziny 4 nazveme Gplnym, jestlize kazdé okoli mnoziny 4
obsahuje néjaké okolf ze systému &S. Mezi aplnymi systémy okoli
mnoziny A existuje -asponi jeden o nejmensi mohutnosti. Tuto
mohutnost nazveme charakterem mnoZiny 4 a oznadime ji y(4).
Je patrné, Ze y(4) = 1 tehdy, kdyZ mnozina 4 je oteviena. To je
také jediny piipad koneéného charakteru. Nejblize vysii charakter
jé pak ¥,.

V metrickém prostoru P plati tato véta:

Charakter mnoZiny M C P je spodetny (t. j. roven 1
nebo ¥,), kdyz a jen kdyz

M=K + @G,
kde K je kompaktni a @ je oteviend mnozina.

Tuto vétu muZeme vysloviti také takto:

Charakter mnoZiny M C P je spoéetny, kdy% a jen
kdyZ mnozina M mé kompaktni b¥eh.?)

DokaZme nejprve, Ze ob& véty jsou ekvivalentni.

1) t. j. mno¥ina M .M . P— M; v. Cech, Bodové mno#iny I, str. 56.
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Necht M=K + Q
je rozklad mnozZiny M na kompaktni a otevienou &ast. Bieh B(M)
je ta ast hranice mnoziny M, jez naleif do M; nema tedy Zadného
bodu spoleéného s otevienou G. Proto B(M)=M . P — M . K.
Mnozina B(M) je tudiz kompaktni, nebot je prinikem uzaviené
a kompaktni mnoZiny.

Plati-li naopak véta druhd, pak rozklad mnoziny M vypada
takto; M = B(M) + (M — B(M)).

Tim je ekvivalence obou vét dokazana.

Dokazme nyni prvni vétu.

Je-li M =9, pak je véta ziejmé. Piredpokladejme tedy. ze
mnozina M neni prizdna.

Je-li (M) =1, pak mnozZina M je oteviena a da se takto
rozloZiti na kompaktni a otevienou éast:

=(zx)+ M, xe M.
Necht nyni y(M) = %,. Bud
6 Gl’ G25 G‘l
spocetny tplny systém okolf mnozmy M Dokazme Ze bieh B(M )
mnoziny M je kompaktni, tedy, Ze v kazdé posloupnostl bodu

z B(M) existuje vybrana posloupnost, jez konverguje k nékterému
bodu z biehu B(M).

Bud {x,}n~1 bodovi posloupnost v B(M). Zvolme v komple-
mentu P — M posloupnost bodd {y,},~1 tak, aby

i , 1
Yn € Bl Gi — M a vzdalenost o(%y, ¥n) < w

Takové body y, existuji nebot' v libovolné vzdélenosti od bodu z,
se nachazeji body z H G; — M. Mnozina z(yn) neni uzavieni,

n=1
nebot’ jinak by okoli P — Z(yn) mnoziny M neobsa,ho_valo Zadné
okoli G,, takZe & by nebyl nl’I};lny systém okoli mnoziny M. Proto
existuje?) bod y € P, jeni je limitou bodové posloupnosti {y }i=1
vybrané z {yu}n-1. Ty% bod je limitou posloupnosti {zs}i=1s
takZze y e M . P — M. Kdyby bod y nendlezel do mnoZiny M, pak
by okoli P — i (yn;) — () mnoiiny M neobsahovalo Zadné

- okoli G, takie system S by nebyl Gplny. Proto ye M. M. P — M
= B(M). Mnozina B(M) je tudiz kompaktni. .

%) To vyplyvé z véty 8-2-1, 1. e. 1) str. 40.
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Predpoklddejme nyni, Ze mnozina M je souétem kompaktni
a oteviené mnoziny M = K + G. Je-li K = 0, pak M je oteviend
a y(M) = 1. V opaéném piipadé je systém

S = Elo(z, K) < 1] + G, Elo(x, K) < }] + G,
Efp(x. K) < 4] + G, ...

uplny systém okoli mnoziny M. Vskutku, je-li H okolim mnoziny M,
" pak je KC H a protoze H je oteviena, je H. P —H.K = 0.
Proto vzdalenost?3)

oK, H.P—H)=6>0,

I 1
5 e zE[g(x, K) < R] Y GCH.

Poznéamka. Charakter mnoZiny A je topelogicks vlastnost,
nebot’ uplny systém okoli mnoziny A prejde homeomorfnim zobra-
zenim f zase v Gplny systém okoli mnoziny f(4); plati tedy uvedena,
véta v metrisovatelnych prostorech, zejména také v prostoru, jejz
Menger nazval separabilnim.

V_metrickém prostora P plati tyto dvé véty, které dokazal
prof. Cech:

Charakter kazdé uzaviené podmnoZiny prostoru P
je spodetny, kdyz a jen kdyz

P=K+J,
kde K je kompaktnia J je isolovana mnozina.

Jiné znéni této véty je toto:

Charakter kaZdé uzaviené podmnozZiny prostoru P
je spoletny, kdyZ a jen kdy% derivace prostoru P je kom-
paktni. '

Plati-li prva véta, pak derivace prostoru P je ¢asti mnoziny K,
a, jakoZto uzaviena, je také kompaktni. Ma-li naopak prostor P
kompaktni derivaci P’, d4 se tento, rozloziti na kompaktni P’
a isolovanou P — P’.

Dokazme vétu v prvém tvaru.

Oznadme J mnoZinu vSech isolovanych boda prostoru P a pro
nepfimy dikaez predpokldadejme, Ze v P —J existuje bodova
posloupnost {x,}n=1, z % se ned4 vybrat konvergentni. Uzaviena

takze ’pro m >

mnozina > (@) je pak svym vlastnim bfehem; jenz ma podle
=1

pf'edpoklandu spodetny charakter. Podle pfedeslé véty je mnoZina

> () kompiiktiif. To je spor.

n=1

3) L. c. ) str. 107, v&ta 17-3-4.
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Je-li nyni F uzaviena podmnoZina prostoru P = K + J,
pak jeji bieh, jenz je identicky s jeji hranici, nalezi do mnoziny K,
takZe je kompaktni. Podle predeslé véty je charakter mnoziny F
spodetny.

Charakter ka%dé podmnoZiny prostoru P je spo-
tetny, kdyz a jen kdyZz prostor ma koneény poéet hro-
madnych bodiu.

Dikaz. Necht charakter kazdé podmnoZiny prostoru P je
spotetny. Pro nepfimy diukaz predpokladejme, ze existuje neko-
neéné mnoho hromadnych bodi. MuZe nastat jeden z obou téchto
piipadii: bud se dé z téchto hromadnych bodt vybrat konver-

gentni posloupnost {;}n-1 s limitou = +a,, (n =1,2,3,...),
nebo existuje posloupnost {z,}n-1 hromadnych bodu, z mz se

neda vybrat konvergentni. V obou pifpadech je mnoZina Z (x,,)

svym vlastnim biehem, ]enz nenf kompaktni, takze podle prve

véty je charakter mnoziny z (xn nespodetny. To je spor.

Ma-li naopak prostor P koneény podet hromadnych bodu,
pak bieh kaZdé mnoziny M je koneény, tedy kompaktni. Cha-
rakter x(M) je tudiz spoletny.

Brno, topologicky seminar, 1936.

Uber den Charakter von Mengen.
(Auszug aus dem vorangehenden Artikel)

Ein System S bestehend aus Umgebungen einer Menge A4
in einem topologischen Raum nennt man vollstindig, wenn jede
Umgebung der Menge 4 eine Umgebung aus dem System S als
Teilmenge enthalt. Es gibt ein vollstandiges System & mit der
kleinsten Michtigkeit. Diese Machtigkeit heisst Charakter der
Menge A. ‘

In jedem metrisierbaren Raum P gilt folgender Satz:

Der Charakter einer Menge M C P ist dann und nur
dann abzahlbar, wenn die Menge M einen kompakten
Rand hat.

Herr Prof. Cech hat folgende zwei Korollare bewiesen:

Der Charakter jeder Teilmenge des Raumes P ist
dann und nur dann abzahlbar, wenn der Raum eine end-
liche Ableitung besitzt.

Der Charakter jeder abgeschlossenen Teilmenge
des Raumes P ist dann und nur dann abzahlbar, wenn_
der Raum P eine kompakte Ableitung hat.
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Quadratische Tranformationen und Kegelschnitt-
Dreiecksnetze.

W. Sehmid, Briinn.
(Eingegangen am 11. Juni 1936.)

1. Aus den geradlinigen Dreiecksnetzen einer Ebene x lassen
sich Kegelschnitt-Dreiecksnetze einer Ebene .z’ ableiten, indem
man x mittels einer quadratischen Punkt-Transformation auf 7’
abbildet. Den verschiedenen Typen der quadratischen Transfor-
mationen entsprechen verschiedene Klassen der so gewonnenen
Kegelschnitt-Dreiecksnetze. Die quadratischen Transformationen
zwischen zwei Ebenen sind entweder rational, also (m, 1)-deutig,
wobei m nur die Werte 1, 2, 3,4 annehmen kann, oder nicht
rational und dann (2, 2)-deutig.!) Bei den rationalen Transfor-
mationen koénnen die Falle mit m < 4 als Sonderfille des allge-
meinen Falles m = 4 aufgefaBt werden. In den mir bekannt gewor-
denen Untersuchungen iiber ebene Kegelschnitt-Dreiecksnetze
sind durchwegs solche behandelt worden, die sich mittels ratio-
naler quadratischer Transformationen aus geradlinigen Dreiecks-
netzen ableiten lassen. Ist némlich die quadratische Transfor-
mation m — ' rational, so entspricht den Geraden von #’ in #
ein lineares Kegelschnitt-System zweiter Stufe B; denn
die allgemeine Transformation dieser Art kann geradezu dadurch
bestimmt werden, daBl man den Geraden von zn' die Kegelgchnitte
eines Systems B von x kollinear zuordnet.?) Den Geraden von =
dagegen entspricht in #’ ein im allgemeinen nicht lineares System
von o0? Kegelschnitten. Dieses System I' ist eines der drei
Systeme von je o? Kegelschnitten, die eine beliebige
ebene Kurve dritter Klasse an je drei Stellen beriihren.
In dem linearen co%-System B sind nédmlich co! zerfallende Kegel-
schnitte enthalten, deren Doppelpunkte die Hessesche Kurve
dritter Ordnung % von B erfiillen. Thnen entsprechen in =’ oo!

1) R. Ragonesi, Catania Atti Acc. Gioenia (5) 18 (1931), Nr. XXTIII.
2) Siehe etwa R. Sauer, Math. Ann. 106 (1932), S. 725.
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Geraden, welche eine Kurve ¢ umbhiillen. Diese Kurve ¢ ist von
der dritten Klasse.?) Denn den Geraden eines Strahlenbiischels
von n' entsprechen in n die Kegelschnitte eines Biischels von B,
von welchen drei zerfallen. Eine beliebige Gerade g von & schneidet
h in drei Punkten. Diesen entsprechen drei Beriithrungspunkte
des der Geraden g in ' zugeordneten Kegelschnitts von I" mit der
Kurve c%) und es laBt sich auch zeigen, daBl das System I" tatsachlich
mit einem der drei Berithrungssysteme von ¢ identisch ist.5)

Mittels der rationalen quadratischen Transformationen ge-
langt man demnach zu Dreiecksnetzen aus Kegelschnitten ent-
weder eines linearen Systems zweiter Stufe B®) oder eines
Berithrungssystems I' einer Kurve dritter Klasse.?) Um-
gekehrt kann jedes in einem solchen System B oder I" enthaltene
Kegelschnitt-Dreiecksnetz durch eine rationale quadratische Trans-
formation aus einem geradlinigen Dreiecksnetz gewonnen werden.
Es geht dies aus den Arbeiten von R. Sauer®) bzw. W. Schmid?)
hervor. v

Die mittels der nicht rationalen, (2, 2)-deutigen quadrati-
schen Transformationen € zwischen zwei Ebenen aus geradli-
nigen Dreiecksnetzen ableitbaren Kegelschnitt-Dreiecksnetze sind
Gegenstand der folgenden Untersuchung. Es wird zunachst das
Kegelschnittsystem X charakterisiert, in welches das Geraden-
feld einer Ebene durch eine solche Transformation  iibergeht. Die
aus Kegelschnitten von X' gebildeten Dreiecksnetze erweisen sich
als reine Dreiecksnetze auf einer zweiblattrigen Flache vom
Zusammenhang einer Flache zweiter Ordnung..Innerhalb des
zweiparametrigen Systems X werden ferner die einparametrigen
Systeme bestimmt, deren Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen
anordnen lassen. und schlieBlich werden Angaben iiber die von den

- Kegelschnitten eines solchen einparametrigen Systems einge-
hiillte Kurve gemacht.

2. Jede quadratische (2, 2)-deutige Punkt-Transformation
zwischen zwei Ebenen #', #” kann (bis auf Kollineationen und auf

3) Bei R. Sauer, a. a. 0. 8. 729 ist die Gleichung dieser Kurve, die
dort H* heiflt, bestimmmt.

4) Vergl. etwa R. Baldus, Math. Ann. 72 (1912), S. 9.

8) Vergl. W. Schmid, Monatsh. f. Math. u. Phys,, 45 (1936), S. 13—20.

%) Uber Dreiecksnetze aus Kegelschnitten eines linearen Systems
zweiter Stufe siehe: O. Volk, Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss. 1929,
S. 132—134. — R. Sauer, Math. Ann. 106 (1932), S. 729. — O. Baier,
Jahresber. d. DMV 42 (1932), S. 30-31. — K. Strubecker, Monatsh. f.
Math. u Phys. 89 (1932), S. 395—398. — R. Sauer-0O. Baier, Jahresber.
d. DMV 48 (1933), S. 153—162. — W. Schmid, Monatsh. f. Math. u.
Phys. 40 (1933), S. 411--417.

7) Uber Dreiecksnetze aus Kegelschnitten, welche eine Kurve dritter
Klasse an je drei Stellen beriihren, siehe: R. Sauer-O. Baier, a. a. O.
S. 161-162. — W. Schmid, 5).
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unendlich viele Arten) mittels einer Flache zweiter Ordnung @
hergestellt werden, die aus zwei Punkten O,, auf die Ebenen n’
bzw. n” projiziert wird, worauf man solche Punkte von z’, z” einan-
der zuordnet, die Projektionen ein und desselben Punktes von @
aus 0, bzw. O, sind.8) Wiren 4, , die Polarebenen von O, , beziig-
lich ¢, d ihre Schmtthme Uy, die Schnltte von ¢ mit d, 5, so sind
die Projektionen w15 VON U,y , aus O, auf &’ zwei Kegelschmtte die
sich an zwei Stellen berithren und der RiB 0’; von O, ist der
gemeinsame Pol der Beriihrungssehne d’ beziiglich w’;,. Die Pro-
jektion irgend einer Geraden g” von n” aus O, auf ¢ ist ein Kegel-
schnitt g; dessen Ri} aus O, auf =’ ist ein Kegelschnitt g’, welcher ',
an zwei Stellen berithrt und in zweien seiner Schnitt-
punkte mit %', Tangenten durch 0'; be31tzt Sind umge-
kehrt ', zwei vorgegebene Kegelschmtte von &', die sich an
zwei Stellen beriihren, und ist O’, der gemeinsame Pol der Beriih-
rungssehne d’, so gibt es, wie man sich leicht iiberzeugt, oo® Kegel-
schnitte g¢’, welche u’ 1 an zwel Stellen beriihren und in zweien
ihrer Schmttpunkte mit «', Tangenten durch O’;, besitzen. Das
System X dieser Kegelschnitte 1aBt sich stets durch eine quadra-
tische, im allgemeinen (2, 2)-deutige Transformationen € in das
Geradenfeld einer Ebene n” iiberfiihren. Soll namlich eine hiezu
geeignete Transformation € bestimmt werden, so kann man den
Punkt O, auBerhalb von ' und eine Fliche zweiter Ordnung ¢,
welche dem Kegel (0,, »';) lings u", eingeschrieben ist, beliebig
withlen. Der Kegel (0,, u',) berithrt dann ¢ an zwei Stellen, so daB3
sein Schnitt mit ¢ in zwei Kegelschnitte zerfallt. Von diesen ist
einer als Kegelschnitt %, zu wahlen. Ist d, die Ebene von u,, O,
der Pol von 8, beziiglich ¢, so ist O’y der Rifl von O, aus O,. Der
Kegel, der einen Kegelschnitt g’ von X aus O, projiziert, beriihrt
dann ¢ in zwei Punkten und sein Schnitt mit ¢ zerfallt in zwei
Kegelschnitte g, ,, deren Ebenen wegen der beiden Tangenten
durch O, diesen Punkt enthalten. Wahlt man dann als n etwa die
Ebene §,, so sind die Projektionen von g; , aus O, auf n" zwei Ge-
raden g”, ,, und es ist in der Tat eine Korrespondénz (2, 2) zwischen
den Ebenen zn’,n" hergestellt, bei welcher den Kegelschnitten
von X' die Geraden von z” entsprechen. Es gilt demnach

Satz 1: ,,Sind «',, zwei Kegelschnitte der Ebene
die sich an zwei Stellen beriihren, und ist 0’; der Pol der
Beruhrungssehne bezugllch 'y, SO bllden die Kegel-
schnitte ¢’ von a/, welche %', an je zwei Stellen beriihren
und in zweien ihrer Schmttpunkte mit %', Tangenten
durch 0O’y besitzen, ein zweiparametriges System 2z,
welches durch eine quadratlsche im allgemeinen (2, 2)-

8) G. Marletta, Rendiconti di Pelermo 17 (1903), S. 183.
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deutige Transformation der Ebene #’ in das Geradenfeld
einer *Ebene a" iibergefithrt werden kann. Umgekehrt
gehen bei jeder (2, 2)-deutigen quadratischen Transfor-
mation einer Ebene z” in eine Ebene #n’ die Geraden von
n" in ein solches Kegelschnittsystem X iiber®.

Soll das Kegelschnittsystem X allgemein sein, d. h. nicht
so degenerieren, dafl es auch als Sonderfall des Typus B oder I
angesehen werden kann, also durch eine rationale quadratische
Transformation aus einem Geradenfeld ableitbar ist, so miissen
die Punkte O, von einander verschieden sein und es darf keiner
von ihnen der Fliche ¢ angehoren. Ferner darf O, nicht Punkt
von 7', Oy nichi Punkt von =" sein. Die Fliache ¢ selbst mul} eine
eigentliche Fliche oder ein Kegel zweiter Ordnung sein, darf also
nicht in zwei Ebenen zerfallen. Fiir die Kegelschnitte ', ,, durch
welche das System X bestimmt ist, folgt hieraus: »’; mufl entweder
ein eigentlicher Kegelschnitt oder ein Geradenpaar, darf also nicht
Doppelgerade sein. Bei nicht zerfallendem u’; mul %', entweder
ein ebenfalls nicht zerfallender Kegelschnitt oder eine Doppel-
gerade sein, welche aber als einfache Gerade nicht Tangente von
u'y sein darf. Ist »';, ein Geradenpaar mit dem Doppelpunkt §’,
so muBl u', entweder ein Geradenpaar mit demselben Doppel-
punkt 8’ oder eine Doppelgerade durch S’ sein.

3. Einem geradlinigen Dreiecksnetz der Ebene n” entspricht
bei der Projektion aus O, auf ¢ ein aus Kegelschnitten von ¢
gebildetes Dreiecksnetz. Dabei geht jeder Knotenpunkt des
Dreiecksnetzes in #” in zwei Knotenpunkte des Dreiecksnetzes
auf @ iiber. AuBer den Knotenpunkten weisen die an dem Drei-
ecksnetz beteiligten Kegelschnitte von ¢ keinerlei Schnittpunkte
auf. Durch Projektion dieses Kegelschnitt-Dreiecksnetzes von ¢
aus O; nach n’ gelangt man zu einem Dreiecksnetz aus Kegel-
schnitten von Z. Da aber die Beziehung zwischen den Punkten
von ¢ und ihren Projektionen aus O, auf ' (2, 1)-deutig ist, weisen
die an dem Dreiecksnetz von X beteiligten Kegelschnitte auBer
den Knotenpunkten noch ,,scheinbare“ Schnittpunkte auf. Die
Beziehung zwischen den Punkten von ¢ und =’ laft sich nun
eineindeutig machen, indem man die Ebene ' mit zwei Bléat-
tern iiberdeckt, welche lings %', in einem Riickkehr-
schnitt, also wie in einer Falte, zusammenhédngen. Man kann
diese zweiblattrige Flache n' durch eine Deformation von ¢ er-
halten, bei welcher jeder Punkt P von ¢ auf seinem Projektions-
strahl O, P in das entsprechende Blatt der Bildebene 7’ hineinriickt.
Die zweiblattrige Fliche n' ist demnach vom Zusammenhang der
Flache zweiter Ordnung ¢. Auf der zweiblattrigen Flache n" sind
dann die durch die (2, 2)-deutige quadratische Transformation
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gewonnenen Kegelschnitt-Dreiecksnetze reine ,,Sechseckgewebe
im Sinne von W. Blaschke.?) Es gilt demnach

Satz 2: ,,Durch eine (2, 2)-deutige quadratische Trans-
formation zwischen zwei Ebenen #n', n” gehen die geradli-
nigen Dreiecksnetze von n” in Dreiecksnetze aus Kegel-
schnitten des zugehorigen Systems X von n’ iiber. Auf
. der zweiblattrigen Flache z’, deren Blatter langs des
Kegelschnitts #';, in einem Riickkehrschnitt zusammen-
hangen, weisen die Kegelschnitte des Dreiecksnetzes
keine Schnittpunkte auf auBer den Knotenpunkten.
Umgekehrt laf3t sich jedes Dreiecksnetz aus Kegel-
schnitten eines Systems X der Ebene z’ mittels einer
(2, 2)-deutigen quadra,tischen Transformation aus einem
geradlinigen Dreiecksnetz einer Ebene #z” herleiten®.

4. Aus den oo? Kegelschnitten eines Systems X2 konnen ge-
wisse einparametrige Systeme herausgegriffen werden, deren
Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen anordnen lassen.
wahrend umgekehrt die Kegelschnitte eines jeden in X enthaltenen
Dreiecknetzes einem von diesen einparametrigen Systemen ange-
hoéren miissen. Denn die Kegelschnitt-Dreiecksnetze von X' gehen
nach Satz 2 durch eine Punkttransformation aus geradlinigen
Dreiecksnetzen eines ebenen Feldes n” hervor. Nach H. Graf und
R. Sauer!®) aber umhiillen die an einem ebenen, geradlinigen
Dreiecksnetz ‘beteiligten Geraden stets eine Kurve dritter Klasse,
die auch zerfallen kann, und umgekehrt lassen sich die Tangenten
einer solchen Kurve stets nach Dreiecksnetzen anordnen. Die
erwihnten einparametrigen Systeme entsprechen also den Tan-
genten der Kurven dritter Klasse von z". Es fragt sich nun, in
welcher Weise sie sich innerhalb von X charakterisieren lassen.
Es ware zundchst der Kegelschnitt %', nicht eine Doppel-
gerade. Dann kann dies am einfachsten durch Angabe der Kurven
geschehen, welche Ort der Pseudo-Mittelpunkte der zu diesen
Systemen gehorigen Kegelschnitte sind, wenn als pseudo-un-
eigentliche Gerade von n’ die Gerade durch O’, parallel d’ ge-
wiahlt wird. Denn jeder Punkt von =’ ist dann Pseudo-Mittelpunkt
eines einzigen Kegelschnitts von Z. Einem einparametrigen Kegel-
schnittsystem von X, dessen Kegelschnitte sich nach Dreiecksnetzen
anordnen lassen, entsprechen nun bei der Projektion aus O, oo!
Kegelschnitte von ¢, deren Ebenen durch O, gehen, also einen Ke-
gel » umhiillen. Andererseits aber lassen sich die Spuren dieser
Ebenen in z; nach Dreiecksnetzen anordnen. Nach déem oben an-
gefilhrten Graf-Sauerschen Satz ist also dieser Kegel von der

9) Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 151.
10) Vergl. H. Graf und R. Sauer, Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss.
1924, S. 128
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dritten Klasse. Von seinen Ebenen gelangt man nun in folgender
Weise zu den Pseudo-Mittelpunkten der Kegelschnitte von X'
Es wire e die Schnittlinie einer Ebene ¢ des Kegels mit d,. Dann
ist also die Einhiillende (e) der Geraden e eine Kurve dritter Klasse.
E wiare der Pol von e beziiglich u,. Der Ort (E) ist also eine Kurve
dritter Ordnung. Dabei entsprechen drei Tangenten von (e), die
durch einen Punkt gehen, drei Punkte von (%), die in einer Ge-
raden liegen. Sei weiter O der gemeinsame Pseudo-Mittelpunkt
von ¢ und u,, fir die Ebene durch O, O, parallel d als pseudo-
uneigentliche Ebene. Dann ist der Pseudo-Mittelpunkt M des in
der Ebene ¢ liegenden Kegelschnitts von ¢ der Schnittpunkt von e
mit der Geraden OE. M entspricht daher dem Punkt E in einer
involutorischen, birational-quadratischen Transformation
von 9,, fir welche O und die pseudouneigentlichen Punkte U,,
von u, die Fundamentalpunkte sind. Der Ort (M) von M ist dem-
nach eine Kurve sechster Ordnung mit dreifachen Punkten in
0, U,,. Sie ist wegen der eineindeutigen Beziehung auf die ebene
Kurve dritter Ordnung (£) im Allgemeinen vom Geschlecht 1,
kann aber auch zerfallen: Drei Punkten von (E), die in einer Ge-
raden liegen, entsprechen dabei drei Punkte von (M), die auf einem
Kegelschnitt durch die Fundamentalpunkte O, U,, liegen. Die
Projektion aus O, nach =z’ schlieBlich ist eine Pseudo-Parallel-
projektion, bei welcher der Pseudo-Mittelpunkt eines Kegelschnitts
in den des Bild-Kegelschnittes iibergeht. Daher gilt

Satz 3: ,In der- Ebene des Kegelschnittsystems X,
dessen Kegelschnitt %', nicht in eine Doppelgerade zer-
fallt, werde die Gerade durch O’y parallel d’' als pseudo-
uneigentliche Gerade eingefiihrt. Der gemeinsame Pse-
udo-Mittelpunkt von u’,, sei mit O, die pseudo-unei-
gentlichen Punkte von ', seien mit U’;, bezeichnet.
Die Kegelschnitte des Systems X, deren Pseudo-Mittel-
punkte auf einer (nicht zerfallenden oder zerfallenden)
Kurve sechster Ordnung liegen, welche die Punkte O’
und U’;, zu dreifachen Punkten besitzt, lassen sich nach
Dreiecksnetzen anordnen. Umgekehrt liegen die Pseudo-
Mittelpunkte der an einem Dreiecksnetz von X betei-
ligten Kegelschnitte stets auf einer solchen Kurve. Die
Pseudo-Mittelpunkte dreier Kegelschnitte des Drei-
ecksnetzes,diesichineinem seiner Knotenpunkte schnei-
den, liegen dabei stets auf einem Kegelschnitt durch
01, U'Lg“- ,

Tritt der in Satz 3 ausgeschlossene Fall ein, daB ', die doppelt
zéhlende Gerade d’ ist, so fallen die Pseudo-Mittelpunkte der
Kegelschnitte von X alle auf diese Gerade. Dagegen bleibt die
Pseudo-Mittelpunkts-Konfiguration der den Kegelschnitt-Drei-
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ecksnetzen von X auf ¢ entsprechenden Dreiecksnetze in der
Ebene 6, erhalten. Sie kann in einfacher Weise nach zn’ projiziert
werden, wenn als Zentrum dieser Hilfsprojektion einer der beiden
auf O,, 0, gelegenen Eckpunkte des vollstindigen Vierseits ge-
wihlt wird, dessen iibrige vier Eckpunkte die in der Ebene O, 0,. O,
liegenden Punkte von u,, sind.

5. Der Kurve 7" 3. Klasse und im allgemeinen 6. Ordnung
und vom Geschlecht 1, welche von den Geraden des Dreiecksnetzes
in 7" eingehiillt wird, entspricht in =z’ eine von den Kegelschnitten
des Dreiecksnetzes (auller dem Kegelschnitt «',) eingehiillte.
Kurve 7', welche auf der zweibliattrigen Flache =’ jene Gebiete
von einander trennt, durch deren Punkte es drei reelle bzw. einen
reellen und zwei konjugiert imaginare Kegelschnitte von 2 gibt,
deren Pseudo-Mittelpunkte auf der Pseudo-Mittelpunktskurve des
Dreiecksnetzes liegen. Die Projektion von r” aus O, auf ¢ ist eine
Raumkurve r 12. Ordnung mit 18 Riickkehrpunkten, welche
den 9 Riickkehrpunkten von 7” entsprechen. Die Anzahl der
scheinbaren Doppelpunkte von r 1a8t sich direkt bestimmen und
es ergibt sich, wie hier nicht ausgefiihrt werden soll, dafi die Hiill-
kurve ' des Dreiecksnetzes von Xim allgemeinen 12. Ord-
nung, 18. Klasse und vom Geschlecht 7 ist, 30 Doppel-
punkte und 18 Riickkehrpunkte besitzt.

*

Kvadratieké transformace a trojihelnikové sité kuZelosedek.
(Obsah predeslého élanku.)

Ze znamych piimkovych trojihelnikovych siti roviny =z lze
odvoditi trojihelnikové sité kuzeloseéek v roving =, kdyz
rovinu z zobrazime na rovinu #’ kvadratickou transformaci.
Riznym typuim kvadratickych transformaci odpovidaji rtzné
tiidy takto ziskanych trojahelnikovych siti kuZelosetek. Pokud
jest mi znamo, byly vySetfovany pouze takové typy trojahelni-
kovych siti kuZelosetek, které lze z piimkovych odvoditi racio-
nalnimi kvadratickymi transformacemi. Predmétem tohoto po-
jednani jsou trojahelnikové sité kuZelosetek, které lze odvoditi
z piimkovych kvadratickymi transformacemi nikoliv racional-
nimi, tedy (2, 2)-znaénymi.

vahy jsou uvedeny prostorové tak, Ze se kvadraticka
(2, 2)-znaéna transformace vytvori kvadrikou ¢, kterd se promita
ze dvou bodu O,, O, na roviny =n’, ", naceZ jsou k sobé prifazeny
ony body rovin zn’, n”, které jsou priméty jednoho a téhoz bodu
kvadriky ¢ z bodua O,, 0,. Touto transformaci pfechazeji primkové
trojuhelnikové sité roviny =" v trojihelnikové sité kuzelosedek,
které patii k jistému systému X o dvou parametrech v roviné =’.
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Tento systém lze charakterisovati takio: Jsou-li u';. ', dvé kuZzelo-
se6ky v roviné n' dvojnisobné se dotykajici a O’y pdl tétivy d’.
ur¢ené dotyénymi body. vzhledem k obéma kuZelosetkdm, tvoii
kuzelosetky ¢’ v roviné n’, které se dotykaji kuzelosetky ', ve
dvou bodech a jejichz te¢ny ve dvou pruseéicich s kuzelosed¢kou u’,
jdou bodem O’,, takovy systém Z. V tomto systému lze uréiti
systémy o jednom parametru, jejichz kuzelosetky lze setaditi
v trojihelnikové sité. Za tim Géelem zavedme v roviné systému X
pfimku jdouci bodem O’, a rovnobézinou s d’ jako pseudonevlastni
(pseudo-uneigentliche) piimku. Spoleény pseudo-stied (Pseudo-
Mittelpunkt) kuzeloseéek u'y, u'y zna¢me O’, pseudonevlastni body
kuzelosetky u’, pak U’y, U'y. KuZelosedky systému 2, jejichz
pseudostiedy tvoii sextiku (jez se mizZe rozpadnouti), kterd
mé body O', U'y, U’y za body trojnasobné, lze sefaditi v troj-
thelnikové sité a naopak. Pseudostfedy tif kuzelosetek troj-
Ghelnikové sité, které se protinaji v jednom z jejich uzlovych
bodd, lezi vidy na kuZeloseéce, jdouci body O, U'y, U's.

Predstavme si rovinu #’ dvojnasobné pokrytou, pfi emz
oba listy splyvaji podél kuzelose¢ky ', zpusobem v é&lanku po-
psanym. Potom kuZelosedky trojuhelnikové sité na dvojnasobné
pokryté ploSe nemaji priseéiki mimo uzly sité. Prace konéi néko-
lika pozndmkami o kiivce, kterd jest obalkou kuZeloseéek zminé-
ného systému o jednom parametru.
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CAST FYSIKALNI.

Conditions for discharge in the ionic tube.
V. Dolejiek and B. Janitek, Praha.

(Received December 21, 1936.)

Influence of cathode-sputtering on discharge. Use of Copper and
Iron cathodes at high current-densities. Influence of impurities in the ma-
terial of the cathode. Study of the distribution of load on the cathode
surface with the Copper cathode employed. Conditions for normal discharge
with Copper and Iron cathodes. Disadvantages of pure Aluminium.

In the neighbourhood of the longer wavelengths, round about
100 A slight traces of impurities always begin to appear in the
spectrum, which greatly increase the difficulty of classifying
new lines. On the other hand it is well known that all materials
that may be used as electrodes will distill off more or less in
a vacuum when affected by heat. A certain heating effect on at
least part of the electrodes during the discharge cannot be avoided,
hence it follows that, without considering here the effects of
cathode-sputtering, a layer of the material of the cathode will
always be formed on the anticathode. ¢

On the average, we found that the contamination of this
region of the spectrum by impurities was least, in our work on
absorption edges with the ionic tube!) when using a directly-
cooled aluminium cathode and a tungsten anticathode.

It is important to mention here that, even with these electro-
des, and under the optimum working conditions, as found by
Drab?) and Kunzl,3) the lines of aluminium from the cathode
always appeared, though with a relatively weak intensity.

1) V. Dolejiek-B. Janiéek, Nature 182 (1933), 443; J. Badkovsky-
V. Dolejsek, Zs. f. Phys. 99 (1936), 48; V. DolejSek-V. Kunzl, Zs. f. Phys. 74
(1932), 565, Casopis 61 (1932), 242.

2) K. Dréb, Casopis 2 (1933), 31; V. Dolejek-K. Drab, C. R. 196
(1933), 334.

3) V. Kunzl, Acta physica polonica 2 (1934), 447, Zs. f. Phys. 99
(1936), 42.
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We attempted to remove the above-mentioned traces of
aluminium from the cathode by a method analogous to that
employed by Dauvillier when working with an electronic tube.
This method consists in using an incandescent cathode made of
the material whose spectrum we wish to obtain, so that, during
the discharge, the anticathode is continuously covered, by sputte-
ring, with fresh layers of material from the cathode. Therefore
to obtain the Copper or Iron lines we substituted for the Alumi-
nium cathode in our ionic tube a cathode of Copper or Iron re-
spectively. The Aluminium cathode having been replaced by
one of Copper or Iron, all other conditions for obtaining the
discharge with normal cathode potential were left the same as
when the Aluminium cathode was used. We found, however,
that in this case the character of the discharge in the ionic tube
is changed, and becomes anomalous, which form is not effective
for the generation of X-rays. In order to secure the normal
discharge, as obtained with the Aluminium cathode, we tried
altering the above-mentioned conditions, such as the pressure,
distance between electrodes, etc.

We also investigated how the discharge in the tube depended
upon the purity of the material of the cathode. We found that
at high current-densities, such as were employed in our ionic
tube, it was quite impossible to use cathodes of e. g. pure Copper,
as will be mentioned later. The most resistant material found for
the cathode was Copper, cast in vacuo and containing a certain
percentage of Silicon, the presence of the latter element being
determined from the appearance of the SiK,-doublet in the
spectrum. With this material, as also with certain varieties of
Iron (pure Iron was not examined), and with certain distances
apart of the electrodes, we were able to obtain the normal dis-
charge, and the normal L-series spectrum of Copper and Iron. The
photographs however were no better than those obtained with
the Aluminium cathode, and brought to light no new spectral
data.

It is important to state here that, while with 1200 Volts and
250 MA. on the Aluminium cathode the optimum pressure was
about 0,2 mm of mercury, when using the Iron cathode it was
necessary to increase the pressure to over 1 mm of mercury to
obtain the same conditions of discharge. Unless unexpected dif-
ficulties turn up, it should be possible to apply these results to the
method of obtaining the emission spectra of gases with the ionic
tube, as put forward by J. Batkovsky.?)

: 4) J. Batkovsky-V. Dolejsek, Nature 186 (1933), 643; J. Badkovsky,
C. R. 202 (1936), 1671. -
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The use of Copper as a cathode also enabled us to learn how
regularly different parts of the cathode surface are loaded. It
was shown that copper was sputtered more from those parts
of the cathode that were bombarded by positive ions. It appears
that the intensity of the surface loading, for a given curvature,
varies with the distance from the centre, which is in accordance
with the results of Drab (loc. cit.), while it further appears that
with lessening curvature the loading of points farther from the
centre is increased. This was particularly apparent when using
a cathode that had different curvature in two dimensions mutually
at right angles. The parts furthest from the centre in the direction
of least curvature, forming an annular space about 2 mm wide
close to the edge of the cathode. were so heavily bombarded by
positive ions that after a few hours use the cathode in these
regions appeared carved into sharp edges, so that the discharge
became completely irregular. On the other hand in the direction
of the greater curvature the edges were far less affected. The
distribution of load over the whole surface of the cathode could
be determined by the amount of Copper removed at any
point.

In the case of the Copper cathode its surface remains very
pure, even throughout a prolonged discharge, and it is obvious
that it is well possible to use such a surface bombarded by positive
ions as a source of radiation in any method where it is not necessary
to screen the rays, but an extended source may be employed.
This is the case in e. g. certain focussing methods, in which the
source may be of considerable area, and may have much the same
size as our cathode. It is scarcely possible to decrease the surface
of the cathode, since this is to increase the specific loading of the
cathode surface, which the material will not stand.

It should be stated here that, as we have already mentioned
in connection with Copper, extremely pure materials are not at
all suitable for electrodes under heavy surface loading, or, at
least, they may greatly change the conditions for optimum dis-
charge. Thus for example we used Copper from various sources,
among them also Copper from the firm of Haereus, and from the
Bureau of Standards, which last was kindly presented to us by
Professor A. Simek of Brno. Cathodes made from this extra-
ordinarily pure copper gave a completely different character to
the discharge, since they produced extraordinarily strong sputt-
ering, and it was quite impossible to concentrate electrons on
the anticathode or to obtain a clear focus. The whole anticathode
became covered with a black film. Under these circumstances
the spectrum lines either did not appear at all, or else were very
feeble. As we have stated, when we used as cathode material

]
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Copper containing certain impurities (e. g. traces of Silicon) such
as is used in the manufacture of electrodes for Rontgen tubes,
the cathode sputtering greatly decreased, and the black film
on the anticathode did not appear. In the same way we also used
chemically pure Aluminium from the Bureau of Standards, again
provided by the kindness of Prof. A. Simek, and compared the
discharge from a cathode of this Aluminium with that from
ordinary commercial Aluminium. In this case the difference
was not so marked, nevertheless it was easily seen that pure
Aluminium is not such a suitable cathode material as commercial
Aluminium.

It was not possible to determine precisely and quantitatively
the optimum conditions for discharge, especially the pressure for
a given intensity, given voltage, or given distance or size of
electrodes, since this involves the simultaneous variation of
a number of other factors, which cannot be evaluated..

The difference in the character of the discharge obtained
with Aluminium and Copper cathodes is not surprising, since
Copper suffers enormously greater cathode sputtering than
Aluminium. It is thus quite understandable that with high
current densities, as in our case, even with good cathode cooling,
there should be considerable differences in the character and
conditions of the discharge. On the other hand, the great difference
between the character of the discharge from a Copper cathode
and an Iron cathode must be explained by the great difference
in the thermal conductivity of the cathode material, Iron, as
a far worse heat-conductor, permitting the existence of a very
large temperature difference between the cooled interior of the
cathode and the layer immediately beneath the surface. As has
been shown by the work of previous authors, in order to maintain
a normal potential fall across an X-ray tube, the cathode
must be maintained below a certain critical temperature, above
which the discharge becomes anomalous. From this it may be
judged that, in order to get a normal discharge it is necessary
to increase the surface of the Iron cathode so as to decrease the
specific loading. Thus it should only be possible to use Iron
cathodes for those methods which allow of the use of an extended
source of radiation.

When examining the connection between the size of the
focus and the distance of the electrodes, it was found alike with
Aluminium, Copper, and Iron cathodes that if the distance of
the electrodes was increased above a certain minimum value the
size of the focal spot increased, at another given distance a max-
imum was obtained, and a further increase of the distance between
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the electrodes again caused the size of the focus to decrease. For
example, with the Aluminium cathode and electrodes of the
normal size, the size of the focal spot was a minimum at distances
of 22,5 and 25,0 mm. and a maximum at a distance of 23,0 mm.
We did not examine whether with still smaller or greater distances
the size of the focal spot again increased, since at these distances
the surface of the anticathode becomes fouled. At the maximum
size of focus between the two minima the focus is clearest, i. e.
the discharge is most suitable, the focus produces the least layer
of impurities on the anticathode, and it is under these conditions
that one may best obtain the true spectrum of the anticathode.

The results obtained inder these conditions of absorption were
published in Nature (loc. cit.) and continued therein by J. Baé-
kovsky (loc. cit.). Besides the absorption edges we have obtained
some new lines in the emission spectrum. Since we had not
a precision spectrograph at hand with a plane grating, and since
in certain positions of the grating it was necessary to determine
the angles of deviation entirely from dispersion curves, it has
not been possible mutually to compare the wave-lengths of all
the lines photographed; for this reason we prefer not to give
them here.

Spectroscopical Institute of the Charles’ University of Prague.

*

Podminky pro vyboj v iontové trubiei.

(Obsah piedchoziho &¢ldnku.)

Tepelné namahani elektrod, zvlasté katody, p¥i vyboji ve vakuu
zpusobuje, Ze se vidy vypafi néco materidlu elektrod. Toto vy-
pafovani’ nedd se nikdy pii vétsich hustotach proudovych zcela
odstf&aniti a pusobi rusivé zvlasté v oboru vinovych délek v okoli
100 A.

Autoii zkouseli, zda lze pouZiti v iontové trubici tohoto fakta
k ziskdni X-spekter zptisobem, jakého pouzil Dauvillier v trubici
elektronové. Konali méfeni s katodami Cu a Fe. P¥i tom se ukazalo,
Ze na pr. éisté médi (pochéazejici z Bureau of Standards, nebo od
firmy Haeraeus) nelze viibec pii vétich intensitich v iontové
trubici pouziti. Obecné lze Fici, Ze &isté kovy jako Cu, Fe a Al
jsou pro vyboj méné vhodné nez kovy s uréitymi piisadami,
i kdyz lze n&kterych takovych kovu &istych (na pf. &istého alu-
minia) pouziti. .

Medéna katoda s pfimieninou silicia se neukazala vyhodnou
k ziskdni dlouhovinného X-spektra Cu, naopak intensivnéjsich
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spekter bylo dosaZeno s aluminiovou katodou, jak ukédzano v jiZ
publikovanych pracich autort.

Uziti Cu jako katody ukézalo viak rozdéleni zatiZeni tepel-
ného na povrchu katody. Z nastalych zmén destilaci na povrchu
bylo ziejmo, Ze pii urgité kiivosti, pii ni% jsou elektrony nejlépe
fokusovany, jsou positivnimi ionty nejvice atakovéna mista
tésné u okraje katody na ploSe mezikruZ{ povrchu katody o rozdilu
poloméra asi 2mm. Celkové rozdéleni zatizeni povrchu katody
je v souhlasu s vysledky Drabovymi ziskanymi na aluminiové
katodé cestou fotografickou. .
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Elektromagnetische Wellen an dielektrischen
Rohren.

Stanislav Laska, Praha.
(Eingegangen am 12. Jénner 1937.)

Die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen an di-
elektrischen Rohren hat Zachovall) theoretisch untersucht.
Die Ergebnisse dieser Theorie hat Liska?) experimentell nach-
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Fig. 1. Wellen erster und zweiter Ordnung fiir p = 0,2: Wellen
erster Ordnung; s—s—s—e—= Wellen zweiter Ordnung. Fiir die Kurven 1 und

1" ist g{Y = 60 mm, fiir die Kurven 2 und 2’ ist ¢{® = 50 mm, fiir die Kur-
ven 3 und 3’ ist 9(13) = 45 mm, fiir die Kurven 4 und 4’ ist 9(14) = 30 mm.
1) L. Zachoval, Rozpravy Ceské Akademie, 42 (1932), &. 34.
2) J. Lifka, Cas. pro p&st. mat. a fys., 68 (1934), 97.
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gepriift; in seiner Arbeit findet man auch die theoretischen Ergeb-
nisse kurz zusammengefasst. Aus der Theorie ergeben sich fiir
die freie Welle / und fiir die Welle L an der dielektrischen Roéhre
folgende Beziehungen

I = 270, f(0s/01) L = 2n0, 9(0:/01)
£ _ g(09/01)
I fles/er)

wobei p, den ausseren, g, den inneren Radius der dielektrischen
Roéhre bedeutet. .
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Fig. 2. Wellen erster und zweiter Ordnung fiir p = 0,3: —————————— Wellen

erster Ordnung; e—s—es—e— Wellen zweiter Ordnung. Fiir die Kurven 1 und
17 ist g{V) = 60 mm, fiir die Kurven 2 und 2’ ist 9(12) = 50 mm, fiir die Kur-
ven 3 und 3’ ist 9(13) = 45 mm, fiir die Kurven 4 und 4’ ist 9(14) = 30 mm.

Liska hat den Verlauf der Welle L an der dielektrischen
Rohre in Abhéngigkeit von der freien Welle I'aus technischen
Griinden nur fiir einen einzigen Wert (o, = 55 mm) des &usseren
Radius untersucht, d. h. er hat diese Abhingigkeit bei konstan-
tem o, und bei verschiedenen Werten des Verhiltnises p = g,/0,
gemessen.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit besteht darin, die er-
wahnte Beziehung bei verschiedenen Werten von g, des #usseren
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Radius der dielektrischen Rohre fiir dieselben Werte des Ver-
haltnisses p zu untersuchen. Die fiir verschiedene Werte des dusseren
Radius g, bei demselben Werte von p ermittelte Kurven sind
von demselben Charakter, d. h. diese Kurven koénnen auf eine
einzige Kurve reduziert werden.

Die Apparatur, die zur experimentellen Nachpriifung der
angegebenen Beziehungen verwendet wurde, war identisch mit
derjenigen von LiSka; auch der Gang der einzelnen Messungen
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Fig. 3. Wellen erster Ordnung fiir p = 0,4. Fiir die Kurve 1 ist 9(11) = 60mm,
fiir die Kurve 2 ist 9(12). = 50 mm, fiir die Kurve 3 ist 9(13) = 45 mm, fiir

die Kurve 4 ist Qﬁ” = 30 mm.

war derselbe, wie bei den Messungen von LiSka, sodass es sich
eritbrigt, auf diese Punkte naher einzugehen.

Experimentelle Ergebnisse.

Auf dieselbe Weise, die ausfiihrlich in der Arbeit von Litka
beschrieben ist, wurde der Verlauf der Welle L an der dielek-
trischen Rohre in Abhéngigkeit von der freien Welle I des Senders
fir p = 0,2, p = 0,3, p = 0,4 untersucht; die Messungen wurden
fiir denselben Verhiltnis von p bei vier verschiedenen #usseren
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Radien 9(1” = 60 mm, 9(12’ = 50 mm, 9(13) = 45 mm, g({” = 30 mm

ausgefithrt. Die fiir die angegebenen Werte von p ermittelte
Kurven sind in den Fig. 1. 2, 3 dargestellt. Die vollgezogenen
Linien geben den theoretischen Verlauf der Kurven an, die ge-
messenen Werte sind durch die einzelnen Punkte dargestellt.
Alle Kurven sind tatsichlich von demselben Charakter und lassen

sich auf eine einzige Kurve fiir 0"’ = 60 mm durch Multiplikation
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Fig. 4. Reduzierte Kurven fiir Wellen erster und zweiter Ordnung;

———————— Wellen erster Ordnung; e—s+—e+—s— Wellen zweiter Ordnung.

Fiir die Kurven 1 und 1’ ist p=0,2, fiir die Kurven 2 und 2’ ist p=0,3,
fiir die Kurve 3 ist p = 0,4.

der Koordinaten der einzelnen Punkte mit dem Wert von 9(11)/9(1"')
reduzieren, wie aus der Fig. 4 ersichtlich ist.

Uber alle Messungen gelten dieselben Bemerkungen, die
Liska in seiner Arbeit gemacht hatte. Besonders mochte ich nur
darauf aufmerksam machen, dass man auch bei meinen Messungen
an dielektrischen Rohren solche Wellen beobachten konnte, die
sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten und welche in den
Figuren durch oberhalb der Gerade L = I liegende Punkte dar-
gestellt sind.

Physikalisches Institut der Karls-Universitdt.
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Elektromagnetické viny na dielektrickych trubicich.
(Obsah piedes§lého &lanku.)

Liska studoval zavislost vilny L na dielektrické trubici na
volné vIng ! z technickych divodi pouze pro jedinou hodnotu
(0, = 55 mm) vnéjsitho poloméru dielektrické trubice, t. j. mé¥il
tuto zdvislost pfi p, = konst. a pii riznych hodnotich poméru
P = Q0.

kolem této prace bylo doplniti praci Liskovu v tom smyslu,
ze uvedend zavislost byla studovdna pii riznych hodnotich g,
vnéjsiho poloméru dielektrické trubice pro tytéz hodnoty poméru p.
Krivky ziskané pro rizné hodnoty vnéjdiho poloméru g, pii téze
hodnoté p maji tyz charakter (Fig. 1, 2, 3), t. j. k¥ivky takto
ziskané mohou byti redukovany na k¥ivku jedinou, jak patrno
z obr 4. (Fig. 4.) -
- Fysikalni istav Karlovy wuniversity.
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Ceské ulebnice podle osnov z r. 1933.

ARITMETIKA

I. t¥. stied. kol: Cervenka, Aritmetika, 1., 7. v., 11,— (109)
II. t¥. stied. §kol: Cervenka, Aritmectika, I1., 8. v., 13,60 (110)
III. t¥. stfed. Skol: Cervenka, Aritmetika, III., 7. v., 10,— (111)
IV. t¥. stied. 8kol: BydZovsky - Teply - Vyé&ichlo, Aritmetika, IV.,
’ 6. v., 12,60 (105)
V.-VIL tf.: BydZovsky -Teply - Vydichlo, Aritmetika, V.-VIL,
6. v., 24,80 (106) .
IV.-VIIIL. ti.: BydZovsky - Vojtéch-Teply - Vyé&ichlo, Sbirka tloh,
4. v., 24,— (108)
V.-VIIIL. ti.: Valouch - Valouch, Tabulky log., 9. v., 17,— (133)
VII.-VIIL. t¥.: Tom&i, Sbirka matem. prikl., 2. v., 14,— (115)

GEOMETRIE

1. t¥. stfed. 8kol: Valouch - Spadek, M&Fictvi, L., 7
II. t¥. st¥ed. 8kol: Valouch - Spadek, M&Fictvi, 1I., 7. v
III1. t¥. stfed. &kol: Valouch - Spadek, M&fictvi, IIL., 7. v.
IV. tf. stfed. §kol: Vojt&ch, Geometrie, IV., 6. v., 10,40
V. tf. g. v&. typh: Vojtéch, Geometrie, V. g., 6. v., 13,60 (142)
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~

redlek: Vojtéch, Geometrie, V. r., 6. v., 18,— (134)
VI. t¥. g. v8. typt: Vojtéch, Geometrie, VI. g., 5. v., 13,60 (143)
redlek: Vojt&ch, Geometrie, VI. r., 5. v., 17,20 (135)

VIL tf. g.ar.g.: Vojtéch, Geometrie, VIL. g., 5. v., 13,20 (144)
.r.ar.r. g: Vojtédch, Geometrie, VII. r., 5. v., 19,50 (136)
. Tom§i, Sbirka matur. pFikl., 2. v., 14,— (115)
VIIL. t¥. r. r. g.: Vojtéch, Geometrie, VIIL. r., 5. v., 19,50 (136)
g. v8. typt: Tom8&i, Sbirka matur. p¥ikl., 2. v., 14,— (115)

IV.-VIII. t¥.: Byd¥ovsky - Vojtéch - Teply - Vy&ichlo, Sbirka
tuloh, 4. v., 24,— (108)
V.-VIIL. t¥.: Valouch - Valouch, Tabulky log., 9. v., 17,— (133)

DESKRIPTIVNI GEOMETRIE A RYSOVANT

IIL.-IV. f¥. g. a r. g.: Klima - Ingri§, Rysovéni, g., 8,— (107)
r.ar.r. g.: Klima - Ingris, Rysovani, r., 10,— (118)
V. tf. r.: Klima - Ingri§, Deskr. geom., V. r., 13,60 (119)
VI. t¥. r.: Klima - Ingris, Deskr. geom., VI.-VII. r., 22,80
(120) nebo
Pithardt - Seifert, Deskr. geometrie, VI.-VII.
r., 4. v., 16,20 (128)
VIL tf. r. g. ar.r. g.: Klima - Ingri§, Deskr. geom., r. g., 19,— (145)
r.: Klima - Ingris, Deskr. geom., VI.-VIL. r., 22,80
(120) nebo.
Pithardt - Seifert, Deskr. geometrie, VI.-VII.
r., 4. v., 16,20 (128), v ni% chyb8ji jen pro-
niky hranold, obsaZené v téZe ulebnici pro
V. T. (127)
VIIL tf. r. g. ar. r. g.: Klima - Ingri§, Deskr. geom., r. g., 19,— (145)

FYSIKA

IIL.-IV. t¥. st¥. 8kol: Petira - Smok, Fysika, 7. v., 28,60 (125). nebo
Ry8avy, Fysika, 21,80 (137)
VI. t¥. r.: . Devorecky - Smok, Fysika, I., 18,80 (146)
MagSek - JeniSta - Nachtikal - Stépédnek - Wang-
ler, Fysika, I., 7. v., 18,60 (122)
VII. tf. g. v&. typh: tytéz



VIL. t¥. r.: Devorecky - Smok, Fysika, 1L, 26,— (147)
. Magek - Jeni$ta- Nachtikal- Stdpanek - Wang-
ler, Fysika, II., 7. v., 22,60 (123)
VIIL. t¥. g. v&. typa: tytéz

Slovenské ucebnice podle osnov z r. 1933.
ARITMETIKA ) '

1. t¥. st¥ed. 8kol: Cervenka - Budan, Aritmetika, I., 3. v., 12,20 (163)

II. ti. stied. $kol: Cervenka - Budan, Aritmetika, IL., 3. v., 14,80 (164)
III. t¥. stted. 8kol: Cervenka - Buéan, Aritmetika, III., 2. v., 11,— (165)
IV. tf. stfed. 8kol: BydZovsky - Teply - Vyéichlo - Ondru$, Aritme-

tika, IV., 2. v., 12,60 (160)
V.-VIL t¥. stted. BydZovsky - Teply - Vy&ichlo - Fischer, Aritme-

skol: tika, V.-VIIL., 2. v., 24,80 (161)
GEOMETRIE . .

1. tf. stied. §kol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, I., 3. v.,
8,40 (169)

II. t¥. st¥ed. 8kol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, II., 3. v.,
_ 7,60 (170)

IIL. t¥. st¥ed. 8kol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, III., 3. v.,
7,40 (171)

IV. t¥. st¥ed. §kol: Vojt&ch - Busan, Geometria, IV., 2. v., 11,60 (174)
V. t¥. g. v&. typa: Vojt&ch - Vanovié, Geometria, V. g., 2. v., 14,—
(175)
T.: Vojtéch - Vanovié, Geometria, V. r., 2. v., 18,60
(181)
VI. t¥. stfed. 8kol: Vojtéch - Vanovié, Geometria, VI., 13,60 (176)
T.: ‘ Vojtéch'- Vanovié, Sferickd trigonometria,. VL. r.,
4,40 (182) jako doplnsk 176 :
VII. t¥. g.ar. g: Vojtéch-Vanovié, Geometria, VII. g., 13,60 (177)
r.ar.r.g.: Vojtéch - Vanovié, Geometria, VIL r., 20,— (183)
VIIL t¥.r.r.g.: =~ Vojtéch-Vanovié, Geometria, VIIL r., 20,— (183)

DESKRIPTIVNI GEOMETRIE A RYSOVANI .

IIL. t¥. g.ar. g.: Klima - Ingri§ - Riman, Rysovanie, g., 8,80 (172)

-~ r.arr.g: Klima-Ingri§ - Riman, Rysovanie, r., 10,80 (173)

IV. t¥.: tytéZ '

VIL.-VIIL t¥. r. g. Klima - Ingri$ - Fischer, Deskript. geometria, r. g
a&r. T g 19,— (168)

FYSIKA

II1.-IV. t¥. st¥. 8kol: Petira - Smok - Riman, Fyzika, 3. v., 30,— (167)
VI. t¥. r: Devorecky - Smok - Fischer, Fyzika, I, 20,—
. (179)
VII. tf. g. v8. typa: taZ - :
VII. t¥. r.: Devorecky - Smok - Fischer, Fyzika, IL., _PpEi-
pravuje se (180)
VIIL t¥. g. v&. typh: téZ
V zévorce je uvedeno orientadni &islo udebnice. Prosime, aby pfi
ka¥dé objednévece bylo &islo to uvedeno, nebot se tim zabréni omylu.
Schézejici slovenské udebnice dluZno zatim nahraditi deskymi. .

b4

Vyd4va a nakldd4d Jednota &eskoslovenskych matematikt a fysik v Praze.

- Redakce a administrace v Praze II, Zitna 25. Telefon 29308. Denné& od

81%—121% a od 14—18 hod. krom& soboty odpol., nedéle a svatku. —

Uéet poitovni spofitelny v Praze 13103. — Knihtiskdrna Prometheus

v Praze VIII, Na Rokosce 94. Telefon RR 8139, RR 8107. — Novinovéi

sazba povolena Fed. post a telegraffi 18. listopadu 1933, é&is. 288249/VIL
Podaci urad Praha 25.



	
	Periodical issue
	Title page
	Table of contents
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Advertising
	Advertising



