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Rozdéleni teploty v omezeném kruhovém valci,
je-li diano casové proménlivé rozdé&leni teploty na
jeho povrchu.

Napsal Filip Bock, Brno.

(Dolo 20. ¥ijna 1936.)

Budiz ddn omezeny kruhovy vélec o vysce 2k a poloméru a.
Osovy ez polozime tak do soustavy valcovych soufadnic z, 7. ¢.
jak ukazuje obr. 1. Tento kruhovy valec je vnofen do &asové
proménlivého tepelného pole, pfi éemZ teplota na povrchu vilee
je periodickou funkei dasu ¢; na soufadnicich nezavisi.

Piiklad: volné stojici betonovy sloup vystaveny vlivim te-
pelnych vykyvi. TéZzeme se, jak vnikaji tepelna kolisani do valce
a jak probihaji.

Diferencialni rovnice tepelného proudu 3
: —aa%b = x2Au

uvnitt valce nabyva v piipadé osové sou-
mérnosti tvaru

3 —

ou o%u 1 ou 0% i
=2y 22 2,
a (87'2 + r or + 8z2) () _
kdez u znaéi teplotu, ¢ jest das, r a z maji
vyznam patrny z obr. 1. Na thlu ¢ teplota u =
nezavisi. Rovnici (1) fesime znamym zpuso-
bem. Partikuldrni feseni pro = piSeme Obr. 1.
v komplexnim tvaru -
u = R(r) e” cos Az (2)

a smluvime, Ze realna ¢ast komplexni velidiny u, tedy QRe u, pred-
stavuje teplotu. Pro soumérnost valce vidéi roviné z = 0 bude
patrné u sudou funkei proménné z; proto jsme zvolili pro zavislost
na z funkei cosz. Zavedeme-li nyni integral (2) do diferencialni
rovnice (1), obdrzime pro R diferencidlni rovnici
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R”+—:—R’—(12+?)R=0. (3)

Integral této rovnice jest

R =c¢J, [r V— (% + 22)]; (4)

Jo(x) jest Besselova funkce argumentu z a indexu nula.!) Pro
partikularni feSeni plyne pak »

u =", cos z.J, [rV— (1'7’;-'-0- }.2)].

Ve vnéj§im prostoru jest teplota zavisla na déasu a méni se

8 danou kruhovou frekvenci ». Amplitudu tepelnych zmén, kters

je také znama, oznaéime 4 a predpokladame, Ze se stfedni teplota

rovna nule.?) Podminky, které maji byti splnény na povrchu valce,

pak znéji

C v u=Ae™ pror=a (5)

a .

u = Ae* pro z = + h. (6)

Refeni provedeme takto®): Nejdfive stanovime funkei u,, kterd
vyhovuje témto krajovym podminkam

u, = Aet pro r =a (7)
& u =0 pro z = —+ h, (8)
pak uréime druhou funkei u,, kterd hovi podminkam

uy =0 pro r =a : (9)
& uy, = Ae*t pro z = + h. (10)

Potom jisté spliiuje
U = Uy + Uy

podminky (5) a (6).
Podminka (8) dava hodnoty pro 4, nebot z rovnice ‘

% =eatcoslh.Jo[r|/_(L’;+p)]:o
2==h x

1) Obecny integral vliastn® zni:
. . R = ¢ Jy(z) + ¢; Yo(=),
Yo(x) jest Neumannova funkce. Pro z = 0 roste Yy(z) pFes viechny meze,
takZe ¢, nutmo zvoliti rovno nule, abychom zamezili vzristu funkce R
a tim té% teploty u na nekoneén& velkou hodnotu.

' 2)-Vhodnou volbou nulového bodu dé se toho vidy dosdhnouti.
_3) Na moZnost rozkladu v = %, + u, upozornil mne p. prof. Weyrich.
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vyplyva cos Ah = 0 a tedy
A=+

Pro u, se tak obdrzi

u, = eivt ioam cos (n + -%) —72,/—7'[ . Jo [’l’l/-* (% + (’n + %)2;;.—:)]

Veli¢iny @, jsou prozatim libovolné konstanty; uréime je z podmin-
ky (7), jez nab)’rvé tvaru

A= Jamcos(nt )y JH/ (i2+(n+%)2;‘—2)]. (1)

Konstanty a, dostaneme znamou metodou; obé strany rovnice (11)
nasobime

cos (n + %) %ndz .
a integrujeme dle z v mezich od — h do h. Poéet dava

2(— 1) A

ayp = e s )

 + ) 2, [a]/— B+ o)

Tim koneéné vznikne pro u, vyraz:

2(— 1) de . cos (n+ §) oar. Jo[ V—(g+(n+%)27,—z—:)]

' mtpasfo)/— (B @+ - an

Reseni pro u, nalezneme podobnym zpisobem. Podminka (9)

dava I
Jo [GV— (:—; + '12)] = 0.

Jsou-li 4, (m = 1, 2, 3, .. .) kofeny rovnice?) Jy(x) = 0, je

V (- “)f?
}.-_—V:(T%z—;ij’;).

- 4) Kofeny této rovnice jsou tabelovéany. Srv. Jahnke-Emde, Funkti-
onentafeln, Lipsko 1928, str. 122. )
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Lze tedy u, dati tvar

® iz i)
Uy = Zobm et cos zl/— (2:—2 + %) .Jy (7',,, -£—)

Zbhyva jesté posledni krajni podminka (10)

u2 = Aei"t,
z2=+4h
z ni plyne
= i W) R
A =n§:0bm cos hl/— (% + _x_z) .Jy (7m ;)-

Konstanty b, dostaneme, nésobime-li pfedeslou rovnici

rJ, (7m %)

a integrujeme-li podle » v mezich od 0 do a.
Integrace davéd nejprve

. a . 2 . 2
A % rJ, (%"r) = bu cos hl/— (%"42- +%) [Jg(j,,,) + le(j,,,)] %
a se zietelem k
Jo(j)m =0
zjednodusi se vyraz a pro b, plyne
24
bm = S
: ’ im?2 W
Im J1(jm) cos hl/— (% P ;5)

takZe koneéné u, nabyvé tvaru

24eJ (7’ ’) cos zl/ (”‘2 P )
- e\Im et T
g = Z_ a a _k (13)

"= jm Jy(jm) cos h]/— (l'f + "”)

a® ' x?

Hledané rozdéleni teploty sklad4 se aditivné z téchto dastes-

nych feeni u, a u,, takZe
U= Uy + Uy, (14)
¢im% feSeni dané alohy jest Gpln& urdeno.

Pro numerické poditéni bude vyhodn&jsi, napifeme-li vyrazy
(12) a (13) v trochu pozmé&néném tvaru, ktery ndm zéroveii objasni
fysikdlnf smysl nalezeného fefenf. Dale zavedeme nové oznadeni.
Vypobéteme redlné &asti velidin %, a u,, o které kone¢né jde, asi
takto.
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Oznadime (12)

4
a . tg ¢n,
i + 40 g
potom jest
. — Pz
V_ pneiWn :]/pn.ez(2+2). (15)

Dosadime do vyrazu

y 2
J& §+m+w%)

hodnotu (15) a obdrzime

Jo [rl/p,, exp i(ﬁ' + E)] = M,en
2 2

(Ciselné hodnoty téchto funkci lze prehlédnouti z tabulky,?®) pii
¢emz veli¢ina y jest funkci proménné r. Redlnd &ast Re u, da se
tudiz vyjadiiti vyrazem

a podobné

® 2(— 1" 4 cos (n +3) %nM,,

Re u, = ,,Z:o (n 1 1) i, cos (v + Yn — ¥a)

a piedstavuje, jak se dalo oéekavati, vinu, ktera smérem poloméru
postupuje a ve sméru osy z nabyva charakteru stojaté viny.

Abychom vypodetli redlnou &ast Re u,, zavedeme nejprve
tato oznadeni:

. jm? S
—_— —_—= Y
a cos hl/ (az + 2 Cm €¥m,

5) K. Hayasi, Fiinfstellige Funktionentafeln, Berlin 1930, str. 145.
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