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Cartanova geometrie na ploSe kulové.
Milan Mikan, Praha. ‘
(Doslo. dne 19. Fijna 1936.)

Na plose kulové ziidme pienos tak, aby jednotkové vektory ve
smeéru rovnobézek a meridiant byly autoparallelni, pii ¢emz délky
méif se klasicky. Tento pienos je integrovatelny, polosymetricky-
metricky a je-li R polomér kulové plochy, &' zemépisna délka,
£2 zemépisna Sitka (| £2 | < 4z pokud neni vyslovné jinak stano-
veno). jakozto v radiantech dané geografické soufadnice, je diffe-
rencial oblouku?):

ds2 X R?cos? £2d&1 A& + R2dérdee, (1)

fundamentalni tensor ma slozky a,, = R?cos? &2, a,, = R2, a;, =
= @, = 0. a jednotkové vektory ve sméru ,,vychod” a ,sever

o 1. . . 1 i

: 1 — . 2 e : 1 — 0‘ 2 — 3 J —_— 2.
Jsouf_R,cosfzz._O?;— ‘Z?_R‘ est Iy tg &2,
ostatni I’y = 0. Sis' = — Sis' = 4 tg £2. 8, = — tg &2, ostatni

S, =0 a R =0.
(Schouten-Struik, Einfiihrung in die neueren Methoden der
Differentialgeometrie, str. 127, 179 a 180, tloha 11.9.)

Pro kovariantni kiivost k libovolné kiivky M jest:
o7
Djt Dj?

(Dr. V. Hlavaty: Differencialni geometrie k¥ivek a ploch
a tensorovy pocet (v tisku).)

. - 2
k Vaua22 — A12>

je-li j» tangencialni versor kiivky. j» = %, Dj# = D, a D,
symbol kovariantni derivace podle &.

1) V nasledujicim se omezime vesmés na realné hodnoty vSech pro-
ménnych, parametra a funkei, pokud neni jinak vyslovné stanoveno.
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Dosazenim vyplyva, je-li C libovolnd konstanta, k dé&2 =
=d (cos ELIi—C) odkudz, je-li g thel, v némz M protina
meridiany,
d(sin—RC) dsinf

dg: odge

Rovnice (2) je integrovatelnd v takovém oboru proménnych
sin B, &2 (po piipadé B, &2), ve kterém je k funkei bud obou pro-

Rk =

(2)

ménnych sin §, 2 (po piipadé ve kterém je CF]:;TB funkei obou
proménnych £, £2) nebo jedné z nich a to vidy funkei spojitou,
majici spojitou (nebo nule rovnou) parcidlni derivaci podle sin
(po ptipadé B), nebo je-li k& konstantou.

Integraci rovnice (2) ziskdvame, je-li k konstantou,

S“]’f = k& + C, (3)

jakozto rovnici kiivek konstantni kiivosti.2) Vzhledem k promén-
nym &', &% tato rovnice zni:

Vl — R2 k§2 + C) cos 52

Ponévadz na pravé strané koefficient differencidlu dé2 je %po]ltou
funkei proménné &2 v kazdém intervalu. v némz | £2 | < 4,
|sin | = | R(k& + C)| < 1, md tato differencidlni rovnice pro
libovolné dané hodnoty parametri k, C' soustavu partikularnich
integral, interpretovanych v tomto oboru na kulové plose vesmés
shodnymi kfivkami, tvoficimi jednoparametrovou soustavu. in-
variantni vzhledem k rotaci kolem osy plochy kulové. V dalSim
ukaZeme, Ze rovnice (4) m4 Fefeni dokonce i v intervalu, v némiz
| & | < 4=, | R(k&2 + C) | < 1. Nazyvejme tuto soustavu rotaéni,
proménné sin 8, £2 rotadnimi soutadnicemi a oznalujme kiivky
konstantni kfivosti pismenou K. Jsou uréitou analogii kruznic
klasické geometrie. Jejich rotaéni soustavu oznaéme (K).

Loxodromy (k = 0), v&etn& merididni a rovnobézek, jsou
autoparallelni.

(4)

sin 8 sin yp
R _ R
— kn? — C soustavu, jejiz kiivky K jsou s predeSlymi totoZné, ale, vzhle-
sind R
= T Ao

znadéi soustavu, jejiZ kiivky b4 jsou, vzhledem k (2 = — S" pro sin 6 =
= sin f ke kiivkdm K pravotuhle soumérné podle roviny rovniku.

2) Rovnice = k& + C znadi soustavu k¥ivek K,

dem k sin # = — sin y pro 5% = &2 opaénd orientované,
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sin 8

T
plyva dosazenim z rovmice (2) k = m. t. j. kfivky K a jen tyto
maji vzhledem k rotaénim soufadnicim sin g, £ linedrni rovnici.
RC je sinus Ghlu, ve kterém K protind meridian na rovniku.

Je-li déna rovnice mé&2 4+ C = m = konst., wvy-

K { dotyka se rovniku = 1.
protina rovnik imaginarné >1

Vzhledem ke vztahu = I tg ({7 + $£?) je rovnice kiivky K

1

protina rovnik realné <1
je-li | RC |

jakozto Mercatorova obrazu kiivky K
sin 8 — RC\

sech = = cos T (5)
- .
Pro libovolnou kfivku M jest .1%35 = cos fi = d 22 , tudiz
vzhledem k (2): '
dg 3

=
Tato rovnice je zcela analogickd vzorci pro kiivost klasické geo-
metrie. Pro &k = konst. jest:

% = s + konst.. (7)

jakozto analogie vzorce pro kruznici klasické geometrie.
Rovnice (5) je rovnici soustavy kiivek K, invariantnich vzhle-

1
dem k translaci ve sméru rovnobé&Zek na Mercatorové mapé (pro
uréitou hodnotu parametri k, C je tato soustava jednoparametrova,’
tyto kiivky jsou vzajemné shodné a tvoFi translaéni soustavu).
Proménné sin f, v nazyvejme translaénimi souradnicemi.

Translaéni soustava kruznic L o poloméru r, t. j. klasické kii-
1 ~

. 1 . .
vosti x = - m4 v translaénich soufadnicich rovnici
sinf =xv + B, (B konst.), (8)

coz je uplna analogie rovnice (3) kfivek K danych v soufadnicich
rotaénich. Kruznice L jsou Mercatorovymi obrazy kfivek L na

kulové plose, jakoito1 ortogonalnich trajektorii svazkt loxodrom.
prochézejicich body, jejichz obrazy na mapé jsou sttedy kruznic L,

Tim ziskdna druhd analogie kruinic na plofe kulové. Kiivky L
maji rovnici:
sin f = » . Rl tg (1= + &%) + B. - (9)
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Jejich kovariantni kiivost je
N % N 1
" Rcos & Rrcos &2

(10) je rovnici vSech kfivek L, zobrazenych na mapé kruznicemi L
1

(10)

o témz poloméru r. ;

Na mapé je bodem a piimkou jim prochazejici vytknut
(Lie-v) element o soufadnicich u. v, B, zobrazujici bodem a pii-
slugnou loxodromou jim prochazejici vytknuty element na plose
kulové o soufadnicich R& = u. £ = 2arctg c” : . B. Volme
na merididnech n. pf. smér ,sever” jakozto kladny, orientujme
téZ dany element vytknutim kladného sméru a vytknéme jeité
jakoZzto kladnou orientaci ihlu 8, ktery je sevien kladnym smérem
elementu s kladnym smérem meridianu n. pi. pozadavkem, aby
na mapé tato orientace byla zobrazena kladnym smyslem Ghlu f.

Pfikézeme-li proménnym v, f na mapé a proménnym £2. B na
ploe kulové urédité hodnoty. ziskdvdme na mapé translaéni sou-
stavu elementt. na ploSe kulové rotaéni soustavu elementii. Je to
jing druh rota¢nich a transladnich souiadnic. Naproti tomu
v pfedchozim poprvé uzité rotaéni a translaéni souiadnice sin B. £2;
sin . v vzhledem ke vztahu sin # = sin (x — ) stanovi dvé ro-
taéni a dvé transladni soustavy elementi, jejichZto soustavy loxo-
drom na ploge kulové a p¥fmek na Mercatorové mapé jsou vzajemné
podle merididnd soumérné, orientace téchto loxodrom (ptimek)
v8ak jsou soumérné vidy podle rovnobézky. Nazyvejme tyto dvé
vidy k sob& vzhledem k uvazované soumérnosti prislugné soustavy
elementii soustavami sdruzenymi a oznaéme je (sin B, £%). po pf¥.
(sin B, v).

Budiz nyni dédna rovnice:

sin § = F(&2), (11)

cos &2 .
— d& = sin (m — B). (11
& | Veos® exdene + ey ’
a kde F(&2) je spojita, spojité differencovatelns a pro | F(£2) | <1
jednoznaéné funkece v intervalu — §z < £ < + 1z, v ném# viude
2
dﬁ(;z ) +0 a bud & = @ (sinp) jeji inversni funkce.--Budiz
— A < 8 < 8 < dn, £ = D(sin f) = D(sin(n — f)), £ =
> _ ; : __cosgrdgt  F(&)
D(sin f}) = P(sin(n ——{3)), tg B = TdE T & |V1—:(—F(.§2 )Ziv
F(&)

#OTh =

kde sin g =
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Rovniei (11), differencialni vzhledem k proménnym &, &2
je déana rota¢ni soustava (M) kiivek M, interpretujicich piislusné
partikularni integraly. Interval (&2. £2) budiz jesté volen tak. aby

0 1

P
OVT—(F(&))2

intervalu poéinaje, byla stale kladnd nebo stale zaporna. Potom

integral
52) d§2
f]/l— F(&?%))%cos §2 (12)

m4, uréitou koneénou hodnotu i tenkrate, existuje-li redlna hodnota
£ = &(L,sin fn), F(&) = )1, | €] <} a volime-li & = &2,
X X X 1 X

F(&z) (52 - 52)7& .
onévadz jiz pro §y < n < 1je lim 2 = 0.3)
P Nz p & ] 5"=§:VTI _( (52))2008 52
Probih4a-li &2 interval (&2, £2), kde &2 je libovolnd hodnota
v intervalu (52 52), probiha soutasné é jednak interval (8, f)

funkce

. alesponi od jedné hodnoty &% v tomto

a vytvorena ]e rotaéni soustava (ll/') vétvi f/, jednak interval
2 2
(m—B. = — B) a tim je vytvoiena rotadéni soustava (V) vétvi V.
3 .
Na pIo'vé je rozdil zemépisnych délek krajnich bodt a = & —
. 3

2) d &2
+ H/l — F(E2 )zlcos 52

na druhé b =& — & =

Hde .y R R
= =—b, t. j. vétve V.V jsou
—IVI— @)F] cos &

navza.]em soumérné vidy podle uréité meridianové rovmy Existu-
je-li viak alespon jedna realna hodnota 52 = 52 = &%, sin 1}az),
F(.f?) 51, | 52 | < 1m, ex1stu]e ke kazde vétv1 14 soustavy (V)
vzdy takové vitev V soustavy (V) pro niz 51 = 51 obé vétve tvori

souvislou vétev V kfivky M, pravouhle soumérnou podle roviny
merididnu & = &' a tato vétev je protata kaZdou rovnobéikou

bud ve dvou bodech, nebo (omezime-li se na redlné body) vibec

) O uréeni zda ptedloZeny omezeny integral ma koneénou hodnotu,
viz n. pf.: K. Petr, Podet integralni.
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neni protata, kdeZto rovnobézka n. pft. 62 se této vétve dotyka ve
spole¢ném bodé vétvi V V.

Kiivky konstantni kiivosti K sestavaji, jak z rovnice (3)

patrno (F(£2) je v tomto piipadé linedrni funkei) z takovychto
1 2

podle meridiant vzajemné soumérnych vétvi V, V a maji-li jednu
tednu (nebo vice teden) || s rovinou rovniku, sestavaji z jedné nebo
uréitého mnozstvi vétvi V, z nichz kazda je podle roviny uréitého
meridianu soumérna a jsou proto soumérné podle jedné nebo
urditého mnozstvi merididnovych rovin. Nize shleddme, Ze v pii-
padé 52 = 52 | Ezl < 47 jeden nebo druhy piipad nastava, je-li

krlvka K tvorena ]edlnou uzavienou vétvi podél niz f probiha
hodnoty n. pt. od — {x + gz do + §n + g pro q celé (pro C = 0),
nebo mnozstvim vétvi, z nichZ na kazdé g probiha tytéz hodnoty.
ale z nichZz ani jedna neni sama o sob& uzavienou (pro C == 0).

Rovnici B = f(£2). kde f(&2) je spojita a spojité differencovatel-
na jednoznaénd funkce je naproti tomu dana rotaéni soustava

kiivek M , které obecné nejsou podle merididnovych rovin soumérné.
Soustava (rotaéni) kiivek Mk prvym podle téchto rovin soumér-
nych je dana rovnici f = z — f(£?). Obé soustavy jsou soucasné
dény spole¢nou rovnici sin 8 = sin (f(£2)) a je-li 4w = f(£2%), &2
1
redlné a | £2 | < {n lze sttidave z vétvi Il/', V kiivek M . M vytvoriti
1

vétve V urditych kiivek M, soumérné podle merididnovych rovin,
podél nich% se f spojité méni.

Prve dopliime v3ak jeité avahy o kfivosti odvozenim vztahu
kovariantni k¥ivosti k k¥ivky M a klasické kiivosti » jejtho obrazu
M na Mercatorové mapé.

1

Budte# opét na mapé ziizeny soutadnice 7 = &, 5 =
=1tg (4 + 4£&2). 1 jest:
‘ d?u
d_‘v2 du cos £2d&
= du)’\d  dv =teh= ag?
(1 * (dv))
qdu qdu
d2u dv dv d& dp.cos &2 dg

_——— TN e TN e | ee—— T2 ——————————— = =a B :
do? dv de? " dv  costerder T ag o oo Es

a vzhledem k rovnici (2):
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» = Rk cos &2, (13)
coz pouzito na kiivky L dava rovnici (10).
Ponévadz v bodé vratu (obratu) kfivky M je 1/x =0, (x = 0),

je vzhledem k rovnici (13)a | &% | < 4z Vv prislusném bodé kiivky M:
1/k = 0, (k = 0); nazyvejme takovéto body kiivky M také body
vratu (obratu) Kiivky K a jejich obrazy K nemaji ani bodu

vratu ani bodu obratu. K¥ivka K majici v uréitém bodé s k¥ivkou M
tyZ Ghel § a totéz k je analogiif oskulaéni kruznice. V bodé obratu
je (vzhledem ke k = O) takovouto oskulaéni k¥ivkou K loxodroma.
Dvé k¥ivky M majici v uréitém bod& totéz f a k maji v onom bodé
tutéz oskulaéni kiivku K.

Uvazu]me nynf opet kiivku konstantni kfivosti K danou
rovnici (3). V bodé A svirej K s meridianem thel ﬁ — <

< B < 0,v Bthel g = 0. vEuhelﬁ———ﬁ I jest
A : B
B s B
1 - sin g dp 1 g sin g dg
1 | PEPEP 14
f i kS (sinﬂ RC S sin f — RC’) (14)
0 0
]
1 ¢ snpdp
1 fl o sm . 14
5§ = kS (sinﬁ—Ro)’ )
- Rk

Na pravych straniach rovnic jsou trigonometrické formy
integralu, analogického integralu (12), rozdily zemépisnych délek
jsou tu parametricky vyjadfeny, zemépisna sfika je, jak znamo,

vyjadiena rovnici &2 = s_ln_ﬂR_k_
resp. (8. B), (B, B). nechat je opét vidy — dn < & < §m; potom
B 4 BE
integraly (14), (14') maji koneénou hodnotu. _
Podél oblouku BA ve smyslu od B do 4 polozme — g =y,
sin (—pB) =siny, d(—pB)=dy, y=—f=p tudiz & —§ =
4 4 E A B

— a probiha-li g intervaly

i £
_ 1 S sin y dy 1 S sin gdg V inter-
Rk — sin y - RC Rk — sin ﬂ RC)
cos : — —
0 0
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sin § — RC
Rk ’

. J * 1 cos —_sinﬁ—_——RC' , tudiz & — & + g— g jeli
— Rk A B =| E B

valu 0 < |B| < 4m je v kterémkoli bodé vidy cos(

cl¥+1lo. Existuje-li tudiz —4n < &2 < 4 4n pro nézZ g =
= 4 4
=—lna—ln< &<+ lapronéz f = + §n, t.j. je-li resp.
E E
il—%ﬁ{zgl by ] - %ER—C— < }n a bod E tedy bodem maxi-
malnfho (minimalniho) &2, 4 bodem minimalnitho (maximal-
nfho) &2 a je-li C = 0, nelezi body 4, F na témzZ meridianu. ¢ehoz
daldi dusledek je, Ze (redlnd) vétev kiivky K od f = — 1z do
p = + 3= neni uzavienou, je viak, jak z piedchozi avahy vyplyva,
pravothle soumérnou podle roviny meridianu prochazejiciho
bodem E. V bodé A piechazi K ve druhou vétev, na niz g probiha,
hodnoty od — }{w do — §a; atd. Také vétev n. pt. na niz § probihd
hodnoty od — §x do }m je soumérnou podle meridianu procha-

zejiciho bodem A atd. Je-li v8ak ¢ = 0 (a ovsem opét L= RO

Rk

<im |2 <) tent body 4. B na témi merididny,
z Gehoz dale vyplyva, Ze body A, D. v nichz resp. f = — ix,

B = + 3n se ztotoznuji a kiivka K je tvoiena jedinou uzavienou

vétvi.

1— RC
Rk

Naproti toml.i jestlize \

. ! ;—f—g = tm, sestdvd kiivka K, jak z Mercatorovy mapy
i)a.tl'no, z jedné dvojice nebo z mnoZstvi dvojic vétvi, z nichz
vidy dvé vétve v téZe dvojici jsou pravoihle soumérné podle ro-
viny uréitého meridianu a k jednomu nebo obéma pélim se asymp-
toticky blizi — vyjimaje pripad, kdy, jak nfZe uvedeno,
| & Rk 3w + RC | = 0 — na zplsob loxodrom.

Asymptotické blizeni se kiivky K k pélim pro 0 <
<|&) Rk 4 + RC | <1, L:FR)]C—IEQ = }n vysvita i z toho, Ze
limita integralu (jakoZto funkce jeho horni meze)

* = $m, po pripadé

__ (Rkg* + RO)dg?
Vl — (REk&2 + RC)? cos &2

(15)

EX
"
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(coz je jina forma integralu (14. 14’) daného v trigonometrické
formé), majictho kone¢nou hodnotu pro |&2| < im, | Rké& +
+RC|< 1. | 8| < jn?prolim &2 = F) in Toste nade véeghny
meze, nebot

im (BkE + RO) Gn — | £

s=42 |/1 — (RkE®* + RC)?cos &2
je kone¢na toliko pro n>1, je-i 0 < |t Rk4n + RC| <1
a je-li | (£, Rk in + RC | = 1 dokonce toliko pro » > #. Uvahu
Ize zobecniti i pro kiivky M, jejichz rotadni soustava (M) je dana
rovnici (11). Naproti tomu integral (15) méa pro | &2| = im,
| + Rk t= 4+ RC | = 0 koneénou hodnotu, ponévadz v tomto pii-
padé limita (16) je = 0 pro kazdé » kladné, tedy jiz pro 0 < n < 1.

(16)

Vétve f/, 14 kiivky K se priblizuji k sob& v pélu, aniz by se k pé6lu

blizily asymptoticky.

sin g
R

sdruzené rotaéni soustavy elementd %2, siny = sin (x — ). (kde

72, sin y jsou dané konstanty), jest:

Maji-li soustavy (K) kiivek K ... = k&2 + C spoletné

sin B

el A ¥
R ok >
Tyto kiivky konstantni kfivosti tvofi rotaéni soustavu jedno-
parametrovych soustav, majicich spoleény dotyk podél elementu
obou vzajemné sdruZenych soustav (72 siny). Nazyvejme tuto
(dvojparametrovou) soustavu kfivek K dotykovou soustavou
rota¢ni. Obecné dvojparametrovd soustava kiivek K, jakozto
rotaéni soustava jednoparametrovych nerotadnich soustav dand
rovnici -SBRLB = k&* + P(k), (kdez pro kazdou hodnotu k dosté-
vame urditou jednoparametrovou soustavu rotaéni) neni dotykova:
Kazdou danou dvojici sdruZenych rotaénich soustav elementi

sin y siny

7]2k, t. j. G = T 7’]2]0. (17)

e, sin 0 prochazi tolik rota¢énich jednoparametrovych soustav
(K). kolik kofenu pro & mé rovnice
g __sind
B+ (k) =2

Aby rotadni soustava jednoparametrovych nerotaénich soustav
kiivek K byla dotykova, k tomu je nutné a staéi, aby ¥(k) byla
celistvou linearni funkei parametru k: ¥(k) = ak + b, pro realny
dotyk |Rb | =|[siny | <1, |a|=|n*| <{m

4) Srovnejme s tvahou o integralu (12).
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V tom piipadé kazdou dalsi dvojici sdruzenych rotaénich

. sin ¢ e ot vt -
soustav elementu |2, ——) prochézi jedind rotadéni soustava (K)

R
kiivek K a jeji rovnice jest:
sin f £2 1 sin y — sin 8 Zsin y — n2sin 9O
siny 9*1 =0, t.j. sinﬁ:——z—_cér -52—C ?2,_ Clz =
sin 6 £2 1] Ul n

To je rovnice jednoparametrové rotaéni soustavy (K) procha-
zejici danymi dvéma dvojicemi sdruZenych rotaénich soustav-
element (%2, sin y); ({2, sin 6).

Vzhledem k tomu, e — jak z predchozich avah vyplyvs —
kiivka K protinajici danou rovnobé&zku #2 v thlu o protind ji téz
v Ghlu — o, mozno vysloviti vétu:

Kftivky konstantni kiivosti K protinajici dvé dané rovno-
bézky resp. 72 (2 v uhlech danych resp. p. o jsou shodné: maji
kovariantni kfivost

_ COS 9 —COS O

;| B(n? — ?)

a jsou obsazeny v téZe rotadéni soustavé (K).

Dvéma sousednimi elementy na dvou sousednich rovnobé-
kach je déna urditd kiivka konstantni kiivosti. K¥ivka K ke
kiivee M v daném bod& oskulaéni mé s ni v tomto bodé dva sou-
sedni elementy spoleéné (a naopak). Dvé v daném bodé oskulujici
se kiivky M, N maji v tomto bod& dva sousedni elementy spoleéné
(a naopak). .

Rovnici
sin f = F(&2) (18)
je déna jednoparametrové soustava rotadni (M) kiivek M.
Budiz kromé toho déna rotaéni soustava (V) kiivek N rovniei:
sin y = @(&2). (19)
Je-li nékterd z kiivek N isogondlni trajektorii soustavy (M), jest:
Y = B + a, akonst. a je-li m kovariantni k¥ivost této kiivky N,

= (?1';_7, jest v prisedicich kiivky N s k¥ivkami M:
k m
cosf cosy 20)
il -
k' cosp  cosp k m (21)

m ~ cosy cos(f+a) cosf  cos B+ a)
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Potom je viak také kazda daldi kiivka soustavy (19) isogondlni
trajektorii soustavy (18), nebot je-li pro jednu z kfivek N

siny = sin (8 + a) = D(&2) = F(&%) cosa + Vl_— (£(£2))? sina.

je tato rovnice platni pro kazdou kiivku N soustavy (N) dané

., . . . dy dg
rovnici (19) a je-li v platnosti (20), jest de = aE y=p+a.
a konst., pti ¢emZ a je vzhledem k tomu, Ze soustavy (M), (N)
jsou rotaéni, pro kaidou dvojici kfivek M, N totéz.

Isogondlni_trajektorie rotaéni soustavy (M) tvoFt zase rotaéni
soustavu (N). Aby soustavy (M), (N) byly takovymito vzdjemnymi
soustavami isogondlnich trajektoris, k tomu je mutnouw a postacujict
podminkou (20) nebo (21).

Isogondlni trajektorie rotacni soustavy loxodrom jsou zase
loxodromy a kaidé dvé rotaini soustavy loxodrom jsou vzdjemné
soustavami isogondlnich trajektorii. ;

Kromé toho z podminky (21) vyplyva:

Isogondini trajektorie rotaént soustavy (K) kiivek konstantni
krivosti jsou tenkrdte a jen tenkrdte zase kFivkami konstantni kiivosts.
jsou-li (K) loxodromamsi. Ony isogondlni trajektorie jsou potom téz
loxodromama.

K objasnéni nekterych dosud odvozenych vysledkt lze také
pouziti — kromé zobrazeni Mercatorova — je§té jinych zobra-
zeni rotadnich soustav. Nanasime-li na vodorovnou osu B jakozto
tisetky hodnoty Ghla 8, na svislou osu X jakozto poradnice hodnoty
zemépisnych sifek &2 (po volbé libovolnych délek jakozto jednot-
kovych), zobrazi se rotaéni soustava elementi (&2, ) bodem.
le?icim vzhledem k | £2 | < }x uvnitf rovinného pasu omezeného
ptimkami P,Q ve vzdilenostech -+ }m, —}x rovnobéinych
s osou B, rota¢ni soustava kiivek M dana rovnici f = f(£2) urditym
obloukem uvniti tohoto pasu. Rotadni soustava isogonalnich
trajektorii (V) rotadni soustavy (M) zobrazuje se obloukem ().

vzniklym poSinutim oblouku (M) o délku a ve sméru osy B, (K ) se

. 2
zobrazuji sinusoidami, rotaéni soustavy loxodrom o daném dhlu g
svislou pfimkou ve vzdalenosti f od osy X. Osa X zobrazuje viechny
meridiany, body osy B zobrazuji viechny elementy na plose
kulové, jejichz body lezi na rovniku, body rovnob&iky s osou B
viechny elementy, jejichz body leZi na urdité rovnobézce plochy
kulové. :

Prisek dvou obloukt (M), (N) je obrazem dotyku dvou ro-

tadnich soustav (M), (N) pociél jédné rotadni soustavy elementi,
dotyk takovychto oblouki, jak z pfedeslého patrno, je obrazem
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oskulace téchto soustav (M). (N) podél prislusné rotaéni soustavy
elementi.

Na hranici pasu P, @ neni zobrazeni jednoznaéné (ve smyslu:
bod v obraze — rotatni soustava elementii na plose kulové).
Protina-li v8ak oblouk (M) realné resp. P.Q, v bodech. jejichz

2
B == 37 + qn. g celé, znadi to, Ze kiivky M soustavy (M) se asymp-
toticky blizi resp. k severnimu, k jiZznimu pélu a zarovenn k oném
loxodromam tvoricim rotaéni soustavu, jejichZz B je rovno vzdale-
nosti onéch pruseéiku od X.

Jiné zobrazeni ziskavame. naneseme-li na svislou osu X
hodnotu zemépisné §itky, na vodorovnou osu S hodnotu sin f.
Jednotlivé sdruzené rotadni soustavy (realnich) elementd (jejichz
i &2 | < =) jsou zobrazeny body uvniti pravouhelniku abed, jehoz
vrcholy maji soutadnice: @ (— 4w, — 1). b (— 4w, + 1), ¢ (+ L.
+ 1), d (+ }m, — 1). Uréita soustava (K) je zobrazena useSkou
(K) = mn uvniti abed, jejiz body na obvodu abed jsou m. n. Probi-

8 1 2
hame-li mnoZstvi elementti na kiivkach K podél vétvi V, V vza-
jemné podle meridianovych rovin soumérnych?®) je soudasné
tsetka mn probéhnuta v obou smyslech mn a nm.

V rovnici (11) vyskytujici se funkce F(&2) proménné &2, pro
| F(£%) | £ 1 jednoznaéna v intervalu —{n < &2 < + Ia, k niz
prislusf na ploSe kulové soustava (M), je uvnité pravothelniku
abed interpretovana obloukem (M), protatym kazdou p¥imkou || S

v jediném bodé. Neprotina-li tento oblouk realnd usedky ab, cd.
nepfiblizuji se M pélim. Protina-li v8ak realné resp. ab, cd, blizi
se M asymptoticky k jednomu nebo obéma pélim, jak patrno ze
zobecnéni tvahy o integralu (15). Rotaéni soustava loxodrom,
zobrazenad nyni opét rovnobéikou s X prochazejici vidy jednim
z onéch pruseéikti je soustavou asymptot kiivek M. Protina-li
vsak (M) obvod pravothelnika v nékterém z vrchold, pFiblizuji se

v pélu %'sobé podle meridianové roviny soumérné vétve kiivek M,
aniz by se M k tomuto pélu blizily asymptoticky. Probéhneme-li
v obou smérech oblouk (M), probihdme soudasné mnozstvi ele-

ment@ na obou soustavich vétvi V1 na plose kulové, z nichz
sestava soustava (M) kiivek M a jez jsou vzajemné podle meridia-
novych rovin soumérné.®)

1 2
5) P¥i tom zachovédvame tutéz orientaci podél v&tvi V =V + V

k¥ivek K i ihlu f. Zménime-li orientaci, zobrazi se (K) tiseékou m'n’ vzniklou
zreadlenim mn na X.

" %) Zména orientace jevi se v obraze zrcadlenim na X.

-
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Usetky (K) prochizejici bodem (0, 0) zobrazuji ktivky K,
jejichz C =0 E)onévadi vzdalenost praseéiku S (K) od bodu (0, 0)

8
je rovna sinusu Ghlu, v némz K protma meridian na rovniku,
pro C = 0 protind K rovmk v pravém uhlu. Pro libovolnou kivku

dsin g
M je Rk = dE

Prusek obloukd (M), (N) je obrazem dotyku soustav (M), (N)
podél sdruzenych soustav elementii na plose kulové, svazek Gseéek
(K) o spoleéném bodé je obrazem rotaéni soustavy dotykovych

soustav kiivek K na plose kulové, dotyk obloukd (M), (N) je

obrazem oskulace soustav (M), (N) podél pFislusnych s:iruién)'fch
soustav elementi. (Totéz vzhledem k rovnici (13) lze vysloviti
o transla¢nich soustavach (M), (N) na Mercatorové mapé.)

= tg «, je-li & Ghel, ktery svird (M) s potadnici.

1 1
Partikuldrni integraly Clairautovy rovnice vzhledem k pro-
ménnym sin 8, §2 v oboru, jemuz piislusi &ast roviny omezena

d sm,B £ 4L f(d aim ﬂ) ¢ili vzhle-

pravouhelnikem (abcd): sin f = —ae

dem k rovnici (2) s A
sin f = Rk& + f(Rk) (22)
jsou, jak ze zobrazeni v pravouhelniku (abcd) patrno, na plose
kulové interpretovany soustavami (K), oskulujicimi uréitou sou-
stavu (M) jakozto interpretaci singuldrniho integralu rovmice (22).

Z tvaru oblouku (M) uvniti (abed) mozZno pifmo posouditi
nékteré vlastnosti ktivek M soustavy (M): Na pr. existuje-li k (M)

uvniti (abcd) teéna || S, roste v dotyéném bodé& k nade véechily
meze, kiivky M maji na piislu$né rovnobéZce body vratu, existuje-li
vSak uvnitt (abcd) teéna || X, je piisludné k = 0, kiivky M maji
body obratu. Je-li v nékterém bod& oblouku (M (;1;62 =0, ma k
v tomto bodé extrém, (M ) bod obratu, prlslusne body kiivek M

mozno nazyvati vrcholy, ponévadz kiivky M vskutku v takovychto
bodech maji vrcholy. Vzhledem k soumérnosti kiivek M (a M )

vzhledem k merididnovym rovinim (a k mendmnum), dany -li
jejich rovnice ve tvaru (11), jsou téZ body, v nichz je 8 = {n —|— qm,
q celé, vrcholy.

Analogické Gvahy lze provésti s nékterymi zménami vzhledem
ke zobrazeni o osich X, B jsou-li rotaéni soustavy kiivek dény
rovnicemi typu g = f(£2).
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Aby rotaéni soustava (M) dana rovnici

o dé&t .
B = f(£?) &l d—sf—zcos &2 = tg f(&2) (23)
pfipoustéla infinitesimalni transformaci, jejiz symbol je
oD 0P
2)) =— :— 1| 2
o | e ot g+ con e ] (24)

kde a je libovolnd koneéns konstanta = 0, pPii éemz se omezime
na takovy obor proménnych &, &2, | £2 | < 1z, ve kterém tg f(&2),
tg ¢(£2), D(&, &2) jsou spojité funkce, majici alespoii prvni derivace
spojité, k tomu je nutna a postadujici podminka

de(£?) d f(&%)

o e s = som e ) (25)
cos® p(£2)dE2  cos? f(£2) d&2
aneb, poloZzime-li y = ¢(£2)
tgy =tgf +tgh, (26)
kde b je libovolnd konstanta, nebo
sin (y —f) _ .
cosycosff tg . (27)
Je-li k kovariantni kiivost kterékoli z kiivek M (podél M
1 2
obecné proménna) a poloZime-li m = d—sll%:—) lIze uvésti pod-
minku na tvar
m ok k  [cos B\* .
cos3y  cos®f e m (cos ‘y) ' {28)

Rovnice (25), (26), (27), (28) jsou ekvivalentni a jsou vesmés
soumérné vzhledem k veli¢indm vyskytujicim se v rovnicich
soustav (M) a (N)...y = @(&2). Drahy infinitesimalni transfor-
mace (24) tvofi rotaéni soustavu (N), jejiZ rovnice je
dél 2 2
: qgz 008 &* = tg (&%) (29)
¢ili ‘ ¥ = g(&) (30)
a kovariantni kiivost m kiivek N vyhovuje rovnici (28).
Naopak, soustava (N) ptipousti infinitesimalni transformaci,
jejiz symbol je
' 0P 0P
2y 77 g 1
0[(tgf(§)a§1+0086 af,,], - (31
¢) libovolné koneénd konstanta = 0).

>>>>> ?) Pro srovnéani n. pf. J. A. Serret-G. Scheffers, Lehrbuch d. Diffe-
rential u. Integralrechnung, TII. (Lipsko 1909), str. 199 a dals.
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Jeji drahy jsou kiivky M 'soustavy (M), t. j. vztah obou
soustav je reciproky.
Kdyby misto transformace (24) byla déna transformace

ae [(tg (P(52) 38 -I- cos £2 52], (32)

kde g je spojitou funkei proménnych £, £2 (nebo alesponl jedné
z nich), majici v uvaZovaném oboru spojité parcidlni derivace
alesponi prvého fadu, byla by podminka (25) nahrazena podminkou

( de(  df&y ) "
€\ cos? p(&2) d&8 ~ cos? f(.§2) dg

+ (tg f(87) — tg p(&Y) (tg (&) 5% + cos £ 52) =0 (39

Transformace (32) je, jak patrno, nejobecné&j$i transformaci,
jejiz drahy tvoii rotadni soustavu. Je to soustava (N), dand rovnici
tvaru (30), pii éemz funkce ¢(&2) vyhovuje podmince (33).

Tato podminka (33) je symetrickd vzhledem k funkeim f, ¢,
je-li bud tg f(&%) = tg ¢(&?), t. j. trividlni transformace, pfi niz

(M) = (N), nebo ‘o _ =0, t. j. o je toliko funkef proménné &2,

o0&
585% = g—gz, nadez soustava (N) pfipousti infinitesimalni transfor-

maci
oD
2 2
co (tg f(& ) 8 —|— cos & E’)’ (34)
a je-li také —— 6 52 =0, jedna se o transformace (24), (31). Nebo ko-
o0 T
neéns, je-li tg f(&2) =5 PP + cos 52 852 =0, t. j. je-li o= konst.

integralem rovnice (23), t. j. rovnici soustavy (M). Podminka (33)
prechazi v podminku (28), pfi éem% soustava () pfipoustf infinite-
simalni transformaci

oD oP :
2)) U- ; kol 8
co [(tg f(£2) 8 + cos & 85’] (36)
je-li ¢ = konst. integralem differencidlni rovnice (29). Obecné
mozno ¥fci: Kterakoli z rovnic (25), (26), (27), (28) je nutnou

a postadujici podminkou, aby rotadni soustava (M) danéd differen-
cidlnf rovnicf (23) pfipoustéla infinitesimélni transformaci

o0 (g o6 355 + oo £ 7 | (36)
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a rotadni soustava (N) dana differencialni rovnici (29) infinitesi-
maln{ transformaci :
oD oD

co? [(tg f(£2)) a8 + cos &2 —8—6—,;], (37)
jsou-li ¢ = konst., o = konst. integrily rovnic resp. (23), (29),
pii demz p, ¢ muZe byti téZ = 0. Naopak, aby byla splnéna ktera-
koli z podminek (25), (26), (27), (28), k tomu je nutné a stadi, aby
uvazované infinitesimalni transformace mély symboly (36), (37)

0 " < 0 : 0 d

a aby % =+ 0. A toliko v ptipadé a—gl = 0 je pro -a—§2=d—§2 + 0
podminka (33) soumérnd a jind nez (28).

Z rovnice (27) plyne pro transformaci (24):

Je-li soustava (N) soustavou isogonalnich trajektorii soustavy
(M), tu vzhledem k rovnici (21) bud identicky f = y a tihel a = 0,
t. j. trividlnf transformace, nebo vzhledem k (20) k =m = 0,
t. j. rotadni soustava invariantni netrividlnich infinitesimalnich
transformac{ (24) je tenkrate a jen tenkrate soustavou isogonalnich
trajektorii rotadni soustavy drah této transformace, jsou-li obé
i _doe

I V- )

Dréhy kazdé infinitesimalni transformace, jiz ptipousti rotaéni
soustava (M), netvorf v8ak vidy rotadni soustavu v naSem slova
smyslu. P¥ikladem toho je na pf. rotace kolem osy plochy kulové,
jejiz drahy (rovnobéiky) sice zistdvaji invariantnimi vzhledem
k rotaci (je to jejich trivialni transformace), neptisluseji viak
uvazované kategorii infinitesiméalnich transformaci, ponévadz pro

né je vesmés y = 4=, t. j. tg y roste nade viechny meze. Symbol
této transformace jest:
0P

o8 '
Pi{slusné podminka, aby (M) pfipoustéla rotaci je oviem identicky
splnéna pro kaZdou rotaéni soustavu (M).8)
Na Mercatorové mapé méjtez drahy grupy infinitesimalnich
transformaci rovnice u = ¢(u, v, t), v = yp(u, v, t), je-li ¢ parametr
0
jqd.notliv;{fch transformaci, uo, v hodnoty funkef @,y pro t =20,
a tyto funkce jsou spojité aosﬂojité differencovatelné, a smérnice
libovolného elementu se transformuje podle rovnice
'l"l. + ’Pv v' '
V=00 g dv’ q)'=a—¢, atd., pti demz G
‘P':. + oo du u Ou Yu; Py
o0

8) Dosadme n. p¥. do rovnice (4) na str.-198, Serret-Scheffers, Lehrbuch
d. Differential u. Integralrechnung, III. '
?) Tamtéz, str. 213.

soustavy soustavami loxodrom (potom oviem

= 0.9)
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