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W-Projektionen totalisotroper Flichen I.
. M. Pinl, Prag.
(Eingegangen am 18. Marz 1936.)

Die Theorie der sogenannten totalisotropen Mannigfaltigkei-
ten?) ist im komplexen n-dimensionalen Raum R, identisch mit der
Theorie der u-dimensionalen Integralmannigfaltigkeiten V, der
Mongeschen Differentialgleichung:

n

de,? + day2 4+ ... +dx,2=0 ,u=1,2,...,[—2—]. (1)

Im Sonderfall x = 2 wurde diese Theorie in neuerer Zeit mit Vor-
zug innerhalb der Dimensionszahlen n = 4, 5, 6 als Theorie tota-
lisotroper Flachen genauer entwickelt und alle Typen totalisotroper
Flachen in den Raumen R,, R;, R, aufgestellt.?) '

Im folgenden sollen nunmehr diese Ergebnisse, einer Anregung
des Herrn A. Winternitz folgend. eine ebenso naheliegende wie
neuartige Deutung erfahren, die wir hier zunéchst fiir allgemeine
Dimensionszahlen x4 und » formulieren (§ 1), um sie weiterhin fir
die Dimensionszahlen © = 2, n = 4, 5, 6 genauer zu behandeln

(§2—§ 4).
§1. W-Projektionen und B-Projektionen.

V, sei eine u-dimensionale Integralmannigfaltigkeit der Mon-
geschen Gleichung (1). Ihre Parameterdarstellung sei durch die
Gleichungen:

By = (W, Uy o o o5 U)o vy B = By o o o5 W) (2)
Tp—ptq = Wy, . . ., Tn = 1Y,

1) Vgl. J. Lense, Jahresber. D. M. V. 35 (1926), 280—294; Wiener
Berichte 135 (1926), 29—32; 186 (1927), 81—85; Math. Z. 29 (1928), 87—95,
34 (1932), 721—1736.

?) Vgl. M. Pinl, Proceedings -Amsterdam 85 (1932), 11811188,
36 (1933), 550—557, 38 (1935), 171—180; J. Lense, Uber vollisotrope
Flachen, Monatshefte f. Math. u. Phys. 48 (1936), 177—1886.
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gegeben,?) worin die n Funktionen wxy(u,. ..., u,) [der Vektor
t(%, ..., u,)] als analytische Funktionen ihrer Argumente mit
gemeinsamen Existenzbereich vorausgesetzt werden.) Dann be-
friedigen die Funktionen (2) die Gleichung (1) und man erhalt:

dz,® +da? 4 ... + da?,_, =du? 4 ... + du2,, {u, ..., uut (3)
bzw. fir 4 = 2:
dz,?® + day? 4 ... + da?,, = du? + du,? {uy, u,}. (4)
Mitanderen Worten: das Integrationsproblem (1) der
Bestimmung aller totalisotropen V, des R, ist gemaf (3)
der Bestimmung aller euklidischen u-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten im (n — u)-dimensionalen Projekti-
onsraum der (kartesischen) Koordinaten z,, a,, .. ., Lpn—us
der W-Projektionen der totalisotropen V, des R, aqui-
valent. : :
Insbesondere entspricht so fiir 4 = 2 jedem Typus totalisotro-

per Flichen des R, ein euklidischer Fliachentypus des R,_, und
umgekehrt.

Der Fall gerader Dimension n — 2m der euklidischen Ein-
bettungsridume 1aBt noch eine andere Deutung zu. Man substituiere:

Tm+1 =Yy, « « ., Tam = tYm (1 = = 1). (5)

Dann entsteht gus (1):
dz,? 4 da? + .. ctdes? =dy? +dyt + ..+ dym®.  (6)
Da die Dimensionszahl u einer totalisotropen V, des R, nach J.

Lense durch % beschrankt ist,5) liegt darin folgende auf W.

Blaschke zuriickgehende Deutung des Integrationsproblems (1)
fiir den Fall gerader Dimensionszahlen n = 2m: die Bestimmun g
aller totalisotropen V, des R,, erscheint durch B-Projek-
tionen (5) auf die Bestimmung aller Isometrien (6) des R,
zuriickgefiihrt.

Eine genauere Untersuchung solcher B-Projektionen, sowie die
ihrer Verallgemeinerungen im Sinne des Aquivalenzproblems:
dzy? 4 da? + ...+ dag® = dyesy® + dyesg® + ... + dyg? )
(,,4-Projektionen*)
fir alle moglichen Werte u, k, n soll an anderer Stelle gegeben
werden.

8) Vgl. Duschek-Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie II, 201,
Leipzig 1930.
’ 4) Vgl. E. Study, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), 1—49. -

5) Vgl. 1).
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§2. u =2, n <6, die trivialen Falle.

Die Existenz totalisotroper Flachen beginnt im komplexen R,.
Hier erhilt man aus (1) eine einzige Fliachenklasse, die totalisotro-
pen Ebenen.%) Thre W-Projektion in den R, der Koordinaten z,, x,
fallt mit (einem Stiick) dieser Koordinatenebene zusammen und
liefert so wiederum nur eine einzige Realisierung fiir das binire
euklidische Bogenelement (4). Dagegen enthélt der komplexe R;
bereits zwei totalisotrope Fliachenklassen: totalisotrope Ebenen
und totalisotrope Torsen d. h. die Tangentenflachen:

oy, up) = 9(uy) + s y'(%y), Y2 =9 =0, (8)
(0.9 9" 9%, 9", ) =0, {u}
der zweifach isotropen Kurven dieses Raumesy. Nach Voraussetzung
ist dabei die Matrix:

” t)l’ I)”, t)”,, l)[v’ I)V “‘ (9)
vom Rang fiinf, die Matrix || v, y”, y” || daher vom Rang drei und
es existiert mindestens ein Koordinaten-R;, in dem die Projektion
der Gratlinie 1 nicht in eine ebene Kurve ausartet, in dem also die
W-Projektion von (8) wiederum eine Torse darstellt. Diese Projek-
tionstorse ist notwendig anisotrop, da andernfalls zwei Zeilen der
Matrix (9) proportional wiren. Sie stellt somit die Realisierung
eines euklidischen biniren Bogenelementes dar.

Versteht man ferner unter gqs,6 = ap . £ys den biquadratischen
Fundamentaltensor der totalisotropen Torse (8), so fallen bekannt-
lich die zweifach isotropen Kurven der Fliache (8) d. h. die Null-
linien:

Japys du* duf dur dus = 0, o, By, 0 =12 (10)

in der einparametrigen Schar der Tangenten der Gratlinie y zu-
sammen. lhnen entsprechen durch W-Projektion die (euklidi-
schen!). Tangenten der Projektionsgratlinie d. h. die einpara-
metrige Schar der Asymptotengeraden.

§3.u=2,n=6;komplexe euklidische Regelflachen in R,.

Die totalisotropen Flichen des R4 zerfallen in vier Typen:
Ebenen, Torsen, Regelflichen und harmonische Flachen.?’) Ent-
sprechend sind im R, vier Typen euklidischer Flachen zu erwarten
darunter insbesondere komplexe euklidische (kriimmungsfreie)
Regelflichen, die keine Torsen sind.8) Im Gegensatz zu den tota-

6) Vgl. 1); der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Identitdt (x;, £a
Tags )2 = 0 {p} (unter Beriicksichtigung von 1, = g2, = £ = 0).

7) Vgl. 2) 85, 1184—1185, J. Lense 2), 181.

8) Vgl. C. L. E. Moore, E. B. Wilson, Proceedings of the Amer. Acad.
52 (1916), auf S. 338 schlieBen die Verf. aus dem Verschwinden der Gauf’-
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lisotropen Torsen ist der von den Vektoren p;, g, 1y, L1e. 9o (= 0)
aufgespannte Schmiegraum totalisotroper Regelflichen:
r = 9(w) + up §(uy),
2 2 2 (1)
D=0 =3"=0==3"=0 {u,u}
vierdimensional.®) Die Matrix |1, r, || ist nach Voraussetzung vom
Rang zwei. Somit existiert mindestens eine Darstellung der Fla-
che (11) von der Form:
W = 2M(uy, uy), . . ., 2D = B (uy, uy), 3 = tu,, & = tu,, (12)
wo unter z® die sechs Komponenten des Vektors ¢ zu verstehen
sind. Bezeichnet man Ableitungen (wie bei Vektoren) mit unteren
Indizes, so ist die Matrix:
V., @, 2, @ 4
T, x| x, z,M ., 0,
ZapW,  Tap®, Xep®.  weg®. 0
ZysD,  Tpe®, 2@, 2,64, 0, 0

. 0
o @A @ (13)
fiir (mindestens) eine bestimmte Indexgruppe notwendig vom Rang
vier. Setzt man jetzt zur Abkiirzung:
1 = {xl(l), - xl(4)}, o * = {xz(l): . x2(4)}:

Eaﬂ* = {xaﬁ(l): ) xaﬂ(4)}: LI (14)
so ergibt sich fiir die Matrix || g,*, r.*, rop*, £y6* || wiederum der
Rang vier. Andernfalls bestiinde die lineare Relation:

At* + Agts* + Aaplas* + Apotye* = 0, (15)
aus der wegen: )
La*0s* = — Oop, Lap® = Lap» La*Ipy* = 0 . By = 1. 2.  (16)
durch skalare Multiplikation mit g,* bzw. r*,:
A =2 =0, tag* = tp*, Tas = e, (17)

hervorgeht. Dann wire aber die Matrix (13) entgegen der Voraus-
setzung vom Rang drei. Daher ist auch der von den Vektoren
0™ ¥ 1™, 1e* aufgespannte Schmiegraum der W-Projektion r*
wiederum vierdimensional und g* selbst keine Torse. GemaB (16)
reduzieren sich ferner die Skalarprodukte der zur Basis 1,*, £o*, ros*
bzw. £.*, r.*, r,6* gebildeten Trivektoren auf die biquadratischen
Fundamentalkomponenten gqs,5 von g:

schen Kriimmung der Regelfliche r = y(u,) + w3 (u,) auf das Verschwin-
den von [y, 3, 3']* und daraus auf den Torsencharakter der Fliche. Dies
gilt nur fir reelle Flichen im Gegensatz zu den hier vorliegenden Fillen
1sotroper Trivektoren [y’, 3, 3’]; entsprechend ist auch der auf S. 342 aus-
gesprochene Satz zu ergiinzen.

%) Der Schmiegraum einer Torse wird bereits von den Vektoren y’.
p”, »” aufgespannt. '
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Japys® = [0%. 0%, Tas™] . [01%: 8%, £0™*] =

—1 0 0
=, 0—120 = Laplys = Japys % P, 7.0 =1, 2.
0 0 re*re* (18)

Das bedeutet: der zweite Fundamentaltensor g*.;,s der
W-Projektion g* (Tensor von Voss-Bompianil?) ist mit
dem biquadratischen Fundamentaltensor von g iden-
tisch; dieselbe Differentialgleichung:

Gapys du* duf du? dud = 0, o, By, 6 =1,2 (19)

definiert auf y das Netz der zweifach isotropen Kurven'?)
und auf ¢* Isotropen zweiter Art nach E. Bompianiins-
besondere die Asymptoten.’?) Dabei besteht das Netz der
zweifach isotropen Kurven aus den isotropen Erzeugenden und
einer nichtlinearen Schar, das Asymptotennetz der W-Projektion
desgleichen aus den Projektionsgeraden der Erzeugenden und
einer entsprechenden nichtlinearen Schar.

Ein Beispiel fiir Flichen dieser Art verdankt man Herrn
J. Lense!?):

ud 1 w3 72 u 1
s TR N RN S g8 —
*  "w * et =gty
s G w1 e w i (20)
x 2—|-'v2,x 1 vu, x 1 'vu.

Durch Einfithren neuer Parameter u,, u,:
u=—3%i(u+v), ug=—1%w—0v),

Ouy Ouy  Ou; Ouy ) 40 (21)

ou ov ov ow 2
und W-Projektion gemaf:
x*¥l = g1, z*2 = g2 % = 25 o*t = 28 2% =y, ' =1, (22)
in den R, der z,*, ..., z,* entsteht die (Mongesche!) Regelflache:

10) Vgl. A. Voss, Zur Theorie der Transformation quadratischer Diffe-

rentialausdriicke und der Kriimmung héherer Mannigfaltigkeiten, Math.

Ann. 16 (1880); E. Bompiani, Invarianti e covarianti metrici nelle defor-
mazioni di specie superiore, Rend. Accad. d. Lincei (5), 28 (1919;), 29 (1920;),
Atti Ist. Veneto 80 (1921), 1113—1145. .

1) Vgl. 2) 35, 1183.

12) Vgl. E. Bompiani, Geometrie riemanniane di specie superiore,
parte IV p. 447—448, Roma 1935. ;

13) Vgl. 1) J. Lense, Math. Z. 84 (1932), 735—736; 2) M. Pinl, 35, 1185.
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x*1=__1_2_ — %3 — _4__1,_7_1‘_
E¥ = —zg+vi—§, ¥ = —i:—v%
ox*t u2 2v Tu? 20 u v T iv|| ((23)
| |TT T T T T w2 T T T
ozx | 1 i 1 i
ov u? u?’ w’ u

mit den konstanten Fundamentalkomponenten:

* =0, g1s* =— 492" =0, |ges* | =— 1. (24)

Somit ist (23) euklidisch und (20) totalisotrop:

gu=gu*+ @)+ (—19* =0, g =g"+ 3)*+ (> = 0.
For = g* + (3)* + ($9)* = 0.

§4. 1 =2, » = 6; harmonische euklidische Flachen in R,.

(25)

Wir betrachten den zweidimensionalen (reellen!) Torus:
t* = {cos u cos v, cos u sin v, sin u cos v, sin % sin v,} (26)
mit den Fundamentalkomponenten:
gu* =1, g* =0, gp* = 1. (27)
Wegen (27) ist (26) euklidisch und demnach W-Projektion der
totalisotropen Flache: .
¢ = {cos u cos v, cos u sin v, sin % cos v, sin u sin v, u, w} (28)

eines komplexen R, mit den quadratischen bzw. biquadratischen
Fundamentalkomponenten:

Ju=9gu*+ 1> =0, g1 = g* = 0, gp = gou* + 12 = 0, (29)

— * _ * _ * _
= Gun™ = L, G = 2™ = 0, Guuee = Jue™ = 1,

*

30
Jrze2 = Gr222™ = 0, Gozge = Goame™ = 1, (30)

11115 J1112> G122
62 = | Gip, Gurze: Grsms | =0 (31)

11225 J1222> J2002

Wegen (30) ist ¢ Minkowskischer Natur!4), wegen (31) harmonisch?S).
Daher ist ¢ nach einem bekannten Ergebnisi®) eine Schiebfliche.
Dies zeigt eine einfache Parametertransformation:

1) Vgl. ) 86, 555—556, 38, 176.

1) Vgl. ?) 85, 1185.
16) Vgl. *) 86, 555—556.
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“+ % t— Uy

Uy =U+ 0V, Up = U—V, U = 5 V= ——p (32)
Sie ergibt:
2¢* = {cos u; + cos u,, sin u; — sin u,, sin u; + sin u,, (33)
' — CO8 U; + COS Uy}
2r = {cOS u; + COS Uy, Sin u; — Sin Uy, sin u; -+ sin wu,, (34)

— COS U; + COS Uy, ¢ (Uy + Uy), T (U — Us)}
und man hat das Resultat: der euklidische Torus (26) ist
W-Projektion einer Minkowskischen harmonischen to-
talisotropen Schiebflache (28), die von den zwei Scharen
u, = const. bzw. wu, = const. transzendenter isotroper
Schrauben erzeugt wird:

H = {cos u,, sin u,, sin u,, — cos u,, 1u;. 1U,}.

; n?P=0

2r = p(u . . ; . - (35

£ =plw) + 3u), 5 = {COS Uy, — SIN Uy, SIN Uy, COS Uy, 82y, — 1Us}, 185}
622 = 0;

diese Erzeugenden p und 3 verwandeln sich durch die
W-Projektion in (nichtisotrope) hyperspharische Kur-
ven p* und 3* welche die Torusschiebflache ¢* erzeugen:

* = {cos u,, sin u,, sin ¥%,, — cos u,},

%D*lz = l’ %2
2% = y*(m) + 3*(a), g =1 (36)
3* = {cos u,, — sin uy, sin u,, COS Uy},
It =1,

Allgemein erhdlt man aus harmonischen totalisotropen Flachen g
des Ry durch W-Projektion harmonische euklidische Flachen p*
in R,, da wegen guss = g*apys auch @, = O,* gilt. Somit besteht .
auf ¢* in geeigneten Parametern:
ta*rg* = Const., z.*gs™* = 0,
(2%, 2%, 2as™] - [12% 22, 130™] = CLas™trs™] = Claptys
und dieselbe Differentialgleichung:

Japys du* duf dur du’ = 0, o« By, 0=12 (38)
bestimmt wiederum die zweifach isotropen Kurven auf y wie die
Asymptotenkurven auf g*. Das bedeutet mit-Riicksicht auf @, =
= 0,* = 0: die W-Projektionen 3* der harmonischen
totalisotropen Flachen ¢ des R; sind die euklidischen
Flachen des R,, deren Isotrope zweiter Art nach E.

Bompiani bzw. deren Asymptotenkurven auf der Fla-
che ein harmonisches Netz bilden. 4

(37)

Casopis pro p¥stovéni matematiky a fysiky. 8 101
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