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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Uber die Reduzibilitit eines Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten nach einem
Primzahlmodul.*)

" Karel Petr, Praha.
(Eingegangen am 12. Oktober 1936.)

In dieser Arbeit werden Polynome coz® 4 c,a"1 + ... + ¢,
mit ganzen rationalen Koeffizienten ¢, c,, . . ., ¢, betrachtet. Man
nennt ein solches Polynom reduzibel nach dem Primzahlmodul p,
wenn es ein Polynomprodukt

(dom +dyx—14 ...+ d,) (egx* +ext—14+ ...+ ¢), r>0, s>0

mit ganzen rationalen Koeffizienten gibt, dessen Koeffizienten
den Koeffizienten gleichen Grades des urspriinglichen Polynoms
kongruent (mod p) sind; d. h. wenn

CoX™ + a1 4 ...+ ¢, =
= (do2" + dy2™1 4 ... + d,) (eg2® + e@*—1 + ...+ &) (mod p).

Um die Darstellung moglichst einfach zu gestalten, setzen wir
voraus, dafl die Koeffizienten c,, d,, e, durch p nicht teilbar sind.
Dann ist das gegebene Polynom ein Polynom n-ten Grades und
die Polynome der Zerlegung sind vom r-ten bzw. s-ten Grade, wobei
r+ s=mn; r, s sind selbstverstandlich ganze positive Zahlen.
Die Definition der Reduzibilitit eines Polynoms (mod p)
laBt sich einfacher aussprechen, wenn man Polynome einfiihrt,
deren Koeffizienten Elemente des zur Primzahl p gehorigen
Primkorpers K, (des. Korpers der Restklassen (mod p)) sind.
Hier konnen die Koeffizienten ¢y, c¢,, ..., ¢, als Repriasentanten
der zugehorigen Restklassen mod p betrachtet werden und das
gleiche gilt auch von den dy, ¢;. Dann heifit das Polynom cyz* +
+ cya"—1 4 ... + c, reduzibel, im Korper K,, wenn es sich schrei-
ben laBt als Produkt zweier Polynome der Gerade r bzw. s,

*) Die folgenden Entwickelungen wurden im wesentlichen vor einigen

Jahren in ,,Jednots Ceskoslov. Mat. & Fysika (Sitzung vom 9. V. 1934)
vorgetragen.
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r> 0, s> 0 mit den Koeffizienten aus K, (kurz: zweier Poly-
nome in K,).

Wenn ein Polynom eine solche Darstellung als Produkt nicht
zuldBt, so heilt es irreduzibel in K.

In dieser Arbeit bezeichnen z, y, 2, u,¢ Unbestimmte; a, b.
¢, d, e Restklassen (mod p) (Elemente aus K,); 0 bezeichnet die
Nullklasse (die Menge aller ganzen durch p teilbaren Zahlen);
1,9,k 1, m, n, p. q. 7, ssollen ganze rationale Zahlen bedeuten, mit P
wird immer eine Primzahl gemeint.

1

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel Kriterien fiir die Redu-
zibilitdt eines Polynoms in K, aufzustellen und AufschluB iiber
die irreduziblen Bestandteile zu geben. Es geniigt, sich auf Poly-
nome mit dem hochsten Koeffizienten 1 (Einsklasse (mod p)) zu
beschréinken. Sei also

flx) = 2 + az"1 4+ apa™2 + ... + ay,

ein solches Polynom in K. f(x) hat in einer passenden Erweiterung
von K,, die durch Adjunktion der sogenannten Galoisschen
Imagindren zu K, entsteht, n Wurzeln. Diese Wurzeln sind alle
voneinander verschieden, wenn die Diskriminante von f(z) ungleich
Null ist (d. h. wenn die Diskriminante nicht durch die Nullklasse
(mod p) gegeben ist). Wire die Diskriminante von f(x) gleich
Null, so hatte f(x) mehrfache Wurzeln und dann lieBe sich f(x)
auf bekannte Weise in ein Produkt von Polynomen in K, zerlegen.
deren Diskriminanten alle von Null verschieden sind.

Wir werden also voraussetzen, daB f(x) eine von Null verschie-
dene Diskriminante besitzt. Die Wurzeln von f(x) geniigen der
Gleichung

n — —2
"= —a "l — a2 — ... —ay.

Wenn wir diese Gleichung mit z multiplizieren und dann das
Glied — a,2" mittels der vorigen Gleichung durch a,22z"—! +

~+ a,a,x"—2 agx™3 + ... 4+ a,a, ersetzen, so bekommen wir
L 2 3 1
die folgende Gleichung
artl =g/ 2"—1 + a@'p2m—2 + ... + a',
mit ay =a2—a, ay=aa,—a,,...,

der wieder alle Wurzeln von f(x) geniigen. Auf diese Weise fort-
schreitend sehen wir, daB sich die Potenzen z", an+1 gn+2 .
in K, linear durch z° a1, 22, ..., 2"! ausdriicken lassen, falls z
eine Wurzel von f(x) ist. Fiir das folgende sind besonders wichtig
die linearen Ausdriicke fiir folgende Potenzen:

a0 P, glo? g2.2 . pe—1p,
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Nach Durchfiihrung der betreffenden Rechnungen bekommen wir
folgende n Gleichungen:

P = cpo + Cka1% + Cro? + ... + Cpp—r2" !

k=0,1,2,...,n—1, (4)
die fiir jede Wurzel von f(z) giltig sind. Hier ist ¢y = 1, ¢ = 0
fir j =1.2,...,n—1; ahnlich ist, falls p <n, ¢, =1, alle
iibrigen ¢;; = 0. Die Gleichungen (A) driicken die Elemente
1. a?, 22, . . ., x(»—1? linear durch die Elemente 1, x, 22, ... a"—1

aus. Die lineare Substitution von » Unbestimmten mit den Koef-
fizienten c;; hat folgende Gestalt:

Xi = cko% + k1% + - . - + Chkn—1%n—1 (A")
k=012 . ,0n—1

Die Eigenschaften dieser Substitution werden uns Auskunft iiber
die Reduzibilitat des Polynomes f(x) geben.

Um die erwéhnten Eigenschaften zu ermitteln, werden wir
die Substitution (A’) auf eine einfache Gestalt bringen. Zu diesem
Zwecke suchen wir, wie sich durch die Substitution (A) gewisse
passend gewiihlte lineare Ausdriicke in 1, x, 2% ..., 2"~ trans-
formieren. Um unnétige Lénge der Formeln zu vermelden setzen
wir voraus. daB sich f(z) in drei irreduzible Polynome f,(x), fo(x
fs(x) der Grade gq,r, s zerlegen laBt:

f(x) = fi(=) fo(=) fs(x), ¢ > 0, r > 0. s >0
q+7r—+s=n.
o soll nun eine festgewahlte Wurzel von f,(x), f von fy(x). y von
fs(x) bezeichnen. Wenn wir den Korper K, durch « zu K,(x)
erweitern, so liegen bekanntlich alle Wurzeln von f,(z) in Kjp(x)
und sind durch die Folge '
x, of, o, ... o, &7 = &

gegeben. Ahnlich lassen sich alle Wurzeln von fy(z) bzw. fs(x)
durch die Potenzen von § bzw. y in K,(f8) bzw K,(y) ausdriicken.
Wir fiihren noch die Bezeichnung

op = o, B = pr', yr = p?*
ein. Wir bilden nun folgende Ausdriicke

flw) fl) fle)
7 —a Yo T —on Yoo oo s F——— Ya—1, (+)
die linear in 1, x, 22, . . ., 2" mit Koeffizienten aus K,(«) sind.

Formal ganz gleiche Ausdriicke, die nur linearin 1, 27, 2?2, . . ., 2"—1p
sind, erhalten wir, wenn wir in (4) # durch a? ersetzen:
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@)y _fe?)

—a Y P —a

fla?)
= Yl,. v ooy x—p—:“—q——l—— Yq_l.
Es laft sich auf folgende Weise leicht finden, wie sich die Aus-
driicke #g, %1, . - -s Yg—1 In Yo, ¥y, ..., Yoy transformieren, und
zwar mittels der Gleichungen (A), die fiir alle Wurzeln von f(z)
gelten. Der Ausdruck Y, wird Null fir alle Wurzeln des Poly-
noms f(z) mit einer Ausnahme. Diese wird gebildet von der Wurzel
der Gleichung 2? — x = 0 oder, was dasselbe ist, der Gleichung
2? — o?® d. h. von der Wurzel x,—;. Dasselbe gilt aber von dem
Ausdruck y,—i.
Es ist also. falls z eine Wurzel des Polynoms f(x) und folglich
infolge der Gl. (A) Y, linear in 1, z, 2%, ..., "1 ist:
Y, = 6yyYg—1 und &ahnlich
Y1 =104 Ys= 0. ..., Yom1 = 0g—1Yg—2.
dy, By, . . .. 0g—1 sind Elemente des Koérpers K,(x) und es ist
f'(x) f'(x1) f'(oxs) f'(%g—1)
bp=3%—— O=T—7, OG=TF—,..., 01 =537 —
R 7 L ) S (O B P
Es gilt also fir die 6, d,, . . . die Beziehung

606162 ... aq——l —= ].. (_)
AuBer den yq, ¥y - . -, Yg—1 konnen wir noch folgende lineare Aus-
driicke in 1, z, 22, .. ., z*—! bilden:
(=) _ =@ i=01..,r—1

x—p’ 7 x—y j=0,1,...,8—1 (+)
Wenn wir hier wieder x durch z? ersetzen, so erhalten wir Aus-
driicke, die den Y; #hnlich gebaut sind und die wir durch Z;, U,
bezeichnen werden. Zwischen den Z; und z;, bzw. U; und u; gelten
analoge lineare Beziehungen wie zwischen den Y; und y;. Die
in 1,2, 22, ..., 2! linearen Ausdriicke wg, 2, %; sind unter-
einander linear unabhingig und ihre Anzahl ist gleich n = ¢ +
4+ r 4 s. Fithren wir in (A’) anstatt der x,, z,, .. ., ,— die Un-
bestimmten -y, 2;, u;, die durch (+4) und (+') als lineare Formen
der z,, z,, . . ., ,—; gegeben sind (es geniigt in (+), (+') zx statt x*
zu setzen), ein und fithren wir weiter anstatt der X,, X,, ..., X,
die ahnlich gebauten Yj, Z;, U; ein, so geht das System der
n Gleichungen (A’) in das folgende einfache System von n Glei-
chungen

Yi = yp—1, Zi = &iziy, Uj = njuj— (B)

k=o0,1,..,¢—1,1=0,1,..,r—1,j=0,1...,8—1

iiber. Es 1aBt sich also die lineare Substitution (A’) auf die ein-
fache Gestalt (B) transformieren.
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Die lineare Substitution (B) ist aus drei linearen Substitutionen
zusammengestellt. Jede von diesen drei Substitutionen bezieht
sich nur auf eine Gruppe von Unbestimmten: die erste auf die
Unbestimmten (yi, Y;), die zweite auf (z;, Z;), die dritte auf
(u;, Uj;). Die linke Seite der annullierten charakteristischen Glei-
chung von (B) und damit auch diejenige von (A’) 1laBt sich also
in ein Produkt von drei Faktoren zerlegen. Diese Faktoren sind
die linken Seiten der charakteristischen Gleichungen der drei
Substitutionen, in welche die Substitution (B) zerlegt ist. Diese
linken Seiten lassen sich leicht ausrechnen. Fiir die lineare Substi-
tution zwischen den y; und Y; bekommen wir so, wenn wir ¢ = 5
setzen, als linke Seite der charakteristischen Gleichung:

— A, 0. 0, 0,
&, — A 0, 0,
0, &, — 4 O, — 35 4 8,0,0,0,0, = — A5 + 1.
0, 0. &, — A4 |
0, 0. 0, &, —4,

Die charakteristische Gleichung der Substitution (B) hat also die
Gestalt

o |

SOCO>

(A2 —1) (Jr — 1) (A* — 1) = 0.

Wenn sich allgemein f(zx) im Korper K, in [ irreduzible Faktoren
von Graden gq,, ¢s, . . ., q; zerlegen 1aBt, so hat die charakteristische
Gleichung der Substitution (A’) die Gestalt:

(A2 — 1) (A= — 1) (A= — 1) .. .(lql——l) = 0,
G+t . Fa=mn

Die linke Seite dieser Gleichung charakterisiert umgekehrt fiir
unsere Zwecke geniigend die Substitution (A’), folgende zwei
Falle ausgenommen:

a) falls eine oder mehrere unter den Zahlen ¢, g,, . . . durch’
p teilbar sind,
b) falls wenigstens p von den Zahlen g, ¢, . . ., ¢; einander

gleich sind.

In diesen Fillen ist nidmlich dig Gestalt, die man der cha-
rakteristischen Gleichung geben kann, vieldeutig. Wenn zum
Beispiel ¢, durch p teilbar ist ¢; = pg’;, gilt in K, folgende Gleichheit

(A —1) = (91— 1)? in K,
Diese Ausnahmen kénnen nicht zutreffen, wenn p genug gro3
ist, zum Beispiel wenn p > n. Wenn p = =, so findet Zweideutig-
keit bei den charakteristischen Gleichungen '

(A—1p =0, (A*—1)=0
statt, die zusammenfallen. Fiir p = n — 1 gibt es gleichfalls eine
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Zweideutigkeit: ~
(A—1)r = (A1 —1)(1—1)

und s. w.

Die Ergebnisse, die wir so gewonnen haben, kann man in
dem folgenden Satze zusammenfassen: Eine notwendige Bedingung
dafitr, dafl das Polynom n-ten Grades f(x) mit ganzen rationalen
Koeffizienten vm Restklassenkorper (mod p) in ein Produkt von
wmn K, irreduziblen Polynomen der Grade q,. qs, . . ., i zerlegbar sei,
1st, daf3 sich die linke Seite der annullierten charakteristischen Glei-
chung der linearen Substitution (A’) in K, in der Gestalt

(An—1) (A2 —1)... (A% —1)
schreiben lasse.
Diese Bedingung ist auch hinreichend, falls keine identische
Gleichhert -
(A —1) (A —1)... (A% —1) = (A — 1) (A=—1)... (A7 —1)

in K, besteht, in der die Menge der ganzen Zahlen (q,. qs. . . ., i)
nicht mit der Menge (q'y.q's, ..., q'v) identisch ist. Insbesondere
trifft dies ein, wem p > nm. Da ist die angegebene Bedingung not-
wedig und hinreichend.

II.
Einige Beispiele. 1. Man soll feststellen, ob 22 —a in K, re-
duzibel sei; p sei > 2. Fiir 22 —a = 0 gilt auch
p—1
_ - ?=a? 2

und die Gleichungen (A) lauten:

207 =1

p—1

x?=0-+a ? 2.

Die charakteristische Gleichung ist dann:

|1—4, 0 |
b i=0, d. h.

I 0, a2 —12
p—1

A—1)(A—a 2 )=0.

Die Gleichung kann in K, fiir @ &= 0 nur eine von diesen zwei
Formen (A—1)2=0, A22—1 = 0 haben. Es ist also entweder
p—1 1 .

a2 =+ 1oder a 2 =—1. Im ersten Fall ist die Gleichung
in zwei lineare Faktoren zerlegbar, im zweiten Fall ist sie irre-
duzibel. Dieses Ergebnis ist aus den Anfingen der Zahlentheorie
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bekannt und wird durch den Satz ausgesprochen: a ist quadra-
tischer Rest oder Nichtrest (mod p). je nachdem

1

a2 =+ 1 oder =—1 (mod p) ist.

2. Untersuchen wir die Gleichung

»?—axr—b=20
in K,. Hier ist

»® =b + ax
x2 = b2 + 2abx + a?a? (%)
237 = b3 4+ 3ab%x + 3a?bx? + a®a?

Die linke Seite der charakteristischen Gleichung hat hier die Form:
(A—1)(A—a)(A—a?)...(A—ar 1)

Wir miissen @ =+ 0 in K, voraussetzen, sonst hitte die gegebene
Gleichung » gleiche Wurzeln. (Auch die linke Seite der charakte-
ristischen Gleichung hitte dann eine ganz andere, von der oben
angefiihrten abweichende Gestalt.)

Wenden wir uns zuerst dem Fall @ = 1 zu. Die linke Seite
der charakteristischen Gleichung hat die Gestalt

(A—1p
und das ist in K, dem Ausdruck (1# — 1) gleich.

Daraus folgt, daB die gegebene Gleichung in K, entweder in
p lineare Faktoren zerlegbar oder irredizubel ist. Der erste Fall
tritt aber dann und nur dann ein, falls die Gleichungen (X ) fol-
gende Gestalt haben:

P =z, ¥ = x2, X% = a3, ...,

d. h. falls die Substitution (A’) die identische Substitution ist.
Das trifft nur fiir b = 0 zu. Wenn also @ = 1, b = 0 ist, so ist
die untersuchte Gleichung in K, irreduzibel.

Es soll nun ¢ zum Exponenten r gehoren, (d. h. a" =1,
a” =1 fir 0 <7 <r). Man kann dann die linke Seite der cha-
rakteristischen Gleichung in der Form

p—1
G—1F—1*
schreiben. Offensichtlich ist hier das Polynom 27 —ax —b in

—1 . . N .
P - irreduzible Faktoren r-ten Grades und in einen linearen

Faktor in K, zerlegbar.
3. Nehmen wir weiter das Polynom

f(x) = 24 — 22% 4 322 — T 4 4
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in K;. Es gilt in jedem K, fiir f(z) =0
xt = 223 — 322 + Txr—4
= 234+ 22+ 10x—8
28 = 323 + T2 — x—4.
In K gilt nun ’
b= a3 + 2% + 2,
und daraus durch Potenzieren bekommt man

210 = 3 | x

a1 = — % 4+ 3 —1.
Die linke Seite der charakteristischen Gleichung ist also
1—2, 0. 0. 0
2, — 2, 1 1|
0, 1. —4 1| =4—1

—1, 3, 0, —1—1
Folglich ist a* — 223 + 322 — 7x 4 4 in K; irreduzibel.

4. Als letztes Beispiel nehme ich das Polynom f(x) = x® +
+ Tt — 228 4 622 — 11z + 24. Ich werde zuerst seine Reduzi-
bilitdt in K; untersuchen. In K, zerfallt f(x) augenscheinlich in
das Produkt von « und dem Polynom 4. Grades x*  7Ta® — 222% +
+ 6z — 11 = g(x). Fur g(x) = 0 gilt in K,

r=—0a%—a2—1
= af—a 41
2= =22
2= —ax+1

Die Gleichungen (A) haben also fiir g(z) = 0 die Gestalt:
2=1 2B=2% 2= —22 4+ 2% 2*=1—x
und die linke Seite der charakteristischen Gleichung ist

s A 0, 1|
(1—2) 1, —1—4  1|=2—1
. s 1, 0, —i

Folglich ist g(x) in K, irreduzibel und f(x) zerfallt in das Produkt
eines linearen Polynoms und eines irreduziblen Polynoms 4. Grades.

Untersuchen wir weiter die Reduzibilitit von f(z) in Kj,
wo man

¥ = —2x+ + 223 — a2+ 2+ 1
10 = 2z% + 223 4 22 + 1

a1 =t — 223 — 2?2 4 22+ 1
220 = — 2% — x — 1

schreiben kann. Die linke Seite der charakteristischen Gleichung ist
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11— 4, —1, 2, —

2
0 1—A 2 5
A=8  o _1—2-4 1= —@—1a—1
| — 1. 0, — 2, —l‘

Foglich zerfallt f(z) in K; ebenfalls in das Produkt eines irredu-
ziblen Polynoms 4. Grades und eines linearen Polynoms.

I11.

Wenn wir die Gleichung (A) zur p-ten Potenz erheben. so
erhalten wir (in K,) die Beziehung

" = cpo + Ci,1%P + Cr 22 4 .. . + Cppa 2P,
Wenn wir auf der rechten Seite dieser Gleichung fiir die Potenzen

2, £k =0,1,...,n—1 die Ausdriicke auf der rechten Seite
von (A) einfithren, so bekommen wir

o = ofp) + i + chda? 4 ... 4 cha—iam! (Ay)
k=0,1,2,...,n— 1.
Wir wollen jetzt die Substitution (A’) symbolisch
X = 8(x) (A")

schreiben. Durch das Wiederholen der Substitution (A’) be-
kommen wir ihr Quadrat und die zugehorigen Beziehungen wollen
wir in der Form

X0 — §%(a) (A1)

schreiben. Wenn wir hier auf der rechten Seite x; durch x* ersetzen,
so ist, falls  eine Wurzel von f(x) ist, nach dem vorhergesagten

X" gleich x*»*. Auf ahnliche Weise erhalten wir Ausdriicke fiir

ok, o' . wenn wir die Substitutionen S3, 8%, ... beniitzen.

Wir wollen die Koeffizienten dieser Substitutionen durch cg),

3 .
. . .. bezeichnen.

Betrachten wir nun zum Beispiel die Gleichung
' =cff + i + ¢Fa? + ... + izt
welche fiir alle Wurzeln des Polynoms f(x) gilt. Wenn f(x) einen
irreduziblen Teiler dritten Grades besitzt, so gilt fiir die Wurzeln
dieses Teilers gleichzeitig die Beziehung 2?* = z. Daraus folgt,

daB8 fiir diejenigen Wurzeln von f(z), die gleichzeitig Wurzeln

des irreduziblen Polynoms dritten Grades sind, die Beziehung

o + (i —Da+dfar+ ... +epaa—t=0 ()

gilt. Der groBte gemeinschaftliche Teiler der linken Seite der

letzten Gleichung und des Polynoms f(x) ist das Produkt aller
{

!
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