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VYUCOVANLI

Dukaz a zobecnéni pravidla Neperova.
Ing. Em. Klier, Plzeri.

V ,,Casopise pro péstovani matematiky a fysiky* roénfk 64,
¢is. 6 a 8 (1935), uvetejnil p. fed. Vaviinec a p. prof. Friedrich zaji-
mavé poznamky o pravidle Neperové. Snazi se odvodniti toto
pravidlo tak, aby u Zakd nevznikl onen nepifjemny dojem, ktery
vyvolava obvyklé sdéleni ,,zahadného‘“ pravidla Neperova.

Domnivam se, Ze jediné spravné cesta k odvozeni a odivodnén{
pravidla vede pFes Gaussovo pentogramma mirificum. Avsak,
pokud je mi zndmo, nikde neni tento obrazec péti trojihelnikt tak
nakreslen a tak domyslen, aby mohl byti demonstrovan na st¥ednf
Skole.

Obr. 1.

Nisledujici fadky maji pfesvédéiti, Ze prehledné nakreslené
pentagramma a Gdelné doplnéné je zcela uZiteény obrazec, z ného%
odivodnéni pravidla Neperova vyplyne téméf pouhym pohledem.
Piedstavoval bych si vyklad asi takto:

Trojahelniky prifazené. Kulovy oktant je pravostranny
trojahelnik sféricky s tfemi pravymi ahly. Z ka#dého jeho vrcholu
lze spustiti.nekoneéné mnoho. vysek na protilehlou stranu, nebot’
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kaZdy vrchol je polem protilehlé strany. MiZeme tedy libovolny
sféricky pravouhly trojuhelnik ABC vloziti do oktantu tak. Ze
jeden jeho vrchol splyva s vrcholem oktantu, jedna odvésna s jed-
nou stranou oktantu a druh4 odvésna s vyskou oktantu (obr. 1).
Pak tato vyska a prodlouzena pfepona, jakozto jina vyska oktantu,
vytvoif novy pravouhly trojahelnik 4'B’C’. Ten se nazyva ,.pfi-

Obr. 2.

druzeny‘‘ k danému trojahelniku ABC. Pokud se tyka oznadeni,
uzfvejme disledné tohoto: Vrcholy pravych ahlia C, C’. Vrcholu 4
odpovidéd A’ shodny s B. Nyni snadno uréime prvky pfifazeného
trojuhelnika.

Jde ziejmo, Ze

¢ =R—a, b =R—e¢, &’ =8.

Déle je DC' = xatedya’ = C'B’ = R— C'D = R — « a podobné
B =CD=R—b. Z puvodniho trojihelnika dostaneme tedy
piifazeny o spole¢ném vrcholu, doplnime-li pfeponu a odvésnu, kte-
ré maji tento spoleény vrchol, na pravy thel. :

Tak jako jsme nalezli k trojihelniku ABC ptitazeny 4A'B'C’,

~
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tak miZeme k trojahelniku A'B’C’ najiti dalsi ptitazeny A”"B"C"
atd. Jak daleko muZeme takto pokrasovati?

Gaussovo pentagramma mirificum. Pfeponu daného
trojahelnfka 4 BC nakresleme v rovniku koule. Polem je bod P’-
{obr. 2*). ProdluZme pieponu vpravo i vlevo a dopliime ji na obs
strany na pravy thel. Doplnime-li také odvésny, dostaneme ptifa-
zené trojihelniky, které oznadme 1 a 4. Jejich prodlouZené odvésny
C1B,, C44, prochézeji polem P’. (jsou to poledniky). Prvky obou
trojahelnikii snadno uréime podle pravidel piedeslého odstavce
a vepiSeme do obrazce. Stejnym zptsobem sestrojime, uréime a ve-
piSeme prvky dal§ich pfidruzenych trojihelnikd 2 a 3. Tim viak je
proces ukonéen. Tyto posledni trojihelniky maji totiZ spoleény
vrchol, pél P'; a pti ném stejny dhel c. Z toho plyne, %e EC, = 180°,
neboli, Ze prodlouZend piepona trojihelnika 2 splyva s odvésnou
trojihelnika 3. PonévadZz také C,D = 180°, splyva prodlouZend
pfepona trojihelnika 3 s odvésnou trojahelnfka 2. Je tedy piidru-
Zeny trojahelnik ke 2 sousedni trojuhelnik 3 a také opadns.

Oznaéime-li pivodni trojihelnik ABC jako nulty, dostaneme
uvedenym postupem &tyii piifazené trojihelniky. Celkem tedy
pét trojihelniki, které tvoii Gaussovo pentagramma mirificum.
Tento uzavieny cyklus trojahelnikt md ¥adu zajimavych vlast-
nosti, které lze snadno z obrazce vyé&isti. (Na pt.: Kazd4 ahlopiitka
pétithelniku AA4,4,4,4, je tahel pravy.) Vechny trojahelniky
v ném jsou rovnocenné, zadny nems prednost, kazdy z nich mii-
Zeme povaZovat za pivodni a kterykoliv z nich, na p¥. k-ty je
shodny s k£ + 5-tym.

Zskladni rovnice. Pro kterykoliv, na p¥. k-ty trojihelnik
plati prvd véta kosinova

COS Cx = COS @y COS by. (1)

Obvykly jeji dikaz poddme Zékim ptedem. PouZijme ji na vechny
trojahelnfky pentagrammatu. Tim dostaneme prvou serii rovnic
sférické trigonometrie.

Z trojahelnika 0 dostaneme cos ¢ = cos @ cos b
sin ¢ = sin « sin c,
cos & = sin f cos a,
cos f = sin « cos b;
sin b = sin f sin c.
Znésobfme-li rovnide z tréfiihelnfka 2 a 3, bude

cos x cos f = sin « sin B cos a cos b,

B WD

*) Pfipomindm, %e obr. 2 neni kreslen p¥esn&, nebot museli bychom
kresliti ndkteré partie jako neviditelné, na zadni polokouli. Na udet .této
nepfesnosti ziskdvame viak prehled; presndjsi obrazec ve stereografické
Projekei podédvam déle.

Casopis pro péstovédni matematiky a fysiky. D2 D17



a pouzitim rovnice z nultého trojihelnika dostaneme po tpravé
druhou vétu kosinovou pro pravothlé trojahelniky:

cos ¢ = cotg « cotg f. (2)
Také tato véta musf platiti pro kazdy trojihelnik pravouhly, na
pt. k-ty
cos ¢ = cotg oy cotg Bi.

Uiijeme;li ji na v&echny trojihelniky pentagrammatu, dostaneme
druhou serii rovniec.

Z trojahelnika 0 dostaneme cos ¢ = cotg « cotg f,
1 sin @ = tg b cotg g,
2 cos o = cotg c tg b,
3 cos f = cotg c tg a,
4 sin b = tg a cotg «.

Pravidlo Neperovo. Ob& zakladni véty, véty kosinové,
muZeme pro k-ty trojahelnik napsati takto:

COS ¢ = €08 ay cos by = cotg ax cotg fi. (3)

Podle toho, jak byly trojihelniky sestrojovdny, nebo pohledem
na obr. 2 shleddme, Ze plati:

ar =R —cpi1, bp = R —cr—1, o = Cry2, Pr = Ch—a.  (4)
Dosazenim téchto vztaht do (3) dostaneme koneény tvar:
COS C; = COS Cj41 COS C;z—1 = cotg Ci 42 cobg Cr—s. (5)

Délky stran pétithelnika, tvofeného pfeponami p¥idruzenych
trojahelnikt, nebo pétithelnik sdm, tot kruhové (pozménéné)
schema Neperovo a rovnice (5) vyjadfuje toto pravidlo:

NapiSme velikosti pfepon, nebo, co% je totéz: prvky daného
trojahelnika do pétithelnfkového schematu, tak jak se v obrazci
vyskytuji

B o
"R—b R—a
c

Pak kosinus libovolného prvku (jakoZto pfepony c) rovna se
[podle (5)] soudinu sind prilehlych prvki (cz+i, cx—1) nebo soudinu
kotangent protilehlych prvkil (ci+2, ck—s2).

Tim je pravidlo Neperovo odtvodnéno a jeho geometricky
podklad objasnén.

Obr. 3 podivd Gaussovo pentagramma ve stereografické
projekci. (Koule z obr. (2) promftnutéd z pélu P’, do tené roviny
v pélu P’,.)
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Doplnéni pentagrammatu. Pii odvozovani pentagr. vysli
jsme od vrcholit 4, B a prodluZovali jsme strany a, b. Bylo to proto,
ze odvésny a, b jsou vyS8kami trojahelnika. Treti vyika pisludns
k vrcholu C, rozdéli dany trojihelnik na dva pravouhlé, v nich#
odvésny a, b jsou pfeponami. Podle pravidel prvého odstavce se-
strojme k témto trojahelnikim p¥idruZené pres vrchol C a k tém
dalsf. Tim dospé&jeme jednak k pélu P”, strany ¢ a jednak k druhym
pélim P’y P’y stran a, b (prvymi byly A4,, 4,). Uréime snadno
prvky vsech novych trojuhelnfki a shleddme, Ze trojuhelnik

c
Obr. 3.

P’aP'yP’; je polarni k pivodnimu. Toto doplnéni je nakresleno
slabé v obr. 2.

Zobecnéni pentagrammatu pro kosothlé trojuhel-
niky. Uvedené doplnéni G. p. naznaduje cestu, jak je mozno se-
strojiti obdobny obrazec pro trojuhelniky kosothlé. Rozdé&lime totiz
dany trojihelnik 4 BC vySkami na 3 pary pravothlych trojahelniki,
v nichZ jsou strany daného trojihelnika preponami a ke kazdému
z vrcholit 4 BC nakreslime spoleénou &ast G. p. pro piisludny pér.
Schematicky je vysledek naznaden v obr. 4, v ném% jsou zapsiny
prvky, které jsou vyjadfeny prvky daného trojahelnika v nejjedno-
dus¥i formé. Z obrazce lze vyéisti fadu zajimavych vztaht. Staéf
odvoditi obvyklym zpisobem prvou vétu kosinovou

COS C; = COS @ co8 by + sin az sin by cos yi (7)
a pouziti ji na jednotlivé trojihelniky v obrazci.

Ctyrthelniky p¥i vrcholech ABC se sklidajf ze dvou pravo-
Ghlych trojahelnikd o spoledné prepond. Vyjidfeme ji odvésnami
obou trojahelnikd a dostaneme :

2¢ D19



sinbsiny = sincsin B, sincsin « = sin a sin p,
sin @ sin f = sin b sin «, (8)
coZ je véta sinovd. _
Kosinové véta (7) uzita na trojthelniky P",P’.P’y, P",P’' P,
P’ .P'yP', dé tii druhé kosinové véty a to

— €08 f# = cos & cos y — sin « sin y cos b atd. (9)
Stejny * vysledek dostaneme z poldrntho trojthelnika P’,P’yP’,.

g 2R
Obr. 4.

Druhé véta kosinovéa vede v pouziti opét k prvé véts kosinové.
Tak ziskali jsme serii (deviti) rovnic, z nich¥ kaZdé obsahuje dty¥i
prvky.

Z nadf konfigurace dostaneme serii rovnic o 5 prveich. Vy-
jédteme B'P’, jednak z trojuhelnika B'P’,P’, a jednak z troj-
thelnika B’'P”",P’,. Dostaneme:

sin f cos @ = sin y cos & + cos y sin « cos b. (10)

Obdobné vyjédfenfm (v obrazci dsrkovanych) tisedek B"P’, atd.
ziskdme celkem 6 rovnic po pé&ti prveich.
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Jiné rovnice o péti prvcich da vyjadfeni Gsedek (v obrazci
derchovanych) 4B’ atd. z trojuhelnikt ABB’, AB"B’ atd.

cos ¢ sin @ — sin ¢ cos @ cos f = sin b cos y. (11)

Délime-li rovnici (10) sin « a uZijeme véty sinové, dostaneme
relaci mezi péti prvky: ;
sin b cotg @ = sin y cotg « + cos y cos b. (12)
Obdobné z rovnic (11). Podobnou tpravou vét kosinovych ziskdme
véty s kotangentami o &tyfech prveich.

Najdeme konedné vztahy véazajici viech 6 prvki trojtihelnika.
K tomu vyjadifme whlopti¢ny spojujici vrcholy pravych hla

Obr. 5.

étyrahelniki p¥i vrcholech ABC; na pf. z trojthelnfktt A’AB"
a A'P",B":

sin ¢ sin b -+ cos ¢ cos b cos & = sin y sin f — cos y cos S cos a. (13)

Celkem 3 rovnice se Sesti prvky.

Zobecnéni Neperova pravidla a jeho specialisace.
Sestavme schema prvki tak, jak se ve zobecnéném pentagrammatu
vyskytuji nad stranou ¢ (obr. 5). Z ného lze prehlédnouti stavbu
rovnic (7) aZ (12) a rozdéliti je na dv& serie:

cos ¢ = sin (R — b) sin (R —a) +
+ cos (R —b) cos (R — a) sin (R—y),
cos (B — a) cos (R — y) = sin ¢ sin «,
I cos « cos (R — y) = —sin « sin (R—y) sin (R—b) +-
+ sin f# sin (R — a);
cos 8 cos (B ~—y) = — sin f sin (R—y) sin (R—a) +
_ ‘ -+ sin « sin (B — b),
+cos (B — b) cos (R — y) = sin ¢ sin .
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€os ¢ sin & 8in f = cos « cos B + sin (B — y),
cos (R —a) tg (R — b) = cos (R — y) cotg B +
+ sin (B — y) sin (R — a),
cos « sin (R — b) sin ¢ = cos (R — b) cos ¢ —
II —cos (R — a) sin (R — y),
cos f sin (R —a) sin ¢ = cos (R — a) cos ¢ —
—cos (R — b) sin (R — y),
cos (R —b) tg (R — a) = cos (R — y) cotg & +
+ sin (R — y) sin (R — b).

R-¢

Obr. 6.

Popsat slovy, jak se tyto poutky vyétou ze schematu nebylo
by Gdelné. Ani schema samo neposkytuje mnohem lepsi prehled
nez trojihelnik sam. Rovnice I a II jsou zobecnénim Neperova
pravidla. Méli bychom vlastné vzhledem ke kazdé strané daného
trojihelnika napsati schema tak jak je ddno zobecnénym penta-
grammatem. Misto toho v8ak uZivame cyklickych zdmén prvku.

Specidlni ptipad nastdvé, je-li nektery thel pravy. Na pt.
pro y = R redukuje se pentagramma na (doplnéné) Gaussovo, ve
schematu odpadne R — y a serie rovnic I a II prejdou v diive
uvedené dvé serie rovnic pro pravouahly trojahelnik.

Jind specialisace, jako trojihelniky rovnoramenné, dvakrit
pravouhlé, pravostranné, neposkytuji nic dileZitého.

Pozndmky. 1. Studujeme-li misto konfigurace sférickych
trojahelnfki konfigurace trojhrand, dojdeme k myslenkam diive
zminéného &éladnku p. prof. Friedricha, nebo k relacim mezi jednot-
kovymi vektory. Opadné zase z relaci mezi vektory plynou za-
kladni véty sférické trigonometrie.

2. Podle vytvarného zékonu pentagrammatu muzeme pova-

D 22



	
	Article


