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Les fonctions simplement discontinues.
Bohu§ Jurek, Zilina.
(Re¢u le 13 décembre 1935.)

La notion de la fonction discontinue d’une variable réelle
est assez large. Pour obtenir des résultats utiles dans la théorie
des fonctions discontinues, nous sommes forcés de former des grou-
pes plus étroites de fonctions. Par exemple, on ne peut dire
presque rien sur la dérivabilité des fonctions discontinues les
plus générales; mais, nous connaissons le théoréme de Lebesgue-
Young sur la dérivabilité des fonctions & variation bornée. J’ai
déja étudiél) de plus proche la dérivabilité des fonctions discon-
tinues a variation bornée. Il est naturel de faire un pas en avant
en formant une famille plus large de fonctions discontinues qui
contient comme cas particulier celle des fonctions discontinues
& variation bornée. Nous savons que chaque fonction a variation
bornée possede partout (sauf aux extrémités de lintervalle ol
elle est définie) une limite gauche et une limite droite. Alors,
les fonctions discontinues qui possédent partout des limites
gauches et droites, représentent un exemple d’une telle famille.
Nous définirons une famille encore plus large de fonctions: c’est
la famille des fonctions simplement discontinues. Les 3 premiers
chapitres de ce mémoire sont destinés a 1’étude des propriétés
élémentaires de cette famille de fonctions. Le chapitre 4 contient
la démonstration de la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction bornée d’une variable réelle soit dérivable presque par-
tout. Le chapitre 5 contient 'application du résultat du chapitre
précédent sur les fonctions simplement discontinues.

1° Définitions.
Soit f(x) une fonction bornée d’une variable réelle, définie
dans <{a, b). Désignons pour tout &C {a, b) -
1) Voir_mon mémoire Sur la dérivabilité des fonctions discontinues,
Véstnik K. C. Spol. Nauk, t¥. IT. ro8. 1931, XXVII et Sur la dérivabilité

des fonctions & wariation bornée, Casopis pro p&st. m. f., 65 (1935-6),
8—27.

34



T sup floe)— J(5) = @H(8)  limsup f(#) —f{§) = P~4E)

=5+ = .
liminf f@)—f(§) = Bo(§)  limin fx)—f(2) = (&) [ )
2=E+0 z=£—0

La fonction f(z) étant bornée dans <{a, by, les nombres @D+ (&),
@, (&) sont définis et bornés pour &C <a,b), les nombres &—(&)
et @_(&) pour £C (@, by. Désignons de plus par ¢(£) la plus gran-
de des valeurs absolues de ces quatre nombres. ¢(x) est évidem-
ment bornée et non négative.

Nous dirons que f(x) posséde une discontinuité simple au
point & si elle est discontinue au point & et s’il existe pour tout
&> 0 un nombre 7 > 0 tel que @(x) < e pour tout z remplis-
sant la condition 0 < |x — & | < 7. Toute autre discontinuité
d’une fonction bornée sera dite composée. Une fonction discon-
tinue qui n’a que des discontinuités simples sera pour nous
une fonction simplement discontinue.

Il n’est pas difficile de démontrer que 1’ensemble des points
de discontinuité d’une fonction simplement discontinue, définie
dans un intervalle {a, by, est au plus dénombrable. Cela vient
immédiatement du fait que l'inégalité @(zx) > 4 > 0 n’a lieu que
pour un nombre fini de points de <a, b>, quel que soit d’ailleurs 4.
Si 'inégalité considérée avait lieu pour une infinité de points de
{a, by, chaque point limite de ces points serait un point de discon-
tinuité composée.

Je fais remarquer ici qu’on peut former une échelle de di-
verses classes logiques de fonctions discontinues. On a les in-
clusions suivantes: fonctions discontinues & variation bornée C
fonctions discontinues qui possédent partout des limites gauches
et droites C fonctions simplement discontinues C fonctions dont
Pensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable C
fonctions de Baire C fonctions mesurables au sens de M. Lebesgue.

2° L’isolation des discontinuités simples.

- Soit f(z) une fonction simplement discontinue, définie dans
{a, by. Nous allons déterminer une méthode du développement
de f(z) en une série de fonctions qui n’ont qu'un nombre fini
de discontinuités. Cette méthode nous permettra d’isoler les
discontinuités de f(x) et d’étudier leur nature.

La démonstration du théoréme qui exprime la possibilité
du développement, est basée sur le lemme suivant, d’ailleurs
bien connu:

Lemme 1. Prémisse. fa(z) définie et bornée dans {a,b) et
continue au point & € (@, b) pour tout n naturel, la série Zfn(x) est
uniformément convergente. '
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Thése. La fonction f(x) = Zfs(x) est” continue au point E.
Démonstration: Choisissons un nombre positif e, trouvons
un entier positif m tel que

S fal®)

n=m+1
et un nombre 7 > 0 tel que

n=1 n=1

pour tout x remplissant la condition |z — & | <.
On a pour |z—¢&| <7

< —;- pour tout z e {a, b

m

If(x)—/(é)lé‘z_ (f,.(x>—f,.(s»l+
+3 h@|+]3 f,.(al e
n=m+1 n=m+1

Alors, f(x) est continue au point &.
Théordme 1. Soit f(x) une fonction simplement discontinue
dans {a, by. On a

@) =3 hi)

ol les fn(x) remplissent les conditions suivantes:

1° la série X fu(x) est uniformément convergente,

2° chaque fn(x) est bornée dans {a,b), continue et derivable
partout dans {a, by sauf dans un nombre fini de points (au plus),

3° la coincidence des points de discontinuité de diverses fn(x)
est exclue. )

Démonstration. Nous savons que l'inégalité ¢(x) > 4 > 0
n’est vraie que pour un nombre fini de points x. On peut, par
conséquent, épuiser ’ensemble des points de discontinuité de f(x)
par une suite z,, Xy, &g, . . . (Tm *+ ¥, pour m =+ n) telle que la
suite {@(x,)} est non croissante. Soit ¢(z) < a, pour z e (a,b)
et soit {a,} une suite décroissante de constantes positives telle
que la série X a, soit convergente. Désignons par u, le dernier
nombre naturel m tel que @(xn) = ap (1, = 0).

Il est évident qu’on peut pour tout point y e {(a, b) et pour
tout 4 > ¢(y) trouver un intervalle («, f) entourant y tel que
Poscillation de f(z) dans (x, B) est < 24. Fixons le nombre p.
Sil'ensemble {&, < ... <&y, ,—u,} est identique & {@u,+1,..,2Zu, 4,1}
entourons chaque point & par un intervalle (xg, fi) tel que les
{0, Pny sont disjoints, o < fr et qu'on a

| f(x) — f(&) | < 29(&) (L)



pour tout z e (o, fx). Entourons tout point 7 e {(x;, &)?) par un
intervalle (a,.b,;) (a, < b,) tel que l'oscillation de f(z) dans cet
intervalle est << 3g(7). Désignons &', le plus petit des nombres by,
% (p + &). Les intervalles (a,, b’;) couvrent l'intervalle <« &>
quel que soit { e (x;, &). D’aprés le lemme de Borel-Lebesgue, il
existe un systéme fini d’intervalles (a,, b',) qui le couvre lui-méme.
Alors, on peut former une suite dénombrable (c,, d,), (Cs. dy), . . .
d’intervalles (a,, b’,) telle que ¢ <di, cr < cCr+1, dp < dpya,
ct+1€ (Ck, dx) pour k=1,2,3,... et

lim d, = &,.
Nous allons maintenant définir deux fonctions Gy(z) et g,(x)

qui nous seront utiles pour la construction de la fonction f,(z).
Désignons ~; = d,. Prenons dans tout intervalle {dy—;, di) (ou

k=1,2,...) Gp(x) égale a la borne supérieure et g,(x) a la borne
inférieure de f(z) — f(&;) dans (¢, dg). On a évidemment
. Go(2) = f(2) — f(&) = gp() (2)
et
lim Gy(x) = Gy(dy) = lim g,(x)
z=dp+0 @=dp—0 (3)
lim g,(x) = gp(dy) < lim Gy(x)
z=dp+0 z=dp—0

Désignons par M(#) la borne supérieure de ¢(z) dans (&, &). Si
(cx, dr) = (ay, b'y) pour un certain 7 et &4 < 7, nous avons pour
% € {dp—1. di), d’apreés la définition de (a,, b’,), la relation

Gp() — go(x) < 39(n) = 3M(9).
Mais, d’aprés la méme définition, on a

x<by < §@+ &)

si z tend vers &, dy = b’ et le nombre correspondant % le font
aussi et (f(x) étant une fonction simplement discontinue) nous
pouvons écrire
0 < lim (Gp(x) — gp(z)) < 3lim M(z) = 0. 4)
x=§—0 r=§—0

Définitions. D’aprés (8), il existe pour ¥ =1,2,3,... un
nombre A; tel qu'on a en méme temps '

lim Gyp(x) = Ap = lim gy(2)

z=dz—0 z=d}—0
Gp(de) = Ai = gp(da)
2) Je suppose ici, pour fixer les idées, la relation a < &,. Le lecteur
verra que le procédé de la démonstration reste le méme aussi pour le cas
a=§,.
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Soit ‘A, un nombre qui remplit la derniére relation pour £ = 0.
Prenons dans {(di, diy+1> pour £ =10,1,2,...

fo(®) = Ax + § (Ax — Ar+1) {cos (@ —5———5| — 11.
. dp+1— di

La fonction f,(x) ainsi définie est continue dans (x,, &;) et continue
de droite au point «,. De plus, on a
9o(2) < fo(2) < Gp(2) (5)
et, d’aprés (2),
| fo(@) — (f(x) — (&) | £ Gpl@) — go(),

de plus, d’aprés (4)

zll_m [fo(2) — (f(2) — f(&))] = hm (Gp(x — (%)) = 0.  (6)

Définissons de la méme maniére f,(x) dans les intervalles

{ox, &), (& Py, premons fp(&r) = fp(a) = fp(b) = 0 pour tout
k cons1dere Cela fait, il y a encore quelques intervalles ouverts,
ol fp(x) n’est pas définie. Si (p, 8) est un tel intervalle, prenons
pour z € (y, )

o) = htp) + 4 Ul — o feos (5 =2) =1k, 0

La fonction ainsi définie est continue et dérivable partout
dans (a, b) sauf les points &. De plus, elle est continue et déri-
vable d’un c6té aux points a,b si a <& et b> &, 41— pp. 11
n’est pas difficile de démontrer qu’elle est bornée. La borne su-
périeure de Gp(z) (et d’aprés (5) aussi de f,(2)) dans {og, Bry est
au plus égale a la borne supérieure de f(x) — f(é) et la borne in-
férieure de g(z) (et de f,(x)) est au moins égale & la borne infé-
rieure de f(x) — f(&) dans le méme intervalle. D’apres (1), on

a pour z e {ox, fr)
[ fo(2) | < 20(&2).

L’oscillation de f,(z) dans <{a, b) ne différe pas de celle de fp(x)
dans ’ensemble-somme des intervalles <o, frp voir (7). On a
| fo() | < 2a5.

Le dernier résultat exprime aussi la convergence uniforme de la
série X fu(xz). On voit sans peine que la coincidence de points
de discontinuité de diverses fu(x) est exclue.

Notre série remplit les conditions du théoréme 1 sauf (peut-
étre) la condition

Km=imn (8)



Mais, d’aprés le lemme 1, la fonction f(x) — 2 fa(x) ne peut pos-
séder de discontinuité qu’aux points xx. Nous allons démontrer
que cette fonction est continue aussi pour les points 2. D’aprés
(6), on a pour un certain p

lim [f(2) — 2 fu(2)) = lim [(f( ) — fol2)) — ffn(w)] =
r=ay, n¥p
— lim (f(x) —fp(x ) —lm 5 fu(z) =

=2y =] n1:p
= (o) — = falw) = far) z ).

alors, f(x) — X fu(x) est continue. Nous savons que toute fonction
continue est exprimable par une série uniformément convergente
de polynomes. Si la relation (8) n’a pas lieu et si I'on a

f(x) — Z fo(2) = & Pp(x),

ou X P,(x) est une série uniformément convergente de polyno-
mes, nous pouvons prendre f,(x) + Pp(x) au lieu de fy(x) pour
n=1,2,3,... Ainsi, le théoréme 1 est démontré.

Le probleme de l'isolation des discontinuités de f(x) revient
au probléme du développement de f(z). Etant donné un dévelop-

pement
flx) = 2 fo(x)

remplissant les 3 conditions du théoréeme 1, il existe pour tout
point & de discontinuité de f(x) un nombre p tel que f(x) — fp()
est continue au point £. Alors, la discontinuité de f(x) et de fy(x)
au point & ont la méme nature. En particulier, les nombres @+ (§),
D—(&), DL(&), D_(&) sont les mémes pour f(x) et fp(x).

3° Théorémes d’existence.

Nous voulons résoudre encore le probléme suivant: Existe-t-il
pour les nombres @+, o—, @, @_, donnés d’avance, une fonction
simplement discontinue f(x) qui satisfait aux conditions (0)?
Le théoréme 2 répond a cette question.

Théoréme 2. Soient donnés pour tout x e (a, b) (@ < b) quatre
nombres finis O+ (z) > @ (x), D—(x) = DP_(z) et les nombres (finis)
D+ (a) > D4 (a), D—(b) > D_(b); soit ¢(z) la fonction définie dans
le chapitre 1°. La condition mécessaire et suffisante pour Uexistence
d’une fonction continue ouw simplement discontinue f(x) remplis-
sant (0) est la validité de U'égalité

lim g(z,) = 0 (9)

n =00
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quelle que soit la suite {x,} des points x,e<a,b); x, + x, pour
P+ q.

Démonstration. La nécessité de la condition (9) est évi-
dente (voir le chapitre 1). Il ne nous reste que de prouver sa
suffisance. Soit {a,} une suite décroissante de constantes posi-
tives telle que X a, est convergente. Si (9) a lieu, 'ensemble des
points ot ¢(x) = a, est fini. Il n’est pas difficile de construire une
suite de fonctions {f,(x)} telle que |fi(x) | < ax— et que fi(x)
est continue partout3) dans <a, b) sauf dans les points (en nombre
fini), pour lesquels @ < @(x) < ap—1 (K =1,2,3,...; @y = 0);
nous pouvons méme construire les f,(z) dont les discontinuités
sont caractérisées par les nombres @+ (z), D (x), D—(x), D—(x)
donnés. La fonction f(z) = X f,(x) n’est discontinue que pour
les points ol @(x) > 0 (voir lemme 1). De plus, nous savons que

Z fa(x) est continue au point & si a, < (&) < ap—1; par suite,

nEp

f(x) remplit les conditions (0). La validité de (9) montre que f(z)

est une fonction continue ou simplement discontinue.
Corollaire. Soit donné pour xe(a.b) wune fonction y(x) et

pour x € {a. b) une fonction d(x); soit p(x) le plus grand des nombres

| () | et | (x) |. La condition nécessarre et suffisante pour l'existence

d’une fonction f(x) définie dans {a.b) et telle qu'on a

f(z — 0) — f(z) = y(x) pour e (a, b
et f(x + 0) — f(x) = d(x) pour x e (a, b)
est la validité de (9) quelle que soit la suite {x,} des points x, € {a, b);
Tp F+ X4 pour p =+ q.
Théoréme 3: Soit J(x) une fonction définie dans (a, b) qus
satisfait a la condition suivante:
lim Hz,) = 0
n=ow
quel que soit la suite {x,} de points x € (a, b) (xp &= 24 pour p = q).
Il existe une fonction F(z) définie dans {a,b) qui posséde une
dérivée finie gauche dans (a, by et une dérivée finie droite dans {a, b)
telle que pour x e (a,b) on a

F'y(z) — F'y(x) = Hx).

Démonstration. Prenons #(x) = d(z), y(x) = 0 et trouvons
(d’apreés le corollaire du théoréme 2) la fonction correspondante f(x).
La fonction f(x) étant bornée et discontinue aux points d’un en-
semble au plus dénombrable, elle est intégrable au sens de Rie-

3) Je dirai désormais qu'une fonction définie dans < a,b > est
continue partout dans < a, b > si elle est continue dans (a, b) et continue
d’un c6té aux points a, b.
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mann.?) On a

z+h z
lim —%—{f}‘(x) da —ff(x) dx} = f(x + 0)
h=10

a

ou les signes + dépendent l'un de I'autre d’une maniére bien
connue. Si nous désignons I'intégrale de f(z) par F(z). nous pour-
rons écrire

Flo(x) — F'y(x) = 9(x)
c. q. f. d. '

4° Théoréme général sur la dérivabilité de fonetions.

Pour pouvoir continuer les études des fonctions simplement
discontinues, nous avons besoin d’introduire dans nos raisonne-
ments quelques généralisations du concept de la fonction & va-
riation bornée.5) .

Nous désignerons par V*(f; E) et appellerons variation forte
sur B d’une fonction f(x) définie dans un intervalle I D E la
borne supérieure des sommes X w(f; I;)8) ou {I;} est une suite

k

finie quelconque d’intervalles fermés n’empiétant pas 'un sur
I'autre et dont les extrémités appartiennent a E. Si V*(f; B) < oo,
la fonction f(x) sera dite & wariation bornée awu sems restreint
sur B ou bien fonction (VB*) sur E. Une fonction finie f(z) sera
dite & variation bornée généralisée au sems restreint sur E C I ou,
en abrégé, une fonction (VBG*) sur E, lorsque E est somme d’une
suite finie ou dénombrable d’ensembles tels que f(z) est (VB*)
sur chacun d’eux.

On voit sans peine que si f(z) est (VB*) (ou (VBG*) resp.)
sur un ensemble E, elle est (V. B*) ou (VBG*) sur tout sous-ensemble
de E.

Théoréeme A. Si une fonction finie f(x) est (VBG*) sur E,
cet ensemble est contenu dans une somme d’ensembles fermés £,
sur lesquels f(z) est (VB*).

Théoréme B. Siune fonction f(x) est (V. B*) sur un ensemble E,
elle 'est également sur la fermeture E de cet ensemble.?)

%) On trouvera la démonstration de cette affirmation par exemple
dans ,,Legons sur I’intégration‘‘ par M. Lebesgue, 1928 p. 29.

5) Les définitions et les théorémes A — C sont tirés de I'ouvrage de
M. Saks ,,Théorie de Pintégrale‘‘, Monogr. mat. II. Warszawa 1933
p. 158—161. Le théoréme D est un résultat immédiat du théoréme 18
du méme ouvrage p. 188.

%) w(f; I;) désigne l'oscillation de f(x) sur I, o(f; M) Toscillation
de f(x) sur un ensemble M de points.

) L'ensemble E = E + E’ ot E’ est 'ensemble dérivé de E. Je
désignerai désormais par | E | la mesure (lebesguienne) de E.
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Théoréme C. Toute combinaison linéaire & coefficients
constants de deux fonction (VB*) sur E est une fonction (1 B*)
sur K.

Théoréme D. Une fonction finie f(x) définie dans <(a.b)
qui posséde une dérivée gauche finie dans (a, b) et une dérivée
droite finie dans {a, b), est une fonction (VBG*) dans <{a.b).

Théoréme 4. La condition mécessaire et suffisante pour qu’une
fonction bornée d’une variable réelle f(x), définie dans {a, by, soit
dérivable (aw sens propre du mot) presque partout dans {a.b) est
qu’elle soit une fonction (VBG*) sur un ensemble E de mesure
|b—a|.

Le théoréme 4 est équivalent au théoréme suivant:

Théordéme 5. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction bornée d’une variable réelle f(x), définie dans {a,b), soit
dérivable (au sens propre du mot) presque partout dans {a,b) est
qu’elle sott (V B*) sur un ensemble fermé M de mesure supérieure a o,
quel que sott le nombre o < |b—a |.

L’équivalence des théorémes énoncés plus haut résulte du
lemme 2.

Lemme 2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction bornée f(x), définie dans <a, by, soit (VBG*) sur un en-
semble E de mesure | b—a | est qu’elle soit (VB*) sur un ensemble
fermé M de mesure supérieure a o, quel que soit le nombre ¢ <
<|b—a|.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que
f(x) est une fonction (VBG*) sur un ensemble de mesure | b —a |.
Trouvons, d’aprés le théoréme A4, une suite {¥,} d’ensembles
fermés sur lesquels f(xz) est (VB*) et telle que | 2XE, | = |b—a|.

Trouvons de plus pour ¢ < | b — a | un nombre ,Izlaturel m tel que
m
iz Byl — o> 0. (10)
k=1

Désignons g le premier membre de Uinégalité (10). Soit {I,*} la
suite des intervalles contigus (ouverts) de l'’ensemble Ej (k =
=1,2,...) et soit 7z un nombre tel que

0 k —g'
Z | I |<m.

n=rp
Désignons M = E, —in: i Iset M = % M. L’ensemble
k=1

s=1ln=ry
M est fermé et remplit les conditions
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m

5 B

k=1

0= —|M|<e

et, par suite, aussi la condition
| M | — o> 0. (11)

Il nous reste & démontrer que f(z) est une fonction (VB*)
sur M. Partageons l'intervalle {a, b) par les bornes inférieures et
supérieures des My pour k< m et par les extrémités des I,*
pour k< m et n <7 en des intervalles ouverts K; disjoints.
Soit @, @,, . . ., ; une suite épuisant l’ensemble des extrémités
des K; (xm =+ 2, pour m = n). Si {T,} est une suite quelconque
d’intervalles fermés n’empiétant pas 'un sur l'autre et dont les
extrémités appartiennent & M et si 7; = <&, > C Kp, la re-
lation &« € My (b < m) entraine e M;. En effet, le point § n’est
pas au dehors des bornes de M, et il n’appartient pas a I,» pour
n < rp, parce que xe M, et K, ne contient aucun =z;. Mais,
B n’appartient a aucun I,*» pour n > r, a cause de la relation
BeM. Alors, on a e By, e M, fe M. Un point z; déterminé
ne peut pas appartenir & 3 intervalles K, divers; nous pouvons
écrire

Solf; Td < S V5 Ma) + 24 off; <a, bY) < + oo.
h=1 .

k,

Mais, la condition énoncée est aussi suffisante. En effet,
soit {E,} une suite infinie d’ensembles fermés qui remplissent
la condition du théoréme 5 pour les ¢ tendant vers |b —a |. On
a évidemment | 2E,|= |b—a|. La fonction f(x) est (VB¥*)
sur tout E, et (VBG*) sur XE,. L’équivalence des théorémes 4
et 5 est démontrée. ,

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 5 & l’aide
du lemme 3.

Lemme 3. Soit M un ensemble fermé et soit f(x) une fonction
définie dans {a, by D M et dérivable (au sens propre du mot) pour
xeM. Si fi(x) = f(x) pour xe M et si f(x) est linéaire dans les
intervalles contigus de M complétés par leurs extrémités, ellc posséde
une dérivée finte partout dans {a, b) sauf dans un ensemble dénom-
brable.

Démonstration. Il suffit évidemment de démontrer la déri-
vabilité de f,(x) pour x € M. Nous pouvons méme laisser de c6té
les extrémités des intervalles contigus (@, b,) de M. Si {x,} est
une suite de points tendant vers z qui est point limite bilatéral
des (@n, by), soit {&,} une suite épuisant les x, e M et {,} une
suite contenant les autres z,. On a
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i fi(én) — fi(x)
n=w bn—x

et pour 7, € (am,. bm,)

Hi(mm) — fi() e// fl(am,,) — hi(=) fl(bmn) _fl(x)\
7 ~_17,.—.2: ) \ amn—x*i’ bmn—x /
d’ol vient
fitn. fi(n) — fi() = lim
n=w M — X n=w QA
— lim 1) —h(x) _ f ()

n=w by —

= /')

_fl(an) —hlx)
—

lim fl(xﬂ)—/l(x) — f'(x)

n=o0 Xy — &

Remarque. On voit de la méme maniére que f,(z) possede
une dérivée droite (finie) dans (a, b) et une dérivée gauche (finie)
dans (a, b); done, f(z) est une fonction (VBG*) dans {a, b>
(théoréme D).

Démonstration du théoréme 5.

Démontrons tout d’abord que la condition du th. 5. est
nécessaire. Soit f(x) une fonction bornée dans (a, b> (@ < b)
et dérivable presque partout dans <a,b>. Soit 0 <o < b—a
et posons ¢ =1 (b —a—o). Soit K,. K,,... une suite d’inter-
valles ouverts, disjoints qui contient tous les points ou f(x)
n’est pas dérivable?); soit X'| K; | < e. Posons M = (a. b> — ZK;

et construisons la fonction f,(z) (égale & f(x) pour xeM, pour

r=a et x =0b et linéaire dans chaque fermeture K;); posons
fo(x) = f(x) — f(x). La fonction fy(#) est bornée dans {a, by,
continue et égale & zéro pour x e M, et dérivable (donc continue)
presque partout dans <a, b) (voir le Lemme 3). Nous allons mainte-
nant montrer que I’on peut couvrir I’ensemble XK; par une suite
d’intervalles ouverts et disjoints H,, H,, ... telle que

Z | Hi | < 2, lim 8(f,, Hy) = 0

(nous désignerons, en général, par S(g, G) la borne supérieure

%) Nous prenons l'intervalle <a, b> pour l'espace de nos considéra-
tions, de sorte que les intervalles <a, c), (¢, b> doivent &tre regardés comme
ouverts. On supprime, de plus, tous les K, dans lesquels f(x) est dérivable.
Si f(x) était dérivable partout, on n’aurait rien 4 démontrer (voir le lem-
me 2 et le théoréme D). :
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de |g(z)| sur l'ensemble @); la deuxiéme condition doit étre
supprimée si la suite H,, H,, ... est finie. Pour former une telle
suite, soit ¢ la borne supérieure de S(f,, K;) pour ¢ = 1,2, .. .;
on a S(f;, Ki) > 0 pour chaque 3, donc ¢ > 0. Désignons par
Ly, Ly, . .. tous les intervalles K;, pour lesquels S(f,, K;) > }c
et posons 7= L, + L, 4+ ... Chaque point limite des extré-
mités des intervalles L; est un point de discontinuité de fy(x);
on a done |T'—7T |=0, |T|=|T|. Alors, on peut couvrir
I'ensemble 7' par un nombre fini d’intervalles ouverts et disjoints
H'y, .. ,H'y tels que 2 |H'; | < |T |+ e. Désignons par L,

1
L, ... tous les K; tels que K; (H'y + ...+ H'y) = 0; chaque L;,
étant contenu dans un H';, fait partie de la suite L';. L/, ...
L’ensemble XH'; 4 XL'; est évidemment somme d’un nombre

2 7
fini (< &) d’intervalles ouverts et disjoints H,. H,, . . ., H;; en
supprimmant dans la suite K, K,, ... tous les L’;, on obtient
une nouvelle suite K1, K,!,... et on a le résultat suivant: les
intervalles H,, ..., Hy, K, K,!, ... sont disjoints et recouvrent
I’ensemble X'K;; en outre, on a
ZIH |+ 2Kt | <e+de
S(fe Hi) < ¢ pour 1 << Ky
S(fs, Ki*) < 3¢ pour j=1,2,3,...

En désignant par L' (j =1,2,3,...) ceux parmi les interval-
" les K;! pour lesquels S(f,, K;!) > }c, on obtient de la méme ma-
niére une suite d’intervalles ouverts et disjoints
By, 35 o« Hpy K3, K2, K2, . . . (11)
(out les K;* sont choisis parmi les K;!) qui posséde les propriétés
suivantes: la suite (11) couvre I’ensemble YK;! et I’on a
1

ky

ks
SIH I +>  [Hi|+ 3| K2 <e+ e+t
1 7

: i=k+1

S(fs, Ki?) < t¢ pour j =1,2, ...

On peut encore retrancher de chaque H; (k, < i < k,) sa partie

commune avec Hy + ... 4 Hy, (car les pointsde H, + ... + Hy—

— (H, + ... 4 Hi,) n’appartiennent pas & XK;); aprés cette mo-

dification, on aura (remarquons que f,(z) = 0 en dehors des K;)
S(fe, Hi) < ¥ pour ky < i < by

et les intervalles

H,, ... 6 H, K2 K)z2 ..
seront disjoints et leur somme couvrira I’ensemble ZK;. En pro-
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cédant de cette maniére, on obtient une suite, H,, H,, ... aux
propriétés demandées; quel que soit le nombre naturel p, on
trouvera toujours un n tel qu’on aura

kn
S(fs, Kp) > 2—‘;—, c’est-a-dire K, C > H;.
i1

Retranchons de chaque H; sa partie qui tombe au dehors de
{a, b). Soit Hy, = (yn, 6n) OU yn << 0n; posons s, = S(f,, Hp) et soit
Cn = <@, b> (0n — Sn, Yn + 8n); 81 On — 8 = Yn + 8u, on doit poser
Cn = 0. Soit

U=lim S (C.— Hy)
M=D p—m
(si la suite H,, H,, . .. est finie, posons H, = C, = 0 pour 7 assez
grand). Soit £e U; on a alors pour une certaine suite infinie
m<my<... ‘
§e Omn - Emn,

done

6mn — Vm, < Smys | E‘_'}/m” | < Smy > | &— 57"% | < Sy
et (& cause de s, — 0)

Ymy, —> &, 6mn“> &,
donc
Eela, by — ZH,, f,(&) = 0;

d’autre part, on a

fa(Om,) = 0, | fo(lm,) | > 45m,

pour un certain’ Cmy, € (VYm,: (5,”"); nous obtenons les relations

fo(Om,) — fo(é) fo(Emy) — fa(&)

1

Om, —& Cmy — & ®

donc f'(£) n’existe pas, d’out | U | = 0. Il existe donc un r tel que

Z (On = Hn) < &,

n=r
d’olt

> Hu+3 Cn| <3

=1 =r

L’ensemble " "

Zzz Hﬂ +“Z=r0n

n=1

est somme d’une suite d’intervalles ouverts et disjoints X;, X,, .
Il existe un nombre ¢, tel que l'on ait
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XH, =0 pour ¢> ¢, » <.
A chaque X, avec ¢ > ¢, faisons correspondre un qu C X, tel
que Sm, = §s, pour chaque H, C X,; si £C X, on aura | fy(&) | <
< 2sp, (observons que fy(z) = 0 en dehors des H,), donc w(f,, X,) <
< dsm,.

On a ou bien Smy < | Hp, |, ou bien Smy > | Hm, |; dans le
dernier cas, on a
2qu— [ qu | = |0mq ls
d’olr
Smy < | Comy |

alors, on a toujours

o(fy, Xq) =4 |qu [+4 | Cmq [
Pour p ¢, on a X, X, = 0, done Hp Hp, = Cp,Cn, = 0. :

S | Huy | =15 Huy | <b—a,

2>qo 4>
Z|Cmq|:|20mq|§b—“§
q>q, 2>

en posant N = {a,b> — Z, on a
V*(foe N) < Z olfs, Xg) <
q

o
> olfs X)) + 43, (| Hny |+ | Cn, |) < co.
g=1 >0
La fonction fy(x) est donc une fonction (VB*) sur l’ensemble
fermé N de mesure > b-—a — 3e. La fonction f(z) est (voir
la remarque aprés le lemme 3 et le lemme 2) une fonction (V.B*)
sur un ensemble fermé F de mesure > b-—a—¢. Done, la
fonction f(x) = f,(z) + f,(x) est une fonction (VB*) sur I’ensemble
fermé NF de mesure > b —a — 4¢ = ¢.

La nécessité de notre condition est démontrée. La suffi-
sance est exprimée par le théoréme 11 chap. VIIIL. de I'ouvrage
Saks, Théorie de l'intégrale.

Théoréme 6. Soit p(x) une fonction bornde, définie dans {a, b».
La condition nécessaire et suffisante pour Iexistence d’une fonction
finie f(x), dérivable presque partout dans (a, by et lide & @(x) par
les relations énoncées dans le chap. 1, coincide avec la validité
sitmultanée des conditions suivantes:

I° ¢(x) = 0 aux points d’un ensemble dense dans {a, b>.

2° p(x) = § lim sup ¢(¢)

pour tout x e {a, b;x (donc @(x) = 0).
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3° On peut pour tout € > 0 trouver une suite {I,} d’intervalles
ouverts disjoints qui couvre U'ensemble des points ol ¢(x) > 0 et
qui remplit les conditions X w(p; I,) < oo et 2|1, | <e.

Démonstration. La condition est nécessaire:

1° L’ensemble des points de discontinuité de f(x) ne peut
contenir aucun intervalle.

2° Si f(x) existait et si I'inégalité

p(z) < ¥ lin;:sup @(£)

avait lieu, on aurait pour toute suite d’intervalles {K,} telle que
zeK,(n=1,2,...) et lim | K, | =0, la relation

lim sup f(&) — lim inf /(&) = lim (M,, — m,) = lim sup (&) > 2¢(z),
o E=z =z n=o0o0 =z

ou M, et m, sont resp. la borne supérieure et inférieure de f({)
pour { == = et en méme temps (e K,. Un des nombres &+ (z),
D—(2), P;(x), P_(x) serait > ¢(z).

3° Soit ¢e>0 et 0> |b—a|—e Supposons lexistence
d’une fonction f(x) qui a dans {a, b) les propriétés démandées.
L’ensemble des points ou @(x) > 0 étant de mesure nulle, nous
le pouvons couvrir par une suite d’intervalles ouverts {H,} tels
que XH, <} (|b—a | —oc). Mais, nous savons aussi que f(x)
est (VB*) sur un ensemble fermé E de mesure > § (0 + | b —a |).
Alors, elle est (VB*) sur F = E — YH, de mesure supérieure
& 0> |b—a|—e Nous obtenons la condition 3° pour les
intervalles contigus [, de F. ’

La condition est suffisante. Les conditions 1° et 2° entrai-
nent pour tout &e {a,b) les relations

@(&) = 4 lim sup p(x) = 0 = lim inf ¢(2),
§=zx z=¢
P(é) — ligi gnf p(x) = ¢(&) = | (&) — liinsigp p() |

quel que soit le choix des signes.?) Nous pouvons prendre f(z) =
= p(x). Si p(x) satisfait & la condition 3°, elle est (VB*) sur
Pensemble fermé (a, b) — X1, de mesure aussi proche que l'on
veut & |b—a |. Alors, ¢(z) est dérivable presque partout dans
{a,b). Le théoréme 6 est démontré.

5° Sur la dérivabilité de fonctions simplement discontinues.

Théoréme 7. Soient données dans {a, by quatre fonctions finies
D+ (z) = Dy (x), P—(x) = DP_(x). La condition nécessaire et suffi-
sante pour Uewistence d'ume fonction continue ou simplement

%) Si £ =a ou & = b, nous devons choisir le signe + resp. —.
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discontinue f(x), remplissant (0) dans {a,b) et dérivable presque
partout dans {a, b, coincide avec la validité stmultanée des condi-
tions suivantes:

1° La condition du théoréme 2.

2° La condition 3° du th. 6 (0w @(x) est lide & f(x) par les re-
lations énoncées dans le chap. 1°T).

Démonstration. La condition est nécessaire en vertu des
théorémes 2 et 6 (on voit aisément que la fonction finie ¢(x) liée
a une fonction continue ou simplement discontinue est nécessai-
rement bornée). Mais, elle est aussi suffisante. Soit {0z} une
suite croissante de constantes positives tendant vers |b—a |.
Trouvons, d’aprés la condition 3° du th. 6, pour tout oz une suite
d’intervalles ouverts disjoints {I,*} qui couvre l’ensemble des
points ol ¢(x) > 0 et qui remplit les conditions X w(p; I.¥) < o

n
et X|I,*| < |b—a|— or. Nous pouvons évidemment supposer
o
ZI.kC 21,1 pour k= 2,3,...; posons encore I,°= {a,b).
n

n
Soit D I’ensemble (au plus dénombrable) de tous les points z tels
que @(z) > 0. Pour k=1, 2, ... soit E; I’ensemble de tous les
points x € D jouissants de la propriété suivante: il existe deux
intervalles I,%—1, I.,* tels que

z e I,*—1, x e LF, (12)
1 1
o 0lp, It) < 9(a) < 5s (g, Inb). (13)

Remarquons qu’a chaque e D il correspond une suite unique

In® D Ipt D In2D. .. telle que z € I,f pour chaque i et que la
. 1 : .y
suite 5 o(p, Inf) tend vers zéro d’une maniére monotone; on

a donc D =E, + E,+ ... et les ensembles E; sont disjoints.
Définissons maintenant (pour k£ = 1,2,...) une fonction fi(x)
de la maniére suivante. Chaque intervalle I,* ne peut contenir
qu’un nombre fini de points de I’ensemble E; (voir (13) et (9)).
On peut alors aisément construire, dans chaque fermeture I,*,
une fonction fi(x) jouissante des propriétés suivantes: aux extré-
mités de I,* et aux points de Ej.I.* on a fi(xz) = 0; les seuls
points de discontinuité de fi(x) dans I,* sont les points de Ej;
dans chaque point de Ej, on a les relations (0), ot1 ’'on doit rem-
placer f(x) par fi(x); dans I,*, le nombre | fi(x) | est au plus égal
au maximum de ¢(§) pour £e Eil*; enfin, fi(x) est (VBG*)
sur I,*. (Pour construire une telle fonction, il suffit d’employer les
fonctions linéaires et les fonctions de la forme ¢ +d . sin (x—h)—1.)
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Posons fi(x) = 0 dans {a, b) — XZI,*. Alors la fonction fi(z) n’a

pas des discontinuités que dans les points de Ej (remarquons
pour cela que | fi(z) | < w(q), L*) dans I,* et que Ea)(tp, L} <

< ) et la série f(z) = Z fe(x) est umformement convergente
k=1

(parce que | fr(z) | < -;ﬁ o(p, 1,°)). D’aprés le lemme 1 on voit

que la fonction f(x) remplit les relations (0) et d’aprés (9), on voit
qu’elle est continue ou simplement discontinue. Il nous reste
& démontrer que f(z) soit dérivable presque partout.

Chaque fi(x) est (VBG*) sur I,*, donc aussi sur ZI k. En

outre, pour zeI,*. on a |fi(z)| < w(p, I,¥); donc, en posant
My = (a, by — ZI,%, on a V*(fi; My) < 22 w(p, I,*) < o, c’est-

a-dire, fi(z) est ?VBG’*) sur My, d’ou il rés:zllte qu'elle est (V BG¥)
sur <a, b). Soit maintenant 0 < ¢ < b —a et posons ¢ =} (b —
— a — ¢g); soit m un nombre tel que ¢, > b — a — ¢. La fonction

% fe(x) est (VBG*) sur {a, by (théoréme C). donc elle est (VB*)
k=1

sur un ensemble fermé F de mesure > b — a — e. Posons

oc

fil@) = g().
k=m+1
On a g(x) =0 pour zeG =<(a,b) —> I, et
n=1
V*g.6) <3 alg. L)
n=1

Pour k& > m, loscillation w(fx. [,™) est au plus égale a la borne
supérieure de 2<p(£) sur By . I,” donc au plus égale a la borne

supérieure de — o(@, I#—1!) pour I}—1C I,™, donc

w(fk’ Im) g 24— w(p, I,™).
- (g, In™) < 22—mg(p. I™)..
done ’
V*(g. G) < 22—m(p. I,") < .
Donc, g est (VB*) sur G et 'on a |G| =b—a— X |[,™ | >

> om > b—a—e¢ La fonction f(z) = %fk(x) +- g(w)n est donc
E=1

(VB*) sur l'ensemble fermé FQ@, dont la mesare est > b —a —

— 2 = ¢. D’aprés le th. 5., f(z) est dérivable presque partout

et le th. 7. est démontré.
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