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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Z geometrie trojihelnika.
Yojtéch Tuéek (Brno).
1. Ozna¢me vrcholy trojahelnika A4,4,4; znaky A,_;, Ag,

Ani1, jeho strany an—1, @n, @41, voitini Ghly o1, oy, 0t 1, sttedy
stran 8,1, Sp, Sp+1apod. déle; znakem (S, @) rozuméjme kruznici

Obr. '1.

o sttedu S a poloinéru a. Podle kosinusové véty je a,? = a2, +
+ a%p—1 — 2441851 CO8 &,, cOZ lze psdti: :

P = aPpi1 + %1 — 20p 10— +1 = A%y

-+ 0?1 — 28,100+ 1,0-1, ’
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kde ap—1,n+1 = AnPr+1 znaéi ortogonilni prumét strany a,—; do
@pn+1 (Obr. 1). Soudinovy élen @, 11ap—1,n+1 anebo @y _1a,41,,—1 zZnadi,
jak se lze snadno presvédéiti, mocnost vrcholu 4, vzhledem
k (Sa, 4@y); oznaéme ji M 4,5*. Potom dostaneme relaci

, 2M 4y = %1 + aPp—1 — @y (1)
a) Seétéme dvé rovnice z téchto tif rovnic; dostaneme
M gn 15"+ + Map—15" = a?, (2)

" coZ znamens,

%e strana trojahelnika je pfepona pravoahlého troj-
thelnika, jehoZ odvésny maji{ délky teten, vedenych
z koncovych bodt oné strany ke kruznicim opsanym nad
dvéma druhymi stranami jako primeéry.

Je-li v trojihelniku o, = 909, je M 415"+ = a?, 1, M 451571
= a%, 11,8, prepona, a vztah prejde ve vétu Pythagorovu.

Je-li dhel pfi 4, tupy, je M 4,5* <O0; vrchol A4, lezi uvnit¥
kruZnice (S, $a,) a misto tedny z 4, k této kruznici tfeba vziti
polovici nejkratsi tétivy vrcholem A4,. '

Soudet v8ech rovnic (1) dé vztah

22 M 405" = X a*, (3)
coZ znamend, Ze soudet étverci nad stranami trojahelnika
je roven souétu étverci nad vSemi Sesti teénami, které
lze vésti z vrcholi trojahelnika ke kruznicim opsanymi
nad protéj8imi stranami jako praméry. .

b) Mocnosti vrcholi trojuhelnika vzhledem ke kruZnicim
(Sn, $@s) lze vyjadriti jesté nékolika jinymi vyrazy. Predevsim jest,
jak znamo, délka téZnice 4,S,=t, = 1}]/2 (@%n+1 + a%—1) — a2,
Potom mocnost M 4,5 = 2, — la%, [= (@241 + @21 — a2,)].

Jiny vyraz (obr. 1) dostaneme, uvazime-li, Ze v podobnych
trojahelnicich A,P,4,—1 a A,VP,1 (kde P, jsou paty vysek v,
a V je prisedik vysek a VA, = h,) jest

Un+1 : An+1 = Qp—1,n+1 2 by

z &ehoZ plyne

Ay +10n—1,n+1 = MAnsn = Vphy.

To lze dokazati jinak planimetricky, sestrojime-li opsané kruZnice
v tétivovych étyrahelnicich VP, 14, 1Ppa VP A, 1Pyi1, nebot tu
jest 4, stfed mocnosti viech ti{ kruinic (S,, 3a,), (Hn+1, 3fn+1),
(Hn—1, $hn—1), kde Hp11, Hy, Hy_, jsou stiedy tsekt resp. An41,
B hp1, & jdou jim vSechny tii chordaly A, 14,4, An—14n, PpAn.
Proto je mnetolilko M.n5* = @ni10n—1n+1 = @n—10n+1,n—1, ale i
’ A”P;. . AnV = v”h”- ’

Uvéifmeli konetnd podobné trojthelniky A,Pp,1Pn_; &
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CpAni1d4,, a oznatime-li o nich P, 1Pp—1 = Pn, AnCn = gn, jest
Pn * Antim—1 = Gn—1 : Gn, Proto

Ap—10n+1,0—1 = M 45 = InPn-
Jest tedy celkem

M 4x® = Gns10n51021 = Onbn = gaPn = 1§ (@11 + @1 —a's). (4)

Obr. 2.

Poznamenati t¥eba jests, ze M 4,571 = 0.

2. Odvozené vztahy a vlastnosti ve spojeni s mocnosti M 4,5*
vedou také k Gvahdm o mocnostech jinych bodt vzhledem
k vyznaénym kruinicim v trojihelnfku. (Obr. 2).

@) Mocnost vrcholu 4, vzhledem k Feuerbachové
kruznici (¥, 4r) jest

My ¥ = APy . AH, = $onbn = Ha% 41 + @%—1 —a%)  (5)
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a soudtové vztahy zni
Mpniaf + ManAF = +a?y,; 4XM 407 = Za?,. (6)
Spojime-li vysledky odst. 1 a 2, jest

2 (Mant1F + Mana¥) = Mani15* + M gp—15"! = a2,
4 X Mp® =23 My,5" = X a2,
MuyF : M50 :=1:2,
s pisludinymi méfickymi interpretacemi. Mezi jinym plyne z Gméry,
Ze Ghlopiitka ve &tverci nad teénou vedenou z vrcholu 4,
ke kruznici (¥, 47) mé stejnou délku /M ,F . |/2 jako te¢na z téhow
vrcholu ke kruznici (S,, 4a,). (Obr. 2.)
b) Mocnosti bodu V.
Vzhledem ke kruznici (Sp, a,) jest
M VS” = dnhm (dn = V—l)n),
a méa tutéZ hodnotu pro viechny tfi hodnoty indexu 7, ponévadz
jsou vysky A4,P, chordily vsech t¥{ kruZnic a V je stfed mocnosti.
Stejné nezavisi na hodnoté indexu n mocnost bodu V vzhle-
dem k Feuerbachové kruznici (obr. 2)
My* = H,V . VP, = {dpha,
a vzhledem ke kruZnici opsané
MyV' = A,V . VU'y = 2hud,,
kde U’y je prisetik opsané kruinice (V’, r) s vy¥kou 4,P,; pro
soumérnost kruZnic (4's,r)!) a (V’, r) vzhledem k 4,14, jest
A8, = Sj’— ! !
dy = VP, = P,U’,. Tak dostaneme ve spojeni
MyV = 2My5" = AMyF = 2d,h,. (7)
Je-li trojahelnik ostroahly, lezi orthocentrum V uvnit#
viech tif kruZnic; jeho mocnosti vzhledem k nim jsou &tverce -
nejkratiich pultétiv, jdoucich bodem V. Ponévadz stiedy V’
a F — kruinice opsané a Feuerbachovy — spolu s orthocentrem V

le?i na centrile, kterou jest zde Eulerova pfimka, je nejkratsi pul-
tétiva ve jmenovanych dvou kruZnicich kolmice k Eulerove
pHmce v bod$ V. A pondvad? jest | My =2) MyF, 2| Mv" =4)/ My¥,
jest nejkratidf tétiva v opsané kruznici, vedend ortho-
centrem Vkolmo k V'FV — v trojihelnfku ostrothlém — roz-
délena Feuerbachovou kruinici a bodem V na &tyfi
stejné dlouhé tseky.

1) A, je stfed kruznice jdouci body 4, ,, 4

V a plati pro'néj:

n—1°
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Je-li thel pfi A4, tupy, lezi V vné trojihelnika i uvaZova-
nych t¥{ kruZnic, a z bodu V jsou moZné teény k nim. Jejich
¢tverce jsou pak uvaZované mocnosti; teény z V ke kruZnicim
(V',r) a (F, §r) maji délky v poméru 2 : 1 a v tém% poméru jsou
i poloméry obou kruZnic. Spojnice V'FV je spoleéné centrala,
a proto je orthocentrum v tupodhlém trojahelniku
- vnéjSibod podobnosti obou kruznic; teéna vedena z bodu V
k jedné, dotykd se i druhé.

¢) Nyni miZeme jednoduchym zptisobem uréiti délku Eule-
rovy useéky V'V =e.

Predeviim dostaneme z podobnych trojahelniki VP,A4,_;
a Ani1Prd, (obr. 2),

_ dy Qu+ln = Gu—in ' Uny Bp—i : An+1,n = Ap—1 & Un,
z Gehoz plyne napted
do — (@*n—1 + % — a%i11) (8% + a% 41 —a®,—)
" 8anA ’

pouZzijeme-li vedle kosinové véty pro a,—; také vztahu 4a?,v, =
= 8a,4, kde 4 je obsah trojahelnika.

Potom dostaneme
B — 0 (@1 + a1 —a’)
n — .

44
Pak vypodteme
MyV = 2d, h, =
_ (@Pn11 + @%—1 —a?%) (@%—1 - a% — a%p11)(a% + a1 — a%—1)
- 1642

Nahradime-li trojéleny zndmymi vyrazy z kosinové véty a A vyrazem
IIa, :
4r’

je MyV' = r2[T 2 cos x, = r? — e? a dostaneme

e = er — 8 CO8 xxp—1 CO8 Xy COS Gpt1. ) (8)

d) Mocnosti t&zi¥te 7.

S ohledem na vztahy V'T'=}e, TF=}e, jest Mp"'=}e —r3,
MrF = gge? — 112, tedy Ms"' = 4 Mo (obr. 2).

Ponévadi bod T leif vidycky uvnit¥ krunic (V’,7) i (F, 3r),
a Eulerova pifmka jest jejich centrala, uréuji ob& kruznice na
nejkratsftétivé bodem 7', kolmé k V'V, tyFistejné dlouhé
aseky. . f

PonévadZ je T'S, = {fs, jest mocnost vzhledem k (S,, §aa}
M5 = §42, — {a%, a dosadime-li sem difve uvedenou hodnotu

D133



pro 1,, dostaneme )
MpSr — a1 + a — ba?,
18 ’

- Je-li v trojahelniku a, > a,—; > a, (>0), nemize byti 5a2, <
< a*ai1 + a1, Kdyby platila tato nerovnost, platila by, s ohle-
- dem na vztah a%,.; + a%,_; = a2, + 2a,+1ay—1 COS &, a Znamou

2
vétu: |[a+b| < |a|+ |b]|, nerovnost [cos x| > —%—”. Ale
T Apt10p—1
z podminky a, > a,—; > a,.; vychdzi 2a%, > a, 1a,—1, tedy
[co8 an| > 1, coZ neni moZné pro reilné Ghly. Musi tedy byti
5a% > a*, 11+ a%—y a M5 jest zédporné; lezi tedy bod 7' uvnit¥
kruZnice (Su, $a,), je-lia, nejdels{ strana. Naproti tomu t&zisté
miZe leZeti uvnit¥, vnénebo na kruznici sestrojené nad nejkratsi
stranou. Lze totiZz podobné ukdzati, Ze mize byti My"+! = 0,

Maji-li mocnosti M75"+1 & M7 stejné znaménka, jest

| Mgone| 4 | Mgt | — | e B Ba) —0h | )

maji-li tyto mocnosti pro viechny hodnoty indexu n stejns zna-
ménka, jest

6 X | MpSr| = X a2, (11)
coz opét umoziiuje jednoduchou méfickou interpretaci uvézime-li,
Ze ]/M 7" znad{ délku pifsludné tetny, piipadné nejkratii pultétivy.

e) Mocnosti vys§kovych pat P,.
Vzhledem ke kruinici (Sn, }a.) jest zfejmé (obr. 2)

(azn—l-l + a'2n"“a2;1—1) (a2 —1+a%, — a27i—1)
4a,? ’

TutéZ hodnotu maji netoliko mocnosti Mp . a M p,An, ale

i MpA's+1, nebot jest v obr. 1 . -

(@41 + @% —a% 1) (a1 +a% —a 1)

8a,A
jak plyne z ¢), z &ehoZ dostaneme ty% vyraz jako, pro Mp,Sn, do-
sadime-li v,.=_Z—A. Je tudiz v celku
2 n

M%"p, = ani1n Qn—1n =

Mp, i1 = p,d, =

. IMP”S')I:IMP”AInl:I_MP”AIn:I:lI=|MP”V'|=
T (@%n 1+ a2, —a? ) (a1 + a%, —a?, +1) (12)
~4qv,

a druhéd odmocnina z t&chto vyrazi urduje délku teten pifpadné
nejkratéfch pultétiv vedenych patou P, v pifsludnych péti kruz-
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nicich. Sestrojime-li tedny nebo nejkratsi pultétivy (obr. 3), do-
staneme deset koncovych bodi, které uréuji kruzZnici opsanou
ze stfedu P, polomérem

Vl_MP"Sn|=r”M=

- _2}‘;';| V(a2n+1 + am"‘_ %) (@—1 + @’ —a%y 11) "

Timto zplsobem dostaneme tFi kruZnice (P,, r,¥)a miZeme
ukazati, Ze jejich stied mocnosti jest v pruseéikia vysek V, t.j.
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