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Dyadische Entwicklungen und Hausdorffsches
Mass.

Vlad. Knichal, Praha.
(Eingegangen am 13. April 1936.)

§ 1. Definitionen und Resultate.
Alle Zahlen in dieser Abhandlung sind reel. Fiir 0 < = < 1 sel

€ =0, iyigy . .. + +23+

die dyadische Entwicklung der Zahl x (zk ist also gleich 0 oder 1 fiir
k=1,2,3,...), die durch die Forderung normiert ist, daf die
Folge 1,, 1y, t3, . . . unendlich viele Nullen enthalten soll. Ist n > 1
ganz, so bezeichnen wir mit p(x, n) die Anzahl der Nullen in dem
System iy, iy, 13. . ., 1, und setzen p(z, 0) = 0.

Herr Khintchine!) bewies folgenden Satz. Fir alle Zahlen z
mit 0 < # < 1 mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen
MaB Null gilt

| plz, ) —gm | _ 1

h yy———————— e
e sup [/nloglog » V2

In dieser Abhandlung beschéaftigen wir uns mit einer Menge I,
welche folgendermassen definiert ist. Hs set 0 < . Mit- Mq wollen
wir stets dve Menge aller solchen Zahlen x mit 0 < x < 1 bezeichnen,

fur welche?)
p(x, n) — 4n = O(n°)

gilt. Nach dem Satze von Herrn Khintchine ist fiir 0 < o« < 4 das
Lebesguesche MaB der Menge IR, gleich Null. Man kann also fiir

1) A. Khintchine, Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Fund. Math. 6 (1924), 9—20.

%) Ist f(n) > 0 fiir » > ny so bedeutet @ (n) = O (f(n)), dass

. [ @(n) |
Jim sup —)

< oo ist.
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eine geeignete MaBfunktion f(x) das Hausdorffsche Ma8 der Menge
M. untersuchen.

N sei eine lineare Menge und f(x) eine positive Funktion fiir
0 < 2 < 1. Essei 0 < g < 1. Man iiberdecke N mit einer hochstens
abzéhlbaren Menge S offener Intervalle v, geren Langen3) |v |

samtlich kleiner als o sind. Man setze®) 4 = /(| v |). Die untere

" Grenze der Zahlen 4 fiir alle solche Uberdecl';ungen S wollen wir
mit L,(M, f(x)) bezeichnen. Nimmt p ab, so nimmt L,(I, f(x))
offenbar nicht ab, und es existiert da,her hm Ly(M, f(x)). Diese Zahl

nennt man das zur Funktion f(x) zugehomge Hausdorffsche5) Map der
Menge M. Wir bezeichnen es mit L(I, f(x)).

Der Leser findet die Grundeigenschaften des Hausdorffschen
Masses in der unter 5. zitierten Abhandlung. Hier mégen nur einige
von ihnen ohne Beweis angegeben werden. 3)t, 9, . . . seien lineare
Mengen, f(z), g(x) positive Funktionen fiir 0 < z < 1.

1. Ist®) M C My, so ist LR, f(z)) < LMy, f(x)).

2, Ist M=M; + My + ..., so ist

- LW, f(=)) < LWy, f(x) + L(My, f(2)) + .
3. Ist hmf((—) = 0-und L(M, f(x)) < oo, so ist
=0+
L(IR, g(x)) = 0.
4. Ist f(x) = =, so ist L(IM, f(x)) das duBere Lebesguesche Maf3

der Meénge IN.
flz )= oo ist, so kann L(I, f(x)) > 0 sein, auch

Wenn hm =
wenn das Lebesguesche MaB der Menge MM gleich Null ist. Man
kann also das Hausdorffsche MaB fiir eine feinere Klassifikation
der Mengen vom Lebesgueschen Maf Null beniitzen. Wir wollen
diesen Begriff des Hausdorffschen Mafles auf die schon friiher defi-
nierte Menge 9N, anwenden. Wir wihlen fiir die Hausdorffsche

MaBfunktion die Funktion f(x) = f(x, f) = = . e182, Wenn N
~vom Lebesgueschen Maf Null ist, so ist fir § < 0 auch L(JR,
f(z, #)) = 0 und wenn M unendhchwele Elemente enthilt, so ist
fir $ = 1 L(M, f(z, B)) = .

8) |v| bedeutet stets die Lénge des Intervalls v.
. ‘) Die Limesoperationen wollen wir im erweiterten Sinne nehmen.
5) F. Hausdorff, Dimension und dusseres Mass, Math. Annalen, 79
(1919), 1567—179.
8) 9)2 C M bedeutet: M ist eine Teilmenge von N, a e M bedeutet:
a ist ein Element aus M, mit {a, b, ¢, ...} bezeichnet man die aus den
Elementen a, b, ¢, . : . bestehende Menge.

ST



Wir wollen uns also nur mit dem Falle 0 < g < 1 beschaftigen.
Die Sitze 1 bis 4 und die eben angefiihrten Bemerkungen sind fast
trivial; im Folgenden wird iibrigens von ihnen kein Gebrauch ge-
macht. Unser Hauptziel liegt im Beweise des folgenden Satzes.

Hauptsatz. Es ses 0<f <1, f(x) = f(x,B)=2. e(—logz)?
firo<ae<l 0<ou<i. Dann ist

I. LM, f(x, B)) =0 fur 0 < p < 1— 2.

II. LM, f(z, B)) = oo fitr 1 —20 < f < 1.

Mit ¢, cy, €5, . . . Wollen wir im Folgenden positive, absolute
Konstanten bezeichnen.

Vor dem Beweise des Hauptsatzes wollen wir noch einige
Hilfssitze ableiten.

Hilfssatz 1. Es sei n, k ganz, n > 1, k' = k — }n. Fir | k' [ <
< in gilt dann

<6 = e~2""/" 1
(e) == vn )
( ) > gy 2o e—okn, 2)
und fir alle k' gult .
(k) X c28e—2"n, (3)

Beweis. Nach der Stirlingschen Formel ist fiir ganzes n > 1
cfnenrmr < n! < 05V77e—” . " )
und also fiir ganze n, k mit 1 <k n—1:

n n! n n*
(k) “Elm—k)! < _"° ]/k(n — k) Hn—ky—* (5)

’

Man setze ¢ = % Dann gilf

V n =]/ ' n . 2 (6)
Kn—k) | (Il + o dl—0) Ja(l —o)

und weiter

nn _ nt .
B — R Gn(l + o) Ge(l— ) —*
= 2 = 2"
TteF(—eor*t ¥ )
wo _ _
logy = — klog(1+¢) — (n—k)log(1—p) = — 4ng(e)
ist. A -
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Dabeiist p(x) = (1 4 z)log (1 + z) + (1 — z) log (1 — x) fiir
0<z<<1 und zp(x) log1+ ¢'(x) = 2x2' Nach dem

Taylorschen Satze ist
(0 =9(0) + 2 ¢(0) + £ ¢"(00) = 1~
PLe 9 1! ' 21 4 @ T @292
.mit 0 < O <L 1 und also

n 0! 2k'* 1

nﬂ A e e s e s s
— Mg 2 1—86%' — 9n ¢ n 1—6%?, (7)

Ke(n — k)n—'ic‘
7 Fir |k | < in, n > 1ist | o | < §, also erhalt man nach (5),
(6), (7) die Ungleichung (1).
Fir 1< k< n—1 (dann ist also n = 2) erhdlt man nach
(), (6) (7)

(”) < s gnemm,
k)= Yn(1—¢?
. 2 (n 2 1

Nun ist aber n(1 — g?) > n(l—(— (— — 1)) ) = 4(1 ———) =2
= n \2 n

und daher
(Z) < ¢y2n g2k n,

Diese Beziehung (mit eventuell vergroferter Konstante c;) gilt

offenbar auch fir k = 0 und &k = n, » =1, denn in dlesem Falle
ist ¥ = 4n und daher

on —2}:"/75 = M og—in — en(logz—})

wo log 2 —} > 0 ist.
Fiir | ¢ | < } erhalt man ahnlich nach (4), (6), (7)

n e n! n nﬂ " _Sk“/”
(k)_ kl(n — k) = = l/k(n — k) k¥(n — k)y»—F = 2 W 2ne

* Es sei w = {(a, b) ein abgeschlossenes Intervall und n > 0,
ganz. Die Intervalle

v—-< 2”(b a),a+ (b—a)\furz—O 1,2,...,2»—1

/

wollen wir die zu w zugehongen Intervalle n-ter Ordnung nennen.
Gleichzeitig fiihren wir fiir ganzes k > 0 folgende Bezeichnung ein:

P, k, w) = p(i, Ic)- . (8)
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Der Kiirze halber wollen wir die zu (0, 1> zugehorigen Intervalle
n-ter Ordnung auch Intervalle m-ter Ordnung nenmmen und statt
p(v, k, <0, 1)) einfach p(v, k) schreiben. Wenn w ein Intervall
ny-ter Ordnung, » ein zu w zugehoriges Intervall n,-ter Ordnung
(n, = 0, ny = 0) und 2 ein innerer Punkt des Intervalls v ist, so
erkennt man leicht, daB v ein Intervall (n, + m,)-ter Ordnung ist
und daB

P(Ua k: w) = p(x) (1 + k) - p(x, nl) (9)
firk=0,1,..., n,ist.

§ 2. Beweis der Behauptung I. des Hauptsatzes.

1. Es sei 0 <& < $, 0<p <1— 2x. Man wihle &’ so, daB
f<1—2x <1—2x gilt. Mit O, C,, ... wollen wir nur von
«, o', B abhingige positive Konstanten bezeichnen.

Es sei a ganz,

. 2 :
a > Max (2, C;'—2¥, C,); (10)

die Konstanten C;, 3 bestimmt man erst spiter. Fiir ganzes
n, > a sei N(n,) die folgendermassen definierte lineare Menge.

Fir¢=0,1,2,... setzen wir?)
1
np = [nt—2]. (11)
Fir:=1,2,... seir=mn—n;.
Fiir ganzes ¢ > 2 ist nun (nach dem Mittelwertsatze)
1 1 ’ 24!
r> g g — ) 1> ] >

=1—2
n R
= 30— 22 (1 —1)1—2=
und fiir ganzes ¢ > 1 also,
ri = Cynyi % . (12)
Fiir n, > C; und fiir ganzes ¢+ > 1 ist deshalb
G 2a!

2n, 9128 < 10y myit 2+ < I (12)

Mit Vi (k = 1, ganz) bezeichnet man die Menge aller abge-
schlossener Intervalle mi-ter Ordnung v, fiir welche folgende
Ungleichungen gelten: o

7) [£] bedeutet die grosste ganze Zahl, die hochstens gleich ¢ ist.
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| p(v, ) — dmi | < my*'it—2', 4 =1,2,..., k. (13)
Py, soll im Folgenden die Anzahl der Intervalle aus ¥V} bezeichnen.

Man setze nun?®)
o Y,

k
N(n,) = kIJl > . (14)

v

Es sei o > 0, ¢ > 0. Man wihle ein ganzes k > 1 so, daB die
Ungleichungen
B

1 , 1—2a!
= < 0 24 O e T < g (15)

gelten. Dies kann man wegen (10) und wegen g < 1 — 2x’ ver-
wirklichen. Dann kann man N(n,) durch das abgeschlossene Inter-
vallensystem Vy, also auch durch ein System von P; offener Inter-

valle iiberdecken, deren Lingen simtlich kleiner als En_:;:?l sind. Es
ist also
1
Lo(gl(nl), f(xs ﬂ)) é onp—

D1, Py, - - -, P seien ganze Zahlen, fiir welche

a!

ceme—Plolz Py < 2—3; emflog2  Pp (16)

. |pi—3mi| <mf .02 mit 1 =1,2,...,k (17)
gilt. Nach (17) und (12') ist ‘ '

|pr—dm | < nf < dr = 1im (18)
und fiir © = 2, 3, ... auch

|2 — P — 3w —mia) | S| pi—4mi | + | P — i | S
< 2nf2 < gy = s — mi). (19)
Es gibt genau '
M) (Mg — M) (g — Ny N — Ng—1
(Pl) (Pz —— Pl) (Pa — Pz) s (’Pk == Pk—l)
also nach (1) aus Hi]fssatzk 1 wegen r; > 1 [siehe (12)] und wegen

(18), (19) hochstens V_-———:cl——__—— . 2", Intervalle nz-ter Ordnung v,
3 . Ty .Tg. o0 - T

fiir welche B '
pv,n)=p; mit 1 =1,2,...,k (20)

8) Xv bedeutet die mengentheoretische Summe der Intervalle wv.



ist. Damit die Intervalle nz-ter Ordnung v, fiir welche (20) gilt, die
Elemente aus V; seien, so miissen die Beziehungen (17) fiir 1+ =
=1,2,.. .,k erfiillt sein. Man hat also fiir die Wahl der Zahl p;

hochstens 2n41—2 + 1 < 3nf41—2  Moglichkeiten. Es ist
also nach (12),

ke k . _ &
P < V__?’_cl: omg; i (kt)yi—2+ <

ry .7y . ooo o T =

!

< Cifngk=—h (k!) T2 2me (k1)I—2¢" = (O, —U—a)  2m
und weiter nach (16), (11) und (15)

B .
Lo(R(ny), f(z, B)) < 2 (n—G—=Cy) . ens 7 10a2 < ¢,

Da & > 0 beliebig gewahlt worden ist, so ist L[N(n,), f(z, f)] = 0
und weiter

L), f(z, ) = 0. (21)
2. Konstruieren wir jetzt die Menge ‘B = i N(n). Dann ist

Ma C P. .
Beweis. Es sei xeM,, also 0 <z < 1 und p(x, n) = 4n +

+ O(n?). Dann gibt es n; > a ganz so, daB fiir alle ganze n > n,
folgende Beziehung gilt (" > ) '

| plz, ») — dn | < n*. (22)

Es sei 1 > 1, ganz. Der Punkt « ist wegen (22) ein innerer Punkt
eines Intervalles mi-ter Ordnung v, wo n; durch (11) definiert ist.
Nach (9), (22) und (11) gilt dann fiir dieses Intervall | p(v, n:) —

— én. | < ne' < my*'it—2. Der Funkt x liegt also fiir jedes 1 > 1. ‘
.in i v also auch in N(n,) also in P. _

"3, Nach (21) ist L(N(n), f(z, ) = O fiir n > a. Es sei nun
0<p<1, e>0. Uberdecken wir die Menge Jt(n) mit einer

hochstens abziahlbaren Menge offener Intervalle W,, von denen
jedes kleinere Linge als ¢ hat, und so, da8 '

W, &
SHlelp<g

ist. Die Menge i W, besteht aus einer hochstens abzéhlbaren
Menge offener IJ;':earvalle, sie iiberdeckt P und nach dem 2. Abstaze

201



auch M,, und die Lange jedes einzelnen Intervalls ist kleiner als ¢.
Es ist also

q(wa’ g i 2£<£

fiir beliebiges ¢ > 0, ¢ > 0. Deshalb ist L(M,, f(z, f)) =0, w. z.
b. w.

§ 3. Beweis der Behauptung II. des Hauptsatzes.
1. Es sei
O<a<i, 1—2x<p<l. (23)
Wir wihlen «’ und ¢ so, daB
1 — 2 <1—2/ <B (1+2)a <a 0<e<} (24)

gilt. Mit C,, C,, . . . wollen wir positive nur von «, &', B, ¢ abhingige
Konstanten bezeichnen.

Es sei r > 1, ganz, w ein abgeschlossenes Intervall. Dann
wollen wir jedes zu w zugehorige Intervall r-ter Ordnung v, fiir
weches die Beziehungen

| p@, by w) — 3k | <rite + 1 mit k=1,2,3,...,r (25)
gelten, ein untergeordnetes zu w zugehoriges Intervall r-ter Ordnung
nennen.

Fir r > C; 1st

rite L1 <4r | (26)
und das untergeordnete Intervall v enthilt also keinen Endpunkt
des Intervalls w, denn sonst wire p(v, r, w) gleich 0 oder .

Hiltssatz 2. Es sei r > C,, ganz, I ganz |1 — 4r | < Yr. Mit P

bezeichne man die Anzahl der untergeordneten zu w zugehorigen Inter-

valle r-ter Ordnung v, fur welche p(v, r, w) =1 ist. Dann ist P >
C .

L
> ]—/—; 2r,

Beweis., Fir t=1,2,..., r soll 4; die Anzahl derjenigen

(zu w zugehorigen) Intervalle r-ter Ordnung v bedeuten, fiir welche

| p(v, b, w) — 3k | > rite + 1, p(v, r,w) =1 (27)

ist. Die Anzahl aller Intervalle r-ter Ordnung mit p(v, r, w) = [ ist

gerade gleich (;) und daher ist

P2(7)=3 4 (28)

k=1



Es seik ganz, 1 < k < r — 1. Dann ist offenbar nach (27)

a=rQ) () TG =) e

wo man in 2’ iiber alle ganze p mit p > {1k + rt+¢ 4 1 und in 2"
iber alle ganze p mit p < 3k —rite — 1 summiert. Man setze
p' =p—14k, ' =1—}r. Nach (3) im Hilfssatze 1 ist

_2t_ 20—y
Ay = %' (k) (r-—k) < e2X 2e k —k =
p/\l—p

ey
= 6322'6 r e rk(r—k) |

Die Funktion (rz — kl')* ist fiir # > ri*¢ wachsend, denn es ist
|| < |/ und r > 1. Deshalb ist

B e WY
A’k é 0322'8 r fe kr(r—k) dx
rhte
Fiihrt man statt « die neue Variable w durch die Gleichung » =

= V72— (re — kl') ein, so erhélt man

kr(r—k)
A% < o VW f e du, (30)
Yy

wo wegen k& < r und wegen | I’ | < |/r die untere Grenze y min-
Vor.rir—1) _ V2r(r— Iy

Veer(r — k) Ver—%)
Durch partielle Integration erhalt man fiir y > 0

destens gleich

VIR i N e e
fe du = [ 2u] 1}[ 2 du < 5y (31)
v y v )

Nach (30) und (31) ist also

_ Yrt—1)*
A < 0322,M P ="
=" arre—1) r
Paher ist fir r > C, .
A < o2 2 )r e (32)

Aus Symetriegriinden oder durch eine analoge Berechnung erhalten
wir
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frl(hsieien

Da 4, = 0 ist, so ist nach (29), (32) und (33)
i A < c2 2 rh e,
k=1

. Fiir r > Cy ist also

r C .
Ay < —2-2r, 34
kgl * 263V’l‘ ( )
Weiter ist nach (2) im Hilfsatze 1 fiir r > C,
3u

(’) >2 9 > G2 o

L)=Vr ~eér
und deshalb fiir » > C, = Max (Cj, Cg) nach (28) und (34)

r C .
P= ’)_ A % 9 Yo
(1)-2 Y T T

k=1

2. Essei 4 > 0. Wir wihlen #, ganz so, daB es folgende Bedin-
gungen erfiillt:

7 > Max (2, Cy, Cyy, O, Cig, Cyy, C1s)s (35)
C,gny—Penfloef2 ACy,.

Dabei sind Cy, Oy, usw. Konstanten, die man erst spiter bestimmen
wird. Man setze

92%’m=[n1.7/l—2u]furz=l,2,...
ind rs =m; —my_ fiir + = 2,3, ... Dann ist
1 1
i <oy < e i = 1,2, .. (36)

und weiter (nach dem Mittelwertsatz) fiir ¢ = 2, 3, . . .

1 1
i S mppt =y (i — 1)1=2 1 <

1 2 ~_Ba (37)
g_ n T‘_—z“—, 31—2a’ +1 g 07”,1% 1—2a’,

1 1
72 g (i — 1) 1>

> LB = = (38)
-_—_v’"fxl—__g‘(@—) — 1 2 Ognyi?—2, :



Fiir n, > O, ist
' ri > Max (Cy, C;) 1 =2,8,...). (39)

Es sei 1+ > 1, ganz. Jedes Intervall n;-ter Ordnung v heillt ein
Intervall i-ter Stufe, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

| p(v, m) — mi | < Opgmy@'i1—24, (40)

wo Cyy = §)/Ch ist.

Wir wollen nun normale Intervalle i-ter Stufe durch vollstandige
Induktion definieren. Wir nennen jedes Intervall erster Stufe
normal. Es sei 4 >> 1 ganz. Setzen wir voraus, daBl wir schon die
normalen Intervalle i-ter Stufe definiert haben. Dann nennen wir
diejenigen Intervalle (¢ + 1)-ter Stufe normal, die einem normalen
Intervalle i-ter Stufe untergeordnet sind.

3. Es sei 1 > 2, ganz, w ein Intervall (i — 1)-ter Stufe. Mit
N (w) bezeichnet man die Anzahl der normalen Intervalle i-ter Stufe v,
die in w enthalten sind. Dann ist (fir n, > Cp,) .

N(w) = Cyny*—% 27 > 0. (41)
Beweis. Ist p eine ganze Zahl mit
| p—3mi | < Cyons'sl—2, (42)

dann sind alle zu w zugehorige untergeordnete Intervalle 7;-ter
Ordnung » mit g

. p(v, 7i, w) = p — p(w, ni—1) normal. (43)
Die Anzahl dieser ‘Intervalle ist nach Hilfssatz 2 gleich -

Pp) > 2o (44)
Vrs
Es ist namlich nach (35) und (39) r; > C; und nach (43), (42), (40),
(38)wegen C;, = 3]/Ch: ' .

| p— p(w, ni—y) — ri | < | p— i | + | plw, mia) — dnia [ S

< Oy 120 4 Oy (6 — 1)1 -2 < Vri.

Die Anzahl der Zahlen p, welche\die Bedingung (42) erfiillen, ist
mindestens gleich 20,n,*'i1—2' — 1. Es ist also nach (44), (37)
fir n, > Cyy

!

N(w) > Cynye'iT2 i T2 o,
4. Fur i > 1 ganz ses V; die Menge aller normalen Intervalle. .

- Casopis pro péstovdn{ matematiky a fysiky. 16 205



i-ter Stufe. Es ses
Y . '
mi=zv,m=m1.mz.m3....

a) Es sei xeN, £ >0 ga'n;z Dann ist x ein innerer Punkt
eines Intervalls k-ter Ordnung

Sonst kénnte man 7 > 2 ganz so wa.hlen, daB n;_; > k wire.
Da z ¢ M ist, so gibt es in V; ein Intervall v, das = enthilt. v ist
einem Intervalle w (¢ — 1)-ter Stufe untergeordnet. z miiite wegen
ni—1 > k ein Endpunkt dieses Intervalls sein, was mit dem 1. Ab-
satze wegen (35) und (39) im Widerspruch steht. Speziell ist also
I<z<l

b) Es gilt

N C M. (45)

In der Tat sei n ganz, » > n;. Dann gibt es 4 = 2 ganz so,
daB n;—; < n < mist. Es sei xeN. Es gibt ein Intervall v e V;
so, daB z nach a) sein innerer Punkt ist. Es sei we Vi1, v Cw.
Nach (9) ist

p(x’ n) = p(’U, n— Nj—-1, w) -+ P(x, n‘i—"l) ==
= p(v, n — ni—y, w) + P(w, ni—)

und also nach (25), (40), (24), (37)

lp(e, ) —dn | = | p(0, 2 —miy, 0) — $n — ) | +

+ | p(w, '"4-—1)—%%.__1 | S ritte 41 + Cyta® ,ll__ga <
a'(1+26)
< C,’i‘*"nl*'f'sz 1—2a’ + 01 nla?‘ 1—"20 + 1 <

< K":l'_z“‘ § K'(t— 1)1_.2“' -4 K'n% < K'ne,
~wo K, K', K" nur von «, o', B, &, n, abhéangig sind. Daraus folgt
p(x, n) — $n = O(ne) also = € M,.

5. N st eine abgeschlossene Menge, denn sie ist ein Durchschnitt
abgeschlossener Mengen

Esgeit > 1 ganz und w ein normales Intervall i-ter Stufe. Dann
ist der Duirchschnitt w . W nicht leer.

Nach dem Absatze 3 ist namlich N(w) > 0 und es gibt daher
" ein normales Intervall (i 4 1)-ter Stufe w,, welches in w enthalten
- ist. Ahnlich enthalt auch w; ein normales Intervall (i 4 2)-ter
Stufe w, usw. Die Intervalle w D w; Dw; D ... sind abgeschlossen
‘und der Durchschnitt w. w, . wy . ... ist also nicht leer. Er enthalt
- also mindestens einen Punkt x. Es ist nun aber w; C M;; fiir
jedes ganzek > 1und wC MU C MiaC..
: 6. Man iiberdecke nun I, mit einer ‘hochstens abzihlbaren
. Menge offener Intervalle S, wo die Linge eines jeden Intervalls
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kleiner als p ist. Die Menge 8 iiberdeckt nach dem Absatze 4b auch
die Menge . N ist nun beschrinkt und abgeschlossen (siehe
Absatz 5); daher ist es moglich aus S ein endliches System S’
offener Intervalle herausnehmen so, daB S’ auch M iiberdeckt. Man
fiige jedem Intervalle aus S’ seine Endpunkte hinzu. So erhilt
man ein endliches System 8" abgeschlossener Intervalle.
Es ist dann (p < 1)
su s

Si1vl.8) <SH1v],B). (46)

EsseiweS", w' =w.0, 1) Ist |w' | > 0, s0 sei s > 2 die kleinste
ganze Zahl, fiir welche das Intervall w’ mindestens ein Intervall
ni-ter Ordnung enthilt (w’ enthilt wegen p = 2_}», also kein
Intervall n;_;-ter Ordnung). Es sei Q(w) die Menge aller Intervalle
ni-ter Ordnung, die einen nicht leeren Durchschnitt mit w’ haben.
Die Anzahl der Intervalle in Q(w) ist hochstens gleich 2% | w’ | 4
+ 2 < 3| w' | . 2%, denn die Linge jedes Intervalls n;-ter Ordnung

- : 1
ist gleich Fo

/ o1 . .
Da |w [§2.2T_1,ﬂ<11st,801st

Q(w) .
S 1ol B) <3 w | 2n| v eosloh < 3w | emiosn’ <
v

< 3| w' | e loglw)f gnilog2)f —(—loglw')f < (47)
< 3| w | et—loglwhf  onf—nf logP2+(nf \—n, —1)P)logfz <
S Ouf(lw],p)ets.

Der Kiirze halber haben wir 4; = (n? —_ n{?_l) logﬁ 2fire=2,3,...
gesetzt. Wir ersetzen in §” jedes Intervall w durch das System
Q(w). Die Intervalle w, fiir welche | w' | = 0 ist, lassen wir weg.
Somit erhélt man ein endliches Intervallsystem S” mit folgenden
Eigenschaften: Zu jedem Intervall v aus 8" gibt es eine ganze Zahl
¢ 2> 2 80, daB das Intervall v n;-ter Ordnung ist. 8” iiberdeckt N.
Mit 8”; bezeichnet man die Menge aller Intervalle #;-ter- Ordnung
aus 8”. : '
" Es sei k > 2 die groBte ganze Zahl, fiir welche in §” Intervalle
ng-ter Ordnung vorkommen. Dann ist nach (46) und (47)
3 8 S
Se4SH1v], K CuSH1o],h). (48)
=2 v K] .
7. Man bezeichne mit U Systeme von (endlich vielen) Inter-
vallen mit folgenden Eigenschaften: . A o
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a) Jedes Intervall des Systemes ist n;-ter Ordnung mit £ >
2i2]
b) Das System iiberdeckt Jt.

Die Anzahl der Systeme U ist endlich und es gibt daher ein
golches System W, fiir welches der Ausdruck

o(U) = Ze“‘ Zf( lv 1, B) (49)
i=1
den Minimalwert annimmt. Dabei bedeutet U; die Menge der Inter-
valle n;-ter Ordnung, die in U vorkommen und auBerdem haben
wir e4: = n,}f gesetzt.

o) Zwei Intervalle v, v aus W haben hochstens einen
Punkt gemeinsam. Denn sonst wére bei geeigneter Bezeichnung
v C v. Dann wire offenbar W — {v} auch ein U-System und fiir
dieses wiare @(W — {v}) < (W), was mit der Voraussetzung in
Widerspruch steht. .
© B) EsseiveW; 1=1,2,...,k). Wegen der Minimaleigen-
schaft der Menge W gibt es in » mindestens ein Punkt z € N. Da die
Endpunkte von » nach dem Absatze 4a nicht in 3t liegen, so ist «
ein innerer Punkt in ». Daraus folgt v € V;. Das Intervall v ist also
ein normales Intervall i-ter Stufe.

y) Nehmen wir an, daB8 k > 2 ist. Es gibt in W ein Intervall v.
Dieses ist nach f) normal und k-ter Stufe. Es ist in einem normalen
Intervall w (k — 1)-ter Stufe enthalten. Nach «) ist nicht we W.-
Mit R(w) bezeichnet man die Menge aller normalen Intervalle
k-ter Stufe, die in w enthalten sind. Thre Ailza,hl hat man jn
Absatz 3 mit N(w) bezeichnet. Jedes Intervall v aus R(w) enthalt
nach Absatz 5 mindestens einen Punkt z, der in 9 liegt. Dieser
Punkt muB nach dem Absatze 4a ein innerer Punkt eines Inter-
valls w aus W sein. Wenn w von einer niedrigeren Stufe als v wiire,
so wire w C w. und also auch v C w, was na.cE «) unmoglich ist.
Das Intervall w ist also k-ter Stufe und deshalb w = v. Daraus folgt
R(w) C W. Das System W, = W — R(w) + {w} ist offenbar auch
ein U-System und nach (49) (41) ist

| d5(“’0) =O(W)— e—4g N(w) e(nklog 2)8 4

+ e—4r—1 = kl - ey —1log2)? <

i ' : 1 1
, ' S 1 B
<L ;¢( W)__. C"nlu % S e(nk._.llogz)ﬁ +e Ap_q s eng 1 0g2) ,
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also

B(W,) < B(W) — ’;;k_ 11089 (Cyy — mi—e—4x-1).  (50)

Nun ist fiir 4 > 3 nach dem Mittelwertsatze und nach (38),
(36), (24)

Ak—l = ('I’lﬁk_l — nﬂk_z) logﬂ 2 g ﬂrk_lngzi logﬂ 2 g
2a! —1

> O, (b — 1)1—2¢" . nf—1 (b — 1)1—2a" logh 2 > Cyyms®.
Fiir n, > Cy5, k > 3 ist also '

011 === ’I@li‘—“‘e—Ak-——l > O. (51)
Fiir k = 2, n; > C4 ist
Oy —mp—ve—4 = Oy —m}—2¢—A >0 (52)

und also nach (35), (51), (52) und (50) @(W,) < D(W) gegen die
Voraussetzung. Es ist also notwendig ¥ = 1 und W = :

Da nach dem Absatze 6. S” auch ein U-System 1st, o ist
nach (48), (49)

v, 3 s s
nt8 3 o | dms < 5 =4 3 f(| 0], B) S CuZf( o], B). (53)
" 8. BEs sei N die Anzahl der Intervalle erster Stufe. Dann ist

N = Z( ), wo man in Z iber alle ganze lmit [I—in|Z

< Cm®™ summiert. Fiir n, > Cyp ist Ojgny® < an < in, und also
l ' = l—n}nl = ]/nl < im,. Nach (2) im Hilfssatze 1 ist nun

™ = cz——: e—3; also ist fiir n, > Cy5, N = Cygn,*—* 2™, Deshalb
ist nach (24) (35)

/—\
o~
\—/

nl—'iﬂ Zl f( l v l ) ﬁ) 2__ Clnnl—ﬁen,ﬂlogﬁ2 > Aols.. (54)
v .

, S
Aus (53) und (54) folgt dann 2 f(lv|,B) > A. Das gilt fiir alle

mogliche Uberdeckungen 8, d1e aus hochstens abzéhlbarvielen
offenen Intervallen, die kleiner als e sind, bestehen Daraus folgt

4< L,,(ém.., f(z, B)) = L(Ma, {(x, ﬂ))
Da A4 beliebig groB gewihlt werden durfte, so ist L(I, f(z, f)) =

*
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