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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Uber eine Formel fiir numerische Berechnung
der bestimmten Integrale.
G. N. Watson, Birmingham.
(Eingegangen am 22. Juli 1935.)
I. Vor zwanzig Jahren hat Herr Professor K. Petr in seiner
Abhandlung unter dem Titel: O jedné formuli pro vypodet uréitych

integrali) die folgende Formel zur numerischen. Berechnung eines
bestimmten Integrals ohne Beweis angegeben: -

, |
[ @) dz = 3h [(@) + )] + Ak [f'(@) — FB)] + - .

+ AR [[Oa) + (— D fOB)] + ...
+ duih® [[0=D(a) + (— 1y fo—(B)] + Ra

wabei
h=b—a,
4 _[n—Ek : 1 :
2k_1_( k )2(4n—2)6(4n'—6)...(4k—2)(4n—4k+2)’
Aoy = .

n—k—1 1.
( k )2(4n—2)6(4n—-6)...'(4k—2)(4n—4k+2)(4k+2)’

— 1) (n))2h2n+1 ’
Ba = ((211,1))! ((27;)2 1)1; FEE), S

ist. .

Es ist zu bemerken, daBl in der Originalabhandlung des Herrn
Petr das.Zeichen (— 1) im Restglied infolge eines Schreib- oder -
Druckfehlers fehlt.

Um die Wichtigkeit der Petrschen Entwicklung darzutun‘
beobachten wir, daB das Restglied gleich O(h%+1) ist, wiihrend das

1) Casopis, 44 (1915), 454—455.
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letzte Glied der vorangehenden Relhe h* enthalt; die Glieder, die
hn+1, .. . k2" enthalten, fehlen.

Ga.nz neulich hat Herr J. Gebauer?) verschiedene #&hnliche
Formeln untersucht. In der Gebauerschen Abhandlung hat der
Verfasser einige Transformationen unendlicher Taylorreihen be-
nutzt. Folglich hat er annehmen miissen, daB die Funktion f(z)
im Intervall von a bis b6 mit EinschluB8 der Endpunkte?) alle Diffe-
rentialquotienten f'(z), (), . . . besitzt. Ebenso hat er als ausge-
macht a,ngenommen, daB die Entwicklung

)m

f ft) dt = foa)

im Intervall von @ bis b mit Einschluf8 der Endpunkte giiltig ist.

Fir die Giiltigkeit der Petrschen Entwicklung ist nicht
notwendig, dafl die Differentialquotienten f»+1)(x), f@n+2)(x), . . .
existieren. Ferner ist es noch nicht bewiesen worden, daB3 die Ge-
bauersche Reihe und das Petrsche Restglied dquivalent sind. Aus
diesem Grunde habe ich mich entschieden, notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Petrschen Ent-
wicklung zu untersuchen. Daher gebe ich in dieser Abhandlung
zwei Erforschungen?) dieser Entwicklung an.

II. Ich schreibe die Entwicklung in der Form:

F(b) — F(a) = ;‘Akh"“[ﬁ’"‘“’( ) + (— DFFE+D(B)] + Rr,

wobel

h=b—a, »
A — (2n—k—1)!n! .
Em T+ Dn—k— DI 20)”
R, = 1) (nl)* A h Fent)(g), a<&<b

(2n)! (2n + 1)!
ist. Ist f(z) ein Differentialquotient, dessen Integral F(z) ist, so
kommt die Petrsche Entwicklung heraus. Es ist merkwiirdig, dafl
man die Petrschen Werte der Koeffizienten Ag;_1, A, im einfachen
obenerwihnten Ausdrucke zusammenfassen kann. Um diese Ver-
bindung zu beweisen, beobachten wir, dafl

5.5 (m— 1) = 2L

2) C‘a.sopls, 68 (1934), 152—166."

%) Im AnschluB an G. Kowalewski und H. Hahn bezeichne ich mit
(a, b) das Intervall ohne die Endpunkte, mit [a, b] das Intervall einschlieBlich
der En(}gunkte
: err Petr hat mir mltgetellt daB meine Beweise und der seinige
verschxeden sind.




ist. Folglich haben wir

n—=k : 1 _
( k )2(4n—2)6(4n—6)...(4k—2)(4n—-4k+2)_
B (n —E)! 1.3...(2n—2k—1) .
T kK m—2k)2%  1.3...(2—1).1.3...2n—1)
(n — k)! (2n — 2k)! 2% k! 27 p!
Tkl (n— 2k)! 22F T (2k)! (2n)! 2—F . (n — k)!
(2n — 2k)! n!

~ @k (n— 2k (2n)! Agp—1

nach der neuen Definition von 4;. Ebenso haben wir

)

1
"2(4n—2) 6 (4n — 6) ... (4k — 2) (4n — 4k + 2) (4k - 2)
. (n—k—1)! 1.3...2n—2k—1) _
Tk (m—2%k —1)12%+1°1 3. (2k+1).1.3...2n—1)
_ (a—k—1) (2n — 2k)! 28+1 . (K + 1)1 2% . 0!

Tk (n— 2k —1)! 226+1° (2% 4 2)! (2n)! 22—F . (n — k)!
. (2n — 2k — 1)! n! 4
T @k DIm—2k— 1) (20) T
Bei meinem ersten Beweis der Petrschen Entwicklung be-
nutze ich partielle Integration in Verbindung mit dem ersten Mittel-
wertsatz der Integralrechnung; beim zweiten Beweis benutze ich
einen Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Folglich sind die

Bedingungen, den F(x) unterworfen ist, etwas schwicher beim
zweiten Beweis als beim ersten Beweis.

III. Nun zum ersten Beweis der Petrschen Entwicklung! Wir
setzen noch zur Abkiirzung
. (1 —t)» = D).
Also, ergibt sich durch partielle Integration
1

fh o+ m)d—df;ﬂ dt —
= 22 (=1 A+ [dzd;f—;qu” Fé+v(a + ht)]'=l+

t=0

+ Bt j ®(t) Fen+D(a + ht) dt.
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Fiir die Gultlgkelt dieser Formel®) ist hinreichend, daBl F’'(z),
F"(z). .., Fer+1)(z)im abgeschlossenen Intervall [a, b] existieren
und daB F(z")(x) das Integral von F@»+1)(x) ist.®) Wenn die Funktio-
nen F'(z), F"(z), ... F@+(x) die ohigen Voraussetzungen er-
“ fiillen, so ist F(2"J(x) das Integral von F@r+1)(x); daher ist F@m)(x)
eine beschrankte Funktion. 7) Daher ist F@*—1)(z) das Integral von
Fen)(x); usw.8) Bekanntlich ist die Integrierbarkeit von F@n+1(x),
Fem)(g), . .., F'(x) eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit
der obigen pa.rtlellen Integrationen.

Jetzt vereinfachen wir die rechte Seite der obigen Formel.
Es ist leicht zu erkennen, daf
1 1

jﬁFﬁr+M) m;”db_( 1y 4mnfhrm+wnM=
0 0
= (—1)*. (20)! [F(b) — F(a)]
ist. Wir bemerken zunéachst, dafl
1 d2n—%—1¢p(¢)
(2n —k—1)! dg2n—k—1 ]t "

gleich dem Koeffizienten von ¢2*—*—! im Ausdrucke

Z‘ (__ ]_)m ( ) ntm
ist. Ist k=nn+1,...2n— l, so ist dieser Koeffizient gleich
Null. Ist k=0, 1,...,7—1, 80 ist der: Koeffizient gleich
S n—k—1 ’ n Y —k—1 (2?’&)' 4}:
(=1 Q—k—ﬁ—( L @n—k— 1)
Ebenso mit ¢ = 1 — « haben wir
1 A1) (= 1E+ rd2—r—ld(u)
(2n —Fk — l)![ gL ] _, (@n—Ek—1)!| duP—*1 | o
= ; k=nn+1,.40, 20 —1,

L L. (L. N _
( )(2n—k—-1)!’ k=01,...,n—1

Also erhilt man

8) Vgl. E. W. Hobson, The Theory of Functions of a real Vamable,
1 (1921), § 420. Die Integrale sind i 1m Lebesgueschen Sinne gemeint.

¢) D. h. F@¥(g) — FEM(q) = fﬁ'<2"+1)(t) de.

7) Hobson, a. a. O., §404.
8) Hobson, a. a. O., §410.




() — Fla) = ;1 A+ [FED(@) £ (— 1 FE()] + Ry,
wobei -

1
R, — (— 1)" h2nt1 [y» (1 — t)y» Fent+V(q + ht) d¢
" -~ (2n)! _
0
ist. :
Ist Fer+1)(z) im Intervall [a, b] stetig, so besagt der erste
Mittelwertsatz der Integralrechnung, daf3

1
R, = (:(12);_)"’223 F(2n+1)(§)ftﬂ (1 —¢)rde
0

_ (—1)r(nl)2 A1 ant1)
= @mlEntnr Lo a<E<b
ist.?) Damit ist der erste Beweis der Petrschen Entwicklung voll-
endet.

Beilaufig zeigen wir, da wir ziemlich viele Ausdriicke des
Restgliedes aus dem Mittelwertsatz erhalten konnen. Z. B. sei
0<u=<mn 0<v<mn; dann haben wir

(_ l)n h2n+1 ) 1~
Ra = s O* (1 — O) Fer+a + k) ] pn (1 —tp—di
0

0<Oo<l1

_ (— 1) I'(n—pu—+1) I'(n—v»—+-1) h2n+1 On(1 — Oy Fen+ (a4 Oh)

) I'2n —pu—v + 2)
_ (=) —p 4+ 1) I'(n—» + 1) 2w+l
2n)!' T(2n —u—» + 2) S
- (§—a)* (b— &y Fen+1)(§), a<E&<b.

Allgemeiner sei der Differentialquotient y’(t) eine in [0, i] ste-
tige nichtverschwindende Funktion, dessen Integral y\?) ist. Dann ist
1

I Yl il _agw FE@ L OR) [,
o= T T v o=,
(:%n}ﬁil-0"(1—@)”-%F‘2”“>(a+@h), 0<6<1

1V. Ich griinde den zweiten Beweis der Petrschen Entwicklung
%) Hobson, a. a. 0., §42l. ' o i



auf dem Cauchyschen erweiterten Mittelwertsatz der Differential-
rechnung, niamlich:

Sind die Funktionen x(z), w(x) in [0, 1] stetig und in (0, 1)
differenzierbar, so gibt es mindestens einen Wert O (0 < O < 1),

so daf}
, {x(1) — 2(0)} v'(O) = {p(1) — %(0)} 2'(©)
18£.10)

Setzen wir voraus, dafl die Funktionen F(x), F'(z), . . ., Fe)(x)
in [a, b] stetig sind und da8 die Funktion Fr+1)(z) in (a, b) ex1stlert
Ferner sei

t) & 0, 0<t< 1.
Setzen wir zunéchst
x2(t) = F(a + ht) DC™({E) — b F'(a + ht) DE—D(t) + ... -
+ (— 1)k+1 pk+1 F+1)(q 4 ht) @@—k—1)(t) . ..
+ B Few (a + ht) D),
so daB :
z'(t) = h2n+1 F@nt1)(q + ht) D(f) = h2r+1 FCrt+1)(q + ht) t2(1 — ¢)»
ist. Unter diesen Voraussetzungen sind die Bedingungen des
Cauchyschen Mittelwertsatzes erfiillt.
Ferner haben wir

x(1) —x(0) L .
1 @ny — T —Fl)

_”;‘_1 Ahk+1 [FE+1)(g) + (— 1) FE+D(B)].
=0 -

Mit Hilfe dieser letzten Gleichungen gewinnt man aus dem
Cauchyschen Mittelwertsatz:

F(b) — F(a) = ; AR+t [FE+D(@) 4 (— 1) Fe+1(b)] +

(— 1)m p2n+1

* (2n)!

@"(1 — o), M—W_) Fer+)(q 4 Oh),

o< O <1.

V. Zum SchluB entnimmt man sehr leicht mit Hilfe meiner
Form des Restgliedes einige Darstellungen des Restgliedes als
unend.hche Reihen. Z. B. aus der Taylorreihe erhélt man

— 1)""2"“ n " m

0
10) Hobson, a. a. 0., §263.
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