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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Alle grossen ganién Zahlch lassen sich als Summe
von hochstens 71 Primzahlen darstellen.

H. Heilbronn in Cambridge (Engla.nd), E. Landau in- Berlm und P. Scherk'
.in Prag.

(Emgegq.ngen am 14. Januar 1936.)
Einleitung

Kleine lateinische Buchstaben auBer e bezeichnen ganze
Zahlen, die p Primzahlen, die ¢ positive Weltkonstanten.

Man - verdankt Herrn Schnirelmann!) den Satz: | .

‘Jedes x> 1 st als Summe von - hochstens ¢ anzahlen dar-
stellbar. -

Oder, was dasselbe besagt:

Jedes > ¢y ist als Summe . von hﬁchstens 3 anza.hlen
darstellbar.

Wir nennen Schmrelma.nnsche Konstante S das kleinste Cs
zu dem es ein passendes c, gibt.

Also: Alle grossen z sind in hochstens § Primzahlen zerlegbar;
unendlich viele > 1 sind mcht in S —1 Prlmza,hlen zerlegbar
_ Sicher ist .
8=>3;
denn fiir
x=5 (mod 30), x> 56

ist « durch 5 teilbar, also nicht anza,hl und z ist nicht p+ 7
denn z ist ungerade, so daB p oder p’ = 2 sein miiBte, und wegen .

1) Ob additiwnich swoistwach tschisel [Iswestija Donskowo Polytech-
nitscheskowo. Instituta (Nowotscherkask), Bd. 14 (1930), 8. 3—28]; russisch
mit franztsischem Auszug. Vgl. Landaus Darstellung des Se¢hnirelmanns
schen Beweises: Die Goldbachachc Vermutung und der Schnirelmannasche
Satz [Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
Mathematisch-Physikalische ' Klasse, Jahrgang 1930, 8, 255-—276]. Im
Folgend:lan wird unter Satz L x stets Satz x dieser Lnandausthen Arbeit
verstanden. el e 4R

W ‘ ) ;
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#—2=3 (mod 30)
1st x—2 durch 3 teilbar. _
Wie gut laBt sich S nach oben abschétzen?

Dieser Frage ist eine kiirzlich erschienene Arbeit von Herrn
Romanoff?) gewidmet. Dieser gibt an, Herr Schnirelmann habe
8§ < 100 000 bewiesen, was sich zu 8 g 1104 verscharfen lasse. Herr
Lubelski korrigiert dies in

S < 800000 (Schnirelmann),
8 <2208 (Romanoff).

Er iibersieht jedoch, daB gegen Herrn Romanoffs Arbeit
(in der er nur eine Reihe stérender Druckfehler moniert) Wesent-
liches einzuwenden ist. Von dem unzureichenden Lemma II
ganz abgesehen, ist Herrn Romanoffs Grundlage?) eine angeblich
durch leichte Verdnderung von Betrachtungen Landaus (Vor-
lesungen dber Zahlentheorie, Bd. 2) zu folgernde, in & und 4§ glelch-
maBig giiltige asymptotische Formel fiir

(& 5,0 =Y L,
p—l(meod 7

wo §> 0, (j,1) = 1. Bei deren Herleitung muB8 Verf. falsch. ge-
schlossen haben. Wir konnen auch heute nicht entscheiden, ob
jene Formel richtig oder falsch ist; selbst wenn wir die neueren
Untersuchungen der Herren Page und Siegel heranziehen.

Zum Gliick ist jene Frage unerheblich. Wir werden sehen,
dal statt der Roma,noffschen Aussage geniigt: der klassische
Satz

. l
A _n(é’),) J

@(j) log &

_bei festem 7, verbunden etwa mit der aus der Brunschen oder
- der klassischen funktionentheoretischen Methode langst bekann-
ten Formel

¢

loE

Wir erwiahnen noch die bei Herrn Romanoff4) vorkom-
mende Relatlon '

Avides B probleme Goldbacha [Iswestija Nautschno-issledowatelskogo Insti-
e ‘tuts matematiki i mechaniki pri Tomskom Gosudarstwennom Universitete
_im. Kujbyschewa W. W, Bd. 1 (1935), S. 34--38]; russisch mit deutschem
Auszug Vgl. Herrn: Lubelskis Rezension im Zentmlbl.a.tt fiir Mathematik
und Grenzgebxete [Bd. 11 (1936), 8. 390}. i
. 9). 8 386, Z. 4 v. u.
-4) 8. 87,°Z: 6—5 v. u.

7:(&¢7,l)<701 fur5>2 £




da Herr Lubelski an 1hr nlcht AnstoB nahm; sie 1st schon
darum falsch, weil

B e®) sy
1-99(1)+ 2 g 0=

ist. Tatséchlich ist trivialerweise

]
1 =
© (k) (l n 1 )= ps
Zﬂctp(k) ) plp —1) 1—,,1 (I_L)(I_L)
. p? p?
_1(2)¢p) ’
&) -

Die Romanoffsche obere Abschitzung von § wiirde schon
hierdurch zweifelhaft werden; aber es wird uns moglich sein,
aus der Kklassischen Brun-Schnirelmannschen Methode sogar

8L 71
zu beweisen, d. h. den Titel unserer vorliegenden Arbeit zu recht-
fertigen.

Wir stellen das Gauze dar, ohne aus der Goldbachliteratur
mehr als die Landausche Arbeit vorauszusetzen.

Wir betonen ausdriicklich, daB wir der Romanoffschen
Arbeit den Haupthebel zu starker Verkleinerung der alten Ab-
schatzung von § verdanken. Aus

0= Ay) < B(y)

schliessen wir) namlich nicht mehr nach dem Schnirelmann-
schen Paradigma (y lauft iiber einen endlichen Wertevorrat)

ZA(y) < 2 By)
v v
usf., sondern nach Herrn Romanoff

;Z‘%[’(y) = %‘%I(y) B(y)

usf. :

Den Hauptwitz unserer - Arbeit verdanken wir also Herrn
Romanoff. Alles andere-ist miihevolle Vertiefung in jeden ein-
zelnen Kunstgriff der alten Methode. Herr Romanoff muBte
dies unterlassen, weil er weder die Landausche Arbeit noch

')va Beweis unseres Satzes 5.
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eine spitere a.llgememe Untersuchung von Herrn Khlntchme')
iiber Zahlenmengen kannte.

Fortan gelten folgende Bezelchnungen
"Eine leere Summe bedeutet stets 0, ein leeres Produkt 1.

C ist die Eulersche Konstante.
g ist > 0, quadratfrei und zu 30 tellerfremd

rle ’
1 1
=;W._,,H;7(I+ (p—l)(p—z))’
12
ﬁ:H fz’
=7 (1 — —
(%)
e = ap,

also

_ CpP—3p+3 (p—2)p
= Gp—nme—2 e—1r
P —3p*+3p 1
SO+ =)

p=7 =7

, Erster Teil.

Der Hauptsatz mit einem Parameter.

Ziel dieses ersten Teiles ist der
Satz 13: Es se:

und .
¢) Zur additiven Zahlentheorie [Matamatxtscheskl] Sbornik, Bd. 89
(1932), 8. 27—-34], deutseh mit russischem ‘Auszug. Unser Leser braucht

aber diese Arbeit nicht zu kennen; denn wir brauchen aus 1hr nur den
nicht sehr tiefliegenden Satz: -

X R sei eine Menge naturlwher Zahlen, N(z) dw Anzahl der n aus RN mit
- n< 2 Hesei h> 0 und

N(z)>h furallez>0

6 > log § | | ()

m it ledc m:wfzwh. Zahl als Summe von, hochstens h Summanden aws
0 Und fiir diese Tatsache 148t sich ein Beweis ohne weiteres aus der

_karglich erschienenen Arbeit von Herrn Besicovitch entnehmen: On
. the denaity of the sum of two sequences of integers [The Journal of the London
AL Mlthenmtloa& Sooxety, Bd. 10 (1935), 8. 246——248] ;




(2
(also

und

0 <1
0., (@2 ee)m mem
Z (2m + 1)!

kon'bergent, wegen

i mmzm i mmzm
(@2 e®)m mam - e? - e? o2m
“@m + 1! " 2m (2m)! 2m (2m)em)2x |/2m
‘ 1

- 4V;m%)'

Es werde
. _ @ (@2 ee)m m2m
c=00)=1+ Q,;lm_

gesetzt, ferner .
16 1. :
h = h(@) [ oo e—2¢ (1——¢“i"72:| + 1.

Es set die Goldbachsche Vermutung bis 30k 4 1 wahr, d. h.
jedes gerade x mit 4 < x < 30k + 1 Summe von 2 anzahlen, '
also jedes y mit 2 < y < 30k + 1 Summe von hochstens 3 Prim-
zahlen.

Dann ist die Schnirelmannsche Konstante

8 < 2k + 3.

Im zweiten Teil, der nur numerische Rechnungen enthalt,
wird ein @ mit (1) und (2) angegeben, fiir das

16 1
300 e a ————e_w)a < 34
ist. Alsdann ist
h S_ 34,

also, da die Goldbachsche Vermutung bekanntlich bis 1021
wahr ist,
s 71,

Definit{onen: Fir « >0 ses . .
A(z) = Z 1;
p+p'=2

far £>0,§>08e ..
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m£”=ZAWw 31 y
1=y=¢ P+ =¢
y=0 (mod j) P+p'=0 (mod j)

o9 =Y 4@y

1=y=¢
y=0 (mod j7)
und fir jedes 1
) n(§, j,1) _Z 1.
p——l(mgda)
Satz 1: 1. Bei festen j, I mit (j,1) =1 st
1 5
5, ’ N . )
i e ¢(j) log ¢
2. Fur £2>2, §>j ist
&
n(§, 7, 1) <?01 log E

. Beweis: Beide Behauptungen sind bekanntlich wahr.
1. Die erste ist klassisch.
2. Die zweite ergibt sich z. B. nach Herrn Romanoff?)
aus der Brun-Schnirelmannschen Methode folgendermassen.
Fir « > 0 sei
=TI+ +5) =2
plu rlu

wo r die positiven quadratfreien Zahlen durchlauft. Es sei g(u, &)
die Losungszahl von

u=p—p, p<é.
* Nach Satz' L 23 ist fir x> 2, 1<u< 2
x
g(u, x) <c°l()g—’acf(u)"
Fir ¢ > 2, l<u<§15t also
Nun ist fiir n > 0

Xf(v) EZ Z—:—[—}]<n2%gcsn_ (3)

- iI=sv=9n * 1=v=n v
und fiir v-> 0, w > 0 offenbar

: 7) Uber einige Sitze der additiven Zahlentheorie [Mathematische An-
nalen, Bd. 109 (1934), S. 668—878], S. 6756—676."



ﬂw=n()<np+)n('ﬂ¥mm»w

o/vw /v p/w

ferner ist bekanntlich

N < J_ 10,8,
p
21. Im Falle '
n(é 5, 0) <1
ist trivialerweise
0,9
AE G, ) < oo — 0 S

log & — jo1 log &
22. Im Falle
n(&,75,0) = 2
ist
173§, 5, 0) S 5%, 5, 1) — =6, 4, 1))

= Losungszahl von p=p'=1 (modj), p' <p < ¢
< Losungszahl von p —p' =0 (mod j), p' <p < &

= &) < 6
' ISEuéfg(u o log? 51<¥<f5(u) . A (6)
u=0 (mod 7)

=0 (mod j)
Hierin ist nach (4), (3) und (5)

2m>§Mw<erm

l=u=<s¢

©=0 (mod) lSv<— 1<vs——

2 ‘ (7)

&
< 6070'8 cs -7'- = 011 ——7.0’2 .
Aus (6) und (7) folgt
) & I3 Cia &
\ L T
n*(&, j, 1) < 4c, logf g ™ oz = 0% loga &’

5.,
701 log £

ﬂ(f i) <

Satz 2: 1. Bei festem j ist 1
B(&, 7) ~;‘_§:__

' 2¢(j) log? &

2. Far & > 2 1st
52

“Blé, ) <2 ?01 EeE
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- - Beweis; Alle Kdngruenzeﬂ sind mod j gemeint.
" 1. Fiir (a,7) > 1 ist .

Daher ist

+ 0(1). (8)

Nun ist fiir (a, 7) =

zl = zn(§~p: 75_“')

P+’ <e p=14§
pP=—0p'=a E

+Zn(§—p joa)— k€ f,— @) a(3E, G o)

(9)

In der ersten S'umme rechts ist gleichméfBig
log (§ — p) ~log &;
nach Satz 1, 1. ist also :

;:t(f — By, =) <P(7) log E,,§ (6=

LTSRN | fek
9G) Tog € () f log7 "
- 2
1 ~-§“ a9 4
a0 log_&( flom flogn 77)
S 2 S 2 *
RO N S Y 1 o U .
¢*(g) log & \" logé 2log & 8 p*(j) log® &’
Aus Symmetriegriinden ist also
2n<e—p §8) ~ 5o o E
rEK 8 @*(j) log? &

pl=_‘a SR




Ferner ist

(3¢, j, —a) n(}&, §, a) ~ 1 3¢ _ 1 &2 .
4 7 ) |55 Tog é) 19%() log? &
Wegen
: t+E—t=%
ist also nach (9)
Z 1wt &
iz 20°() log? &
r=—r=a
und (8) gibt die Behauptung.
2. Falls & <4, ist
B(§,7) =0

Falls & > j, ist nach Satz 1, 2.

B(§9 <En(§’:”_p)<2 701 lOgE

p=¢ r=¢
o &
791 log? &
Satz 3: 1. Bei festem j ist
C(&9) ~
2. Fir £ > 2 ist

&
3¢(j) log® &
&
01 log’- E
Beweis: 1. O. B. d. A. sei £ ganz. Aus Satz 2, 1. folgt

(3
C(&49) =Y, (B, ) —Bly—1L,) y

y=1

C(&, 7) < o1

é—1

- Z B(y, j) + & B(&,))

y=1
. 1 e’r;“_dn 1 8
2¢(i) log®n * 2¢(j) log? &
. . 8 1 &
44+ D Tog' €~ 39(j) Tog' ¢
2. Aus Satz 2, 2. folgt

&
C(&, 1) < £ B&, §) < s ¥
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Satz 4: ,
1 &
eEA( )log yzw(q) L logt &

aly
Tog £ <y=¢&
¥=0 (mod 30)

Beweis: Da gleichmiBig

: log y ~ log &,
geniigt es,
log? &
B AW VoG e (0)
aw ¥
logs =
y= O(mod 30)
zu zeigen.

Fir & > ¢ werde

log? 1
2460 =5 g0 &390 — g 24

gesetzt. Dann hat die linke Seite von (10) den Wert

logzsz E (y)y—ZAEq (11)

y 0 (mod 30¢q)

Nach Satz 3, 2. ist

log? & 1 log?é 1 ¢ & _Cg
0< A q) < 30 )
G0 ="~ 519 763 <=5 L0 pilogs ~ e
(12)
Die Relhe

1 1
ZW=H(‘+W—7>)

=7

konvergiert; wegen (12) konvergiert a.lso die Reihe auf der rechten
Seite von (11) gleichmiBig.

Nach Satz 3, 1. ist bei festem ¢

1 1
¥(9) - 3p(309) — 249(q) y(g)’
Die linke Seite von (11) strebt also bei & —» oo gegen

T YRR S
”,Z wD i) T

lim 4(¢, q) =
§=w

Satz b: Falls
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(%) A (13)

lim =
i WL
‘ z=0 (mod 30) 10g’xq/z V)(Q)
gilt, so st
log d Y 4xy) < e 4 (14)
;<’6<fn%dgo>

Beweis: B sei irgend eine Zahl > 4. Dann ist zuletzt

Y !
wegen A(y) < Bm WW fiir 30/y.
Afy) < ly) = 0(1033,)
ist daher '
Tawsol ossTangt YL
y 0(mod30) 2= ?/=10“ ——< = Y

V= O(mod 30)
Das erste Glied rechts ist :

) |
log 5) &
0( log? & ) =0 (log*‘ 5)'

Nach Satz 4ist also die linke Seite von (14) hbchstens gleich B4,
und B > A gibt die Behauptung.

Satz 6: Es sei M eine Menge natiirlicher Zahlen m und M(x)
die Anzahl der m < . Es set

h >0,
. M(z) 1 | . _
igi ~ : (15)

Dann sind alle grossen w als Summe von h Zahlen m und hoch-
stens h — 1 Hinsen darstellbar.

Vorbemerkung Wenn It die Menge der m mlt :

30m =p + p’
ist und (15) gilt, so ist also jedes grosse

u——Zm—l—v O<v<h—1

t=1

also fiir jedes j mit 0 < j < 29 jedes grosse
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h
30u + j = ¥ (s + P + 300 + 7,
i=1
also jedes grosse '

5 -
w—2=Y (m+p)+2z 0<2<30h—1,
- i=1
also jedes grosse '
h

W=Z(zu+p’i)+t, 2 <t < 30k + 1.

Falls also (15) gilt und die Goldbachsche Vermutung bis
30k 4+ 1 wahr ist, so ist
8 < 2k + 3.

Beweis: Es gibt ein y > 0 mit
My <L o
M(x)>7 fir = > y.
y + 1 ist also ein m, und es ist

M(z) — M(y) > =77

Der Khintchinesche, in FuBnote®) zitierte Satz, auf die
Menge der m — y mit m > y angewendet, erglbt
Jedes ¢ > 0 ist von der Form

t=2(m,~—y), l=<__s§h;

i=1

jedes u > hy + h—1 ist also von der Form

fir 2 > y.

8

w=(u—hy—h+1)+hy +h—1="Y (m—y)+hy+h—1
. =1 ’

'_—_Z i(y+l)+s—-l-—2nu+v,0<v<h——l

=1 =i
‘. Satz 7: Es sei M die Menge der m mit
30m =p+p.
A er/ulle (13). Dann gzlt (18) mst -
 k=[Hfda 41



Vorbemerkung: Wenn A (13) erfiillt und die Goldbach-
sche Vermutung bis 30 [} A«] + 31 wahr ist, so ist also nach

der Vorbemerkung zu Sa,tz 6
S < 2([440] 4 5.
Beweis: Es sei M’ die Menge der durch 30 teilbaren p + p,
M'(x) die Anzahl dieser Zahlen < z. Dann ist
M'(30x) = M(x).
Es ist :
30z

30z
Z A(y) < M'(302) 2 Axy). (16)
= O(mod 30) y= O(mod 30) i
Nach Satz 2, 1. mit j = 30 ist '
e 1 (30z)2 225 a?
Z_IA(y) = B30z, 3) ~ 2¢(30) log? x ~ 4 log*z
yzgzmod 30)
Nach (16) und Satz 5 ist daher .
lim M(x) lim M'(30x)
T=w © z=w
30z
lim ( ZA(y))
- \¢=0(mod 30)
Z log‘ 30z
rmw Z A¥(y)
i y——o(mod 80)
2252
42 1 1

ZIa A 30 - [dx ~ Aa] 11
*
Wir werden nun fiir jedes © mit (l), (2) die Relation (13) mit

1 :
A = 1566_20(i—e—ia)iﬂ

beweisen. Dies liefert nach Satz 7 unmittelbar den zu Beginn dleses

ersten Teils ausgesprochenen Satz 13.
Satz 8: Es set m > 0, alle Summatwmbuchstaben = 3 10,

129



(2m + 1)!
T = Ty s < g
Z il gl . gm!
jp=2m+1

=2rfiri=sr<m

2
1
5? =

Dann st '
T < m2m, =

~ Beweis: Man definiere j; fiir alle I mit der Periode m.

Fiir 1 < k& < m entstehe T aus 7', indem jedes j; durch 7;+k__
ersetzt wird. 7 ist also 7'; T unterscheidet sich von 7' nur in
der Bezexchnung der Summationsbuchstaben (da der alte Sum-
mand in g, ..., jn symmetrisch war und i, ..., jmir_1 eine
zykhsche Permutation dieser Zahlen ist); 7% hat also denselben
- Wert wie 7.

Es geniigt zu zeigen

E 1< ¥ h”ﬁﬂ)}_ " (17)

zu —2m+1

denn die hnke Seite ist = mT, die rechte.

i m 2m+1
= (Z 1) — mam+1,

=1

(17) wird nun folgendermassen bewiesen. Jedes System
915 + « +».jms das in einem 7T vorkommt, kommt auch rechts vor.
Es langt also zu zeigen, daB jedes System Jis « - Jm, das in
einem 7', vorkommt, in keinem 7'; mit % + k, vorkommt. Aus

Symmetriegriinden darf man annehmen, daB jy, . . ., jm in T vor-
kommt, und hat zu zeigen, daB 7, ... jn fir jedes k mit
2k < m nicht in 7 vorkommt. In der Tat ist

- k—1

Yia<2(k—0,
1

wegen
m

Yii=2m+1>om

1

Zj,'>:2(m—k+i)_.



Kédme das System jy, ..., jm in 7% vor, so wire jedoch

Yi<em—k+)

Satz 9: In den Bezeichnungen von Satz L2 ist fur 0 < m < 4,
01 2m

0™ = Z 0, Ve;® .. . g, (™, (18)
m
Zfl=t'
b 8
r

p=firi=r<m
1
wo die j; 2 0 sind und die rechte Seite 1 tm Falle m = 0 bedeutet.
Beweis: 1. Fir m = 0 ist
i =0,
Qi(m) = 90(0) = 1.
2. Fir m =1 ist
0515 2;
21. fiir + = 0 ist die linke Seite der Behauptung 1, die rechte
0'0(1) = 13
22. fir 4 = 1 ist die linke Seite

e = Y74 = 0,0 = rechte Seite;
k.gs>h

23, fiir ¢+ = 2 ist die linke Seite

0,V = Z Vs, Vs, = 03D = rechte Seite.
h>h>h>h

3. Der SchluB von m 1 auf m fir m 2 2 verlauft folgen-
dermassen. :

Nach Formel (9) des Sa,tzes L2 ist
Min (¢, 2(m—1))

e“’”’ Z on™—D) gy (m) — Z 0n™—1) ;™)
n=0 n=0

denn fir ¢ >n> 2 (m—1) ist wegen n < ¢ < 2m< 2t nach
einer im Wortlaut des Satzes L2 gemachten Bemerkung

. . Q“(m—l) = 0.
Nach der mit » statt 4, m — 1 statt m anzuwendenden For-
el (18) (beachte » < 2 (m — 1)) ist also
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Min (¢, 2(m—1)) .

o™ = L ™ Zg] m, D,

f=n

1
r
z fis2rfirl=r<m—1
1

folglich, wenn .
, P—n = jn
gesetzt wird (es ist j, = 0),

o™ = Z iV . . . g, ™,

oo

iiber die Wertsysteme j; > 0 erstreckt, fiir die

m
Zh=i,
1

r
Yo tir 1<r<m—1,
1

i—2(m—1) < j.
Und dies bedeutet genau

$imi

Ey,<2rfur l<r<m,

denn aus (19), (20), (21) folgt

m—1

Xw~1—m<2m—l
und aus (19), (20) nebst '

m—1

Z,,<2(m—1)
folgt

m—1

.—Z,,>z—2(m—1).‘

(19)

(20)

(21)

Satz 10: Es mogen t, ko, . . ., ks, 0® die Bedeutung aus Satz L2
 habén; @ erfalle (1) umi (2); 0 = () sei-wie in Satz 13 erlddrt

 Es ses



O<ys<lfur 1< s ky
und

JIQ—y)=e® fur 1<m<ts (22)
=k

m< 8 =km—1

Dann_zst .
t
|Qm|<O‘HLi.
i=1

Beweis: Fir 1 < m < ¢ ist nach (22)
o™ =Yy, < —log Ln< 6 < L;

by <e=kp 1

nach Formel (5) des Satzes L1 ist also fiir u > 1

o™ < P < Gya™,
O > g,m > gym > . adinf.; . (23)
nach Formel (6) des Satzes L1 ist fiir k > 1, j > 0
o ® < (@Py & (24)
= 7'
Aus Formel (10) des Satzes L2 und (23) folgt
2m—2

1o — g Ly | =| B (1) gu0Y (— 1) 0
Z u= 2mZn+1

2m—2
= E 0™ Gom—n +1™.
n=0
Nach Satz 9 (mit » statt ¢, m — 1 statt m) ist also
2m—2

| o™ — gm—D L, | < Z sz = +1(m)z oM ... g, D,
P

z;l§271m1§r<m—1
-1
Wird s
2m—mn 4+ 1 =jn
eingefiihrt, so ist daher

Casopis pro psstovan{ matematiky a fysiky. 10 188 .



| g(m) — ofm—1) L, | éz oM. .. O'jm(m')
m
.Zil=2m+1
l S
= .
Zil§2r firl=r<m—1
1

=3

i
= Z 0. .. g, M,
m
zfl=2m+1
1
’ »

p=<2rfirl<r<m

=M

m—1

denn =
Lj‘:2m+1——fm§2(m—l).
1

Nach Satz 8 und (24) ist also
| @™ — =D Liy | gz oo B
, L
Z:"l=2m+1
1

r
z:il_S_2rﬁir1§r <m

o1
@2m+1 @21
 Temrn TSy
also nach (22) : | :
o™ . o(m—1) & g8 @2m+1 o
L fro T em+DUT
L; L;
IT%e I1 5|
Daher ist _ 4
g(t) t Q(m) Q(m—-l)
%L"—-l = z . = . ‘
1_.[ t y m=1 H i H L;
1 : i "
- @2m+1
9 —_—
<m2_1em @m L)1 m2m = g — 1,
' 0]
__|¢9 | < o,
ITL
. I @(t) I <o HL,,
i=1



Bitte nunmehr den § 2 der Landauschen Arbeit bis einschl.
Satz L7 zu lesen. Man beachte jetzt, daBl die Beweismethode des
Satzes L8 den entsprechenden Wortlaut auch liefert, wenn alle
ersten Argumente von F (d. h. alle Argumente, die nicht hinter
einem Semikolon stehen) durch ihr 30 faches ersetzt werden.

A fortiori ist also, wenn alle p, = 7 sind,

2t
F (30; py, . . ., pi) < F(30) +Z (— 1) Z Vry v o O, F (30D, . . . 1),
=1

Tisenas?y
wo die 7; den Bedingungen (15) aus Satz L8 unterworfen sind.
Die Beweismethode von Satz L9 liefert daher

t—1 -
F(30; gy o ) < g + 2 TT (2l (25)

wo 7 wie in Satz L9 erklart ist.
Satz 11: Wenn

PL<<...<Px
die p mit _
1<p< |y
sind, so ist (bet jedem a)
e F(30; py, .. ., D) w 1 ‘o
y:g ; 12 - < 4P ge—2C (er=mr —e—*@)zﬁ.
y=0(mod30) T s ¥, 7
log® y &4 v(q)

Beweis: Bekanntlich ist

1 e—C
(1= 3)~iee

p=¢
also |
1 30 ¢ e— :
] ——|~ — 15 y . 26
7§]13—I_s_'e( p) ®(30) log & * Tog & (26)
Offenbar geniigt es, zu jedem .
S | -
6 > 1P oe—%C =iy

eine nur von @ und & abhingige positive Zahl y < } so anzugeben,

dass, wenn : :

die p mit’ o
TSP P

sind, T AT T

10° - as8s



i F(30; py, . . ., px)

m
y-o _1_X_L
¥ =0 (mod 30) 10g2 Y o 1p(q)

IA

B

ist. (Denn bei steigendem y steigt F(30; p,, ..., py) nicht,
die linke Seite der Behauptung des Satzes ergibt sich < 4,

< rechte Seite der Behauptung.)
*  Man wihle y mit

0 <y <i(l—e),
4 ae—w;,l—2 <

und alsdann eine von @, é und y abhingige Zahl & mit

e>1,
ge—10 < 1,

&1} oe—2¢ % < 4,

: -
= J pys—y +e=—1< k-
Es sei
y=0 (mod 30)
und alsbald

1
y=17,
also

) k>o.
Wir setzen fir 1 < i<k
Vi

=z

Dann ist nach (1)
1—7,2 1——3-2:?>e—9.
= ” =

und
also

(27)
(28)

(29)

.~ Nun kommt das Analogon zur alten, aus dem Beweis von
Satz L 10 gelaufigen Konstruktion der (jetzt von y und @ abhén-

gigen) Zahlen

t> 0, ko,...,k’t
mit

]C=]Co>k1v> e kg >l=0,
L; = ] (1 —y,) gerade noch > e,
bt‘ <exk; >
wo ky, Ky, ... sukzessiv je minimal gewihlt sind. Wegen

“
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lim

2 0
p=w0 P

ist hierbei
L <ee® fir 1 <1<t —wy,

wo w, (desgl. nachher w, und w;) positiv ist und nur von 6, 4, y
und ¢ abhangt.

Offenbar ist
T = Q(t)’
also nach Satz 10

t
7| <o ]] Li
i=1
folglich nach (25) '

t—1
F(30:P1’ ,pk)<?/§oUHL +2II 2k"')2 (30)
Wird
£ 1
=i =TI 1—7]

8=1

gesetzt, so ist nach (26)

9 A LB
1 log ()

e—C e—C

= 15 )
4 vlogy

(31)
Daher ist

.
~ 7* log? yﬂ;,w(q)

Zuletzt (d. h. firr alle grossen y) ist also nach (28)

t
Lo- L <8 1622
Y 3o ;l-_-lx: i Y359 I's 7 log yﬂqzly ¥(@)
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e—2C 1
=eHo o B )

y g yq/y (q)
<
Wioavg log2 ;
Da C < } ist, langt es also nach (30) noch
I'[ 2km = O(y*)

zu beweisen.
Nach (31) ist zuletzt

5 p—C
T; < eylogy (32)
Nun ist .
1\2 Vg 1 Vg 2
——) <12, — 1" 5
(=a) < =fae<(—2) ()
2
o+ 2)
I+ 5

konvergiert; wird also fiir 1 < ¢ < ¢

: _ 1
- M — ot
k; <8I§Iki__1( p’)

gesetzt, so ist fir 1 < ¢ < ¢ — w, zuletzt
M; < V £ H (1 —_— —) ]/eL < ]/s £e6—0 — ge—10,
k <8§I£i 1 ps

Wegen Pk, = 2kn ist nach (26) und (32) firo<m<1t— w,
zuletzt

—1
log (2kn) < & 1p € 11 (1 — —1—)
T=p=2ky, p
o 1\ 1 m
gs‘f‘e_ H (1’—;) —6115 C_CTHMi
1=p=2p, i=1
< &2y log y (ee—10)m, (33)

y sei alshald so groB, daB ¢ > w,.
Fir ¢t —w; <m <t ist nach (33) zuletzt
log (2k,) < log (2kt—w,) < ey log y (ee—i")‘—w-;
zuletzt ist also
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=1 . » .
2 log (2kn) < wse?y log y (se—18)t—ws ;

m=t—wz+1
wegen (27) ist also zuletzt
t—1 - :
Z log (2kn) < (¢ — 1) log y. (34)
m=t—w,+1

Aus (29), (33) und (34) folgt zuletzt

t—1 0 ’ .

2 log (2knm) < (82‘}1 2 (ee—20)m + ¢ — l) log y = ¢ log y,

m=0 m=0

t—1
H 2km < Y°.
m=0

Satz 12: lgn —'—A—(Zy)—l = 1506_20(1—_17_;7)213-
¥ =0 (mod 30) log'—gy o W

Beweis: Es sei
y >0, y=0 (mod 30).
Die Losungszahl von

y=p+ 9, p< |y oder p’ <Vy

< 2)/y.
Die Losungszahl von

y=v+v, 2>y 0>y
ist, da jedes p, mit 7 < p, < |/y weder in p noch in p — y = — p’

aufgeht, und da in p=a (mod 30) wegen p > V3_0 > 5 sicher
(@, 30) =1 ist,

ist

30
< 2'1‘(30; Pu - o Pk)s
(u,a:;(.))lzl
wo die ¢(30) = 8 Glieder F sich auf das betreffende a beziehen.
Aus Satz 11 folgt also die Behauptung.

Zweiter Teil.
Numerische Rechnungen.

Hauptsatz: 8 71
Beweis: Wir setzen
6 = 0,54.
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Da die Goldbachsche Vermutung bis 1021 wahr ist, geniigt
es nach Satz 13, (1), (2) und ’

.1,

16 e
3 090) e T ey

< 34

zu beweisen.
Wir fithrten die folgenden Rechnungen ohne Benutzung loga-
rithmischer oder anderer Tafeln aus.
. Fiir unser @ ist
' 020 < 0,5004;
also gilt (2); (1) ist klar.

Demnach ist
O 0,50047 mp2m
1 -
@) <1+ @mZ:l @m + 1)1
Indem wir fiir m > 3 die Abschf—itzung
m2m 2)m 1 < 1 82)"'
(2m + 1)! 4]/~ 4)3z m
benutzen, finden wir
0(0) < 1,1174.
Andererseits ist
1
—_— 3 11.1 1
pgls =1y z o TEH D0
e <e <e =e |,
also
1
p>13(1’—1)
e e
ferner
C > 0,577,
e2C > 317,
(1 — e—18)2 > 0,0559,
also
. 34¢2C (1 — e—19)2 > 6,009.
. Hieraus folgt - :
Y eo(6)  _ .43 .11174
34¢2C (1 — ¢—30)2 6,009

Cambridge, Berlin und Prag, den 14. Januar 1936.

*
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