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O rozkladu rovinnych kolineaci v produkt
harmonickych homologii.
Jan Srb, Novy Bohumin.
(Doslo dne 23. listopadu 1934.)

Podle poznamky v ..Geometrii projektivni® str. 276, pana
prof. J. Vojtécha dokazal M. W. Haskell v Transactions Amer.
math. soc. 7 (1906) analyticky, Ze kazdou rovinou kolineaci typu
[000] je moino vytvolit jako produkt (obecné) tff involu¢nich
homologif. V nasledujicim dokazuji syntheticky: KaZdou koli-
neaci dvou soumistnych poli 1ze rozloziti v produkt nej-
vyse t¥i harmonickych homologii a uvadim konstrukce téchto
homologii.

A. Kolineace nehomologické.

1. Rovinnou kolineaci typu [(000)] lze vidy rozloZit v produkt
dvou harmonickych homologii. V kolineaci dvou soumistnych poli
¢ a ¢’ typu [(000)], t. j. s jednou samodruznou pffmkou a jednim
samodrufznym bodem' na ni, bud X bodem samodruinym a jim
jdouei # samodruznou piimkou s indukovanou parabolickou pro-
jektivnosti korespondujicich bodd. Dvé libovolné nesamodruzné
fady bodové na korespondujicich pfimkach a, a’ poli g, o jdoucich
bodem samodrusnym X majf stfed perspektivnosti S (jiny nez X)
na z. Zvolme tento bod stfedem a pifmku o jdouci bodenr X tak,
aby Dp (aa’xo) = — 1, osou harmonické homologie. Touto prejde
}1)201e o' v soumistné pole g,, kolinedrné se soumistnym polem p.

ada bodové na a’ prejde v korespondujici fadu na a. Kolineace
poli g, o, mana piimce a Fadu samodruznych bodd, jest tedy homo-
logif. Jsou-li § = 0’ body polf ¢, ¢’ a 8, O korespondujici -body
polf o', p na pifmce z, jest podle znamé vlastnosti parabolicky
projektivnich soumistnych fad bodovych Dp (X88'0) = — 1.
Harmonickou homologii ptejde proto bod 8’ v bod 8; = 0. Ma
tedy homologie poli g, o, na samodruzné p¥mece x dvojici bodi
8 = 0, a 8, = O obapolné i odpovidajicich a jest proto homologif -
harmonickou. -

2. - Rovinnou kolineaci typu [000] lze vidy jedinou harmonickou
homologit prevést v kolimeact typu [(000)]. V rovinné kolineaci poli
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g,.¢’ typu [000] druhu prvého, t. j. s redlnym. invariantnim troj-
Ghelntkem, budte X, Y, Z reélné samodruzné body a 4, A’ dvojina
korespondujicich bodu nelezfcich na Z4dné samodruiné piimce.
Prisetiky sdruZenych paprski svazkd indukovanych kolineaci
v bodech A, A’ vytvoif pravou kuZelosetku % prochazejici body
A,A',X,Y,Z. Bod P bud pélem piimky A4’ ke k. Je-li bod L
prisetfk této pimky s ]ednou stranou, ku pf. XY, invariantniho
- trojthelnika a prochdzi-li spojnice bodu L a protéjéiho vrcholu Z
invariantnfho trojtthelnfka pélem P, zvolme na LP libovolny bod S
(jiny nez L a Z) stfedem a te¢nu o v bodé Z ke k osou harmonické
homologie. Touto piejde pole o’ v soumistné pole g, kolinearné se
soumistnym p. Pifmka ZA’ piejde v pfimku Z4. Protoze stfed S
harmonické homologie lez{ na piimce LZ ne v8ak v bodé L, ktery je
stfedem perspektivnosti fad bodovych indukovanych na pfimkach
ZA,ZA’ kolineaci polf ¢ a o', neprochézi jim mimo ZS %adna
piimka spojujici korespondujici body obou fad. M4 tedy kolineace
poli g, g, na samodruzné pifmce ZA jediny samodruzny bod Z.
Kdyby v této kolineaci existovala jesté jedna piimka samodruzni,
musela by prochézet- bodem Z. V obou soumistnych svazcich
paprskovych indukovanych kolineaci poli g, ' v samodruzném
bodé Z neni viak mimo ZA4 a ZA' z4dnych dvou korespondujicich
paprski, které by harmonicky oddélovaly stied S a osu o harmo-
nické homologie. Kdyby existovaly takové pfimky b, b’, protinaly
by kuZelosetku k v bodech B, C’': Pifmka BC’ protla by pfimku 44’
v p6lu P’ poléry ZP a piimky AC’' a BA’ by se protinaly v bodé
lezicim na této polaie. Tento bod by musel zaroven lezet na pfimce
XY, kterd je osou obou soumistnych projektivnich kvadratickych
Fad na k, perspektivnich s obéma soumistnymi svazky se sttedem Z.
Tedy ob& piimky AC’ a BA' by se protinaly v bodé¢ L na AA’.
Nemohou proto harmonickou homologii (8, 0), mimo pimky AZ
a A'Z, splynout Zidné dvé korespondujici piimky kolinedrnych
poli g, ¢’ a kolineace soumistnych poli g, g, je typu [(000)]. Necht
nyni neprochdzi Z4dnéd pifmka, spojujici priusedik p¥imky AA’
a strany s prot&jim vrcholem invariantniho trojihelniku, pélem P.
Pimky spojujici sdruZené body na korespondujicich paprscich
svazkl- indukovanych kolineaci poli o, o’ v bodech A4, 4’ obali
fadu kuZelosetek se spoleénymi te¢nami A4’, XY, YZ, ZX a fadou
[8] doty¥nych bodi na 44’, projektivnou s obéma svazky A[a],
A’[a’]. Probihé-li totiz bod M kvadratickou fadu na k, je kazdy
“trojiihelnik M AA’ opsén jedné kuZeloseéce fady a podle limitniho
- pHpadu v&ty Desargovy promité se vrchol M a doty¥ny bod S
. 'pHsluiné kuZelosedky na 44’ z bodu Z dvojinou paprskové invo-
luce urdené pevnymi dvojinami XZ,YZ a AZ, A'Z. Jest tedy
[MIA [S), [M]A [a'] proto [S]A [¢']. Promitnéme fadu [S]
1z bodu -P paprskovym svazkem [a"] A [e¢']. Spoleénému paprsku
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A'P obou svazkl koresponduje ve svazku [a”] paprsek PA, ve
svazku [a’] paprsek 44’. Oba svazky jsou tedy prosté projektivni
a vytvorf jednoduchou kuZelosedku A prochizejici bodem A4’ na k.
PA’ je tetnou kuZeloseSky k v A’ a AA’ teénou kuZelosedky h
v tomtéZz bodé. Maji tedy A a k ve spoleéném bodé A’ ruzné teény
a protinaji se proto jesté alesponi v jednom redlném bodé¢ M, ne
viak v nékterém z bodu 4, X, Y, Z, protoze paprskim svazku
[a’], prochéizejicim bodem samodruznym koresponduji ve svazku
[a"] piimky spojujici bod P s prisebikem AA’ a prot&jsi strany
invariantniho trojahelnika, které podle pfedpokladu neprochézi
timto samodruZznym bodem a teéna kuZelosetky A v bodé P pro-
chazi bodem A. Zvolme harmonickou homologii stiedem S =
= (PM, AA,) a osou o teénou kuZelosetky k v bodé M. Touto
piejde pole p’ v soumistné pole g, kolinedrné se soumistnym po-
lem g. Ptimka a’ = A’'M prejde v a = AM a bod A’ v bod 4.
V rovinné kolineaci poli g, g, jsou tedy piimka a a bod 4 prvky
samodruzné. Na piimce @ v8ak neni, mimo bod A, jiného samo-
druzného bodu protoZe stfed harmonické homologie S je dotyénym
bodem pravé kuZelosetky obalené spojnicemi korespondujicich
bodu poli g, o’ na piimkach a, a’, tedy mimo teénu 44’ jim ne-
prochézi Zadna piimka spojujici sdruzené body piimek a, a’. Kdyby
v kolineaci poli g, g, existovala jedté jedna samodruinéd piimka,
prochazela by bodem 4. Osa o harmonické homologie je te¢nou
kuzelosedky k£ v bodé M nemé s ni tedy jiného spoleéného bodu,
t. j. pouze pifmky a, a” odpovidajici si ve svazcich [a], [a'] se na ni
protnou a splynou touto transformaci. Jsou tedy bod A a jim
jdouci ptimka a jedinymi samodruZnymi prvky kolineace poli g a g,.
Diukaz i konstrukce jsou platné i pro kolineaci typu [000] druhého
druhu, t. j. s tfemi riznymi body samodruznymi, jednim realnym
a dvéma imagindrnimi sdruZenymi. V tomto piipadé jen nikdy
neprochazi pifmka spojujici bod P s pruseéikem piimky AA’
a piimky samodruzné XY, samodruznym bodem Z. Je-li Z redlnym
samodruznym bodem na k neni tato protata pfimkou XY redlns.
Padne proto vidycky piimka spojujici pél redlné seény A4’ a pri-
se¢ik této s p¥imkou XY do té &asti roviny, rozdélené tednami
z bodu P ke k vedenymi, ve které nelezi k. Paprskova involuce pak,
kterou se z bodu Z promitajf fady [M] a [8] je uréena jen jednou
druZinou reélnych paprskt ZA4, ZA'. Kvadratickd viak, kterou
vytind na k je urdena stfedem L = (XY, 44’). o

3. Rovinnou kolineaci typu [(00)0] je vidy moino bud jedinou
harmonickou homologit prevést v kolineact typu [(000)], nebo rozloZit
v produkt dvou harmonickych homologii. V kolineaci dvou soumist-
nych poli g, o’ typu [(00)0], t. j. se dvéma riznymi redlnymi ptim-
kami a dvéma riznymi redlnymi body samodruznymi, budte X, ¥
body, p¥mka =z, prochézejici bodem X (ne viak Y) a y = XY
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pimkami samodruznymi s indukovanymi projektivnostmi typu
[(00)] a [00]. 4, A" budte dva korespondujici body, které nelezi
na %adné pfimce samodruzné. Sestrojme opét jednoduchou kuzelo-
setku k vytvofenou prusediky korespondujicich paprski svazki
indukovanych touto kolineaci v bodech 4 a A’, ktera prochazi
body A4, A’,Y a v bodé¢ X se dotykd piimky x. Padne-li pél P
polary 4 A’ ke k na samodruznou pfimku y (na  padnout nemize),
jest Dp (XA, XA4', z, y) = — 1, tedy soumistné svazky paprskové,
indukované kolineaci v samodruzném bodé X, jsou involuéni.
Zvolme harmonickou homologii osou 0 = y a libovolnym bodem §
na z (mimo X) jako stfedem. Touto prejde pole p’ v soumistné
pole g, kolinedrné s p. Kolineace poli g, o, je homologie protoze
vSechny sdruzené paprsky svazku se spoleénym stiedem X splynou
a tato ma svazek samodruZnych paprsku. Podle odst. 1 piejde pro-
jektivnost typu [(00)] na samodruzném paprsku x v projektivnost
involuéni. Homologie poli p, o, je tedy harmonicka. '

Nepadne-li bod P na pfimku y provede se konstrukce i dikaz
jako u druhé &asti odstavce 2 (typ [000] prvého druhu), kde je jen
tfeba psati misto samodruzného bodu Z samcdruzny bod X, misto
samodruznych piimek ZX, ZY piimky «, y a upraviti dikaz, Ze
druhym prisetikem kiivek h a k neni bod samodruzny, nésledu-
jicim zpisobem. Paprsku 4'Y svazku [a’] koresponduje ve svazku
[@"] paprsek PK, kde K = (44’, x). Pak je XP polarou bodu K,
AA’ polédrou bodu P, tedy PK polarou bodu R = (XP, A4’).
V polarném trojahelniku PKR protinaji strany PR (prochdzi{ X)
a AA’ kuzelosetku k realné, tedy PK ji nikdy reidlné neprotina.
Paprsku pak XA’ svazku [a'] odpovidé ve svazku [a”] paprsek
spojujicf bod P s prisetikem piimek 4A’ a y, ktery nemtze pro-
chazet bodem X leZicim také na y, protoze podle predpokladu
bod P nepadne na y.

B. Homologie.

1. Dokazme nejprve pomocnou vétu: Transformujeme-li jedyu
ze dvou hyperbolicky projektivnich bodovych 7ad na pFimce vSems
hyperbolickymi involuénimi projektivnostmi s jednim samodruznym
* bodem spoleénym, ktery neni zdroven samodruinym bodem obou fad,

jsou samodruiné body projektivnosti tvorenych fadou stialou a fadams
transformovanyms, dvojinami téZe involuce. Jednou druZinou této
-involuce je spoleény bod samodruZny viech involuci jako bod
fady transformované a v pivodni projektivnosti korespondujici
bod fady pevné. Budte 8, O samodruiné a A, A’ korespondujici
body soumistnych projektivnich fad na p¥imce 7. Z bodu na kuZelo-
sedce k promitnéme tyto fady do kvadratickych projektivnich fad
na k se samodruznymi body 8,, O, a dvojici bodd korespondujicich
A,,A";. Radu bodovou [M] na te¥n& t kuzelosetky k v bodé 4,,,
promitn&me z bod& S, a 0, do perspektivnich fad kvadratickych

80



[S:] a [O;] na k a koneéné tyto fady z bodu 4, do fad [P], [@] na
ptimky p = (4',8,), ¢ = (4,0,). V projektivnich fadich [P], [@]
je spoleény bod A’, obou pifmek p, g sim sobé& pfidruzen. Jsou tedy
obé¢ fady perspektivni podle sttedu K. Vedeme-li z bodt fady [M]
na t jeSté druhé teény ke k, tvo¥i jejich dotyéné body kvadratickou
tadu [M,]. Jsou-li M, M,, S,, O0,, P, @ korespondujici body uvede-
nych fad, jest patrné¢ Dp (4',M,0,0,) = — 1, Dp (A", M,8,8,) =
= — 1, tedy body 8, a O, piejdou v body S, a O, involuci se samo-
druznymi body A4’; a M,. Bodim 8;, 0,, 4, v pavodni projektiv-
nosti korespondujici body 8, 0,, A’; piejdou involucemi s jednim
samodruznym bodem spoleénym A’; a druhym M, tady [M,]
v body 8,, O, fad [8,], [0;] a 4’,. Korespondujici body P = (4,8,
A',8,) a @ = (4,0,, A',0,) uréuji osu PQ projektivnich kvadra-
tickych fad S, 0,, 4, a 8, 0,, A’; na k. Protoze tady [P], [@] jsou
perspektivni, prochézeji vSechny osy P@ jejich stfedem perspek-
tivnosti K a pruseéiky téchto os s £, t. j. samodruzné body fady
pevné 8,, 0,, 4, a projektivnich s ni fad transformovanych S,, 0,. 4;,
tvolfi druZziny téZe involuce na k. Oba soumistné projektivni pa-
prskové svazky jimiz se promitaji Fady [S,], [0,], tedy také [P],
[@]. z bodu A,, maji jediny samodruzny paprsek A,4’; (paprsku
4,0, odpovidd A4,8,). Leii tedy na ném stted perspektivnosti Fad
[P], [@], ktery je zaroveii sttedem kvadratické involuce dvojic
samodruznych bodi. '

Rovinna homologie (neharmonické) poli ¢ a ¢’ bud déna stie-
dem 8, osou o a dvéma korespondujicimi body A4, 4’. Piimku o,
jdouci bodem A4’, neprochézejici bodem 8 jinak libovolnou, zvolme
spole¢nou osou viech harmonickych homologif jich# sttedy vyplituji
piimku r = AA’. P¥imka r zistane pii viech harmonickych homo-
logiich invariantni a podle pomocné véty jsou na ni samodruzné
body vsech rovinnych kolineaci tvofenych polem p a t&mi, kterd
vzniknou transformaci pole ¢’ témito harmonickymi homologiemi,
dvojinami involuce z nichZ jednou je A, A’. Bodem S vedme
piimku s (jinou neZ r) a promitnéme na ni z bodu X = (o, 0,)
body 4, A’ do bodu B, B’ a involuci samodruZnych bodt do invo-
luénich ¥ad [R], [T]. Neni-li bod S samodruznym bodem involuce
na r, je vZdy mozno nalézti alespoii jednu dvojici R, 7' korespondu-
jicich bodt fad [R], [7'] takovou, Ze bod R je samodruinym bodem
involuce bodové na piimce s uréené dvojinami boda S, 7" a B, B'.
Abychom to dokazali, promitnéme z bodu kuZelosetky % na tuto
body B, B’ do B,, B';, bod 8 do bodu 8, a ¥ady [R], [T'] do kvadra-
tickych fad [R'], [1"]. Dale bud bod E pélem piHmky B'B, k h
a bod L na B,B’, sttedem kvadratické involuce na k. Z bodu S, na %
se obé fady [R’'] a [1"] promitaji projektivnimi soumfstnymi svazky
paprskovymi [r'] a [¢']. Protina-li svazek paprskovy [¢'] p¥mku
B,B'; v ¥adé bodové [T,], vytvori polary bodu této fady svazek
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E[t"] s nf a tedy i se svazkem [r'] projektivni. Spoleénému paprsku
S;E obou svazku [r'] a [t"] odpovida ve svazku [r'] paprsek S;L.
Protoze podle piedpokladu S neni samodruznym bodem involuce
na 7, nemuze bod L byt priseéikem teény v bodé S; k » s ptimkou
B,B’;, ani jeho harmonickym pélem L' = (S;E, B,B’;) na této
piimce. Jsou tedy svazky [r'] a [¢"] prosté projektivni a vytvori
prisediky korespondujicich paprskit pravou kuZeloseéku [ jejiz
tedna, v jejim pruseéiku S; s kuZelosetkou %, neni teénou této.
Protnou se proto kuZelosetky h a I, mimo bod S, jesté alespon
v jednom realném bodé R’'. Protoze paprskum S;B; a S;B’, svazku
[#'] odpovidaji paprsky EB’, a EB, svazku [t"], neni tento praseéik
Zadnym z bodd B,, B';. Koresponduje-li bodu R’ v kvadratické
_involuci na k bod 7", protini se teéna v bodé R’ kuZeloseCky kA
. 8 ptimkou 8,7’ na p¥imce B,B’; a tedy priméty boda 7" a R’ na
piimku s jsou hledanou dvojinou 7', R. Promitnéme body 7', R
z bodu X na piimku r'do bodt Y, Z a zZvolme harmonickou homo-
logii osou o, a stfedem O, na r takovym, aby body Y a Z byly samo-
druznymi body fad indukovanych na invariantni pfimce r kolineace
poli o, g, (o, je pole, které vzniklo transformaci soumistného pole o’
touto harmonickou homologif). V kolineaci poli g, o, jsou body
X, Y, Z, samodruzné a body B, B’ korespondujici, které nelezi na
zadné samodruzné piimce. Zvolme nyni druhou harmonickou
homologii stfedem O, = R a osou 0, = (Y R’), kde bod R’ je druhym
samodruznym bodem involuce (BB’, T'S) na s. Touto piejde pole g,
v soumistné pole g, kolinearné se soumistnym p. Bod O, = (BB',
XZ) je stitedem perspektivnosti fad korespondujicich bodi poli g, o,
na piimkach b = (Y B), b’ = (Y B’) a s ptimkou o, oddéluje pfimky
b, b’ harmonicky. Bod O, a priiseéfk osy o, se samodruZnou piim-
kou XZ oddéluji také harmonicky oba samodruzné body X, Z.
Piejde tedy druhou harmonickou homologii fada bodovd na b’
v fadu korespondujicich bodi na b, bod X v bod X, =Z a bod
Z v Zy = X. Kolineace polf g a g, je tedy harmonickou homologif,
protoze mé fadu samodruznych bodd na pfimce b a na samodruzné
piimce XZ dva body X = Z,, Z = X, obapolné si odpovidajici.
Je-li bod 8 samodruZnym bodem involuce na s, zvolime O, v kterém-
koliv bodé, mimo S, 4, 4’, pfimky r a p¥i konstrukei druhé harmo-
nické homologie zaménfme v konstrukci privé uvedené bod R
za 8, Y za X, piimku XZ za XY a involuci na s za involuci na r.

2. V kolineaci soumfstnych poli p, ¢’ typu [(1, 0)], t. j. v homo-
logii 8 osou o prochézejici stfedem 8, stadi zvolit stied S, = S
a libovolniou nesamédruZnou piimku o, osou harmonické homologie.
Svazek samodruZnych paprski se stiedem S je pfi této harmonické
homologii invariantni a na jeho paprsku o vznikne involuéni fada
- korespondujicich bodd poli g, o, (pfesio-li pole o’ harmonickou
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