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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

On a Problem of Cech.

Leo Zippin, Princeton.
(Received Novembre 4, 1935.)

Prof. Cech has introduced the following definition of local
connectedness:

Def. A topologic space is said to be locally connected provided
every finite covering by open sets contains a finite covering by connected
sets.

He has proposed to us the question whether such a space is
necessarily bicompact. We shall show, ultimately by a counter-
example, that the answer to the question is in the negative. We
shall also give a slight discussion of this quite interesting idea. We
begin with the following simple

‘Theorem: For a regular topologic space S (in the sense of
Hausdorff), local connectedness in the sense of Cech (above) implies
local conmectedness in the usual sense. That is, given any point x of
our space and any neighborhood U, D z, there exists an open connected
set Vg, x C V, C U,. .

Proof. Let U, be any neighborhood of the point z and W any

open set containing x such that W C U,, where W denotes the
closure of W. Such a set exists, by the regularity of space. Now the
two sets, O; = U, and O, = § — W form a finite covering by open
sets of the space 8. That is trivial. But, by our hypothesis, there
must exist a finite-set M, M,, ..., M, of connected sets such that
each of them belongs to O; or to 0, and such that every point of

v

Space belongs to at least one of them. o=
Let j be any integer, 1 < j <, such that M; D «. Since W

is open and contains , it is clear that W. M; is not vacuous. There-

fore M; cannot belong to 0, = 8§ — W, and we have the inclu-
sion M; C O, = U,. Let M = 2 M; for all values of j such that

— J
M; ) x. It is clear that M is connected, that it contains z (since at
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least one . M; must contain x), and is contained in U,. Further; if
N = X M, for all values k such that M; - x, then S — N is open,

k

contains «, and belongs to M. This means that z is an inner point
of M. But now if we denote by M* the component (i. e. the maximal
- connected subset) of U, which contains z, the considerations above
show that every point of this set is an inner point. Then we may
take V, = M* and our theorem is established.

Theorem: If a regular topologw space S is locally connected
in the sense of Cech, then it is compact.*)

Proof: Suppose there exists, in the space S, an infinite se-
@

quence z,, Z, . . ., of points such that the set X = Z x, has no

limit point. Then X is closed, and § — X is open. Smce in parti-
cular, no point z, is a limit point of X it follows that X —x, 18
closed, and therefore by the regularity of space there exists, for
every n, a neighborhood U, D z, such that U, . (X — x,) = 0. Let
us write V; = U,. There exists in U, a neighborhood V, of z, such
that V, .V, = 0, otherwise z, would be a limit point of U, which
it is mot, by construction. Similarly, if V,, V,, ..., V;,— have been
defined, let V, be a nelghborhood of x,, #, C V, C U,, such that

the intersection of V, with Z U; is vacuous. It is clear that such

- a V, exists because , is not a point of U;, for any 1 % n, and there-
fore not a point of any fmlte sum (necessarily closed) of these sets.

At last, we take 0; = z V., and take O, = S — X. This is a finite

covenng by open sets. Smce V; Vp,=0, if 4 is fixed and n =+ 1,
it follows that a connected subset of 0, conbammg x; cannot contain
any other point x,. But this is true for every ¢, so that no connected
subset of 0, can contain as many as two points of X. No subset
of 0, contains any point of X. It is now trivial that O, and 0, con-
tain no finite covering by connected sets. This contra.(hctlon esta-
_blishes the compactness.

- We come now to the most mterestmg, perhaps, of theae obser-
va.tlons

S _ Theorem: If a compact topologw space S* (not neceasanly
= "regular) i8 locally conmected in the uaual sense then 1t 18 looauy con-
nwted in the Cech sense.

s Proof. Let-Uy, U, ..., U, be any finite covering of §* by

") I'hB'result was known to Prof. Oech.



open sets. For each point 2 and each U;, let Ci(x) denote the com-
ponent of U; containing . Of the components Cl(z), x C S*, let us
n

retain those only which are not covered by 2 U;. Suppose that there
2

are infinitely many distinci components of this sort and let cY,
Cy, ..., CY, ..., denote some such infinite sequence. Then each
(', contains at least one point «, such that z, belongs to no U;,

. @
t &+ 1. The set X = z:v,” has at least one limit point z, by the

1

compactness of space. Now « ([ U;, © & 1, for otherwise at least
one z, C U; because these sets are open. Therefore z C U,. But
C'(x) is open, from the local connectedness of space. Therefore at
least two distinct points x;-and z; belong to C'(x). Then O%(x;) and
C(x;) cannot be distinct. The contradiction shows that there
exists a finite set of components of U,, call them K|, K,, .. ., K,,
such that together with U,, U,, . . ., U, they form a finite covering
by open sets of the space S*. But now if we consider the components
of U, we see, by the very argument above, that there must exist
a finite set of these, call them K, .4, . . ., K, such that:

Ky Ky ..., Kp Enis, ... Em, Us, ..., U,

is a finite covering of the space. It is clear that we can now replace U,
by a finite set of components, enlarging the number of connected
open sets, perhaps, but certainly diminishing the number that are
not connected. In a finite number of steps we obtain a finite cove-
ring, K, . . ., Ky, . . ., Ky, by open connected sets such that each K;
by its construction belongs to some U;. This completes the proof.

We see now that any topologic space which is compact and
locally connected, in the usual sense, but not bicompact furnishes
a negative solution to the question proposed by h. As the
simplest of such spaces, in a sense, we may recall the space S which
consists of a set of points in (1 — 1) correspondance with all ordinal
numbers of the first and second class such that between any two
consecutive members of this class there is interpolated a ,linear*
segment. That is, each point of S corresponds uniquely to a coordi-
nate (t, ¢) where 7 is a number of the first or second ordinal class
and 0 < ¢ < 1. The points are linearly ordered by the convention
that (z, t) precedes (v',t') if v < v orif t = 1’ and t < #'. A generic
open set is the set of points between two distinct points, not inclu-
ding these. ' i ' &

The Institute for Advanced Study, Princeton, New Jersey.

*



0 jednom Cechov¥ problému.
(Obsah ptedeslého élanku.)

Cech zavedl tuto definici lokélni souvislosti: Topologicky
prostor je lokalné souvisly, kdyz kazdé pokryti prostoru koneénym
podtem otevienych mnozin obsahuje pokryti prostoru koneé¢nym
poctem souvislych mnoZin.

V tomto é&lanku zodpovim otdzku, vyslovenou Cechem, zda
kazdy takovy prostor je bikompaktni; odpovéd je negativni. Pri
tom dokézi téZ tyto véty:

1. Pro regularni topologicky prostor Cechova lokalni souvislost
implikuje lokalni souvislost v obvyklém smyslu. II. Je-li regularni
topologicky prostor lokédlng souvisly v Cechové smyslu, je kom-
paktni. ITI. Je-li kompaktni topologicky prostor lokalné souvisly
v obvyklém smyslu, je také lokalné souvisly v Cechové smyslu.



Sur une propriété des fonctions continues.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Recu le 5 novembre 1935.)

§ 1. Introduetion.
Soit C ’ensemble de toutes les fonctions réelles d’une variable
réelle qui sont définies et continues dans I'intervalle <0, 1>.1) En
définissant, pour feC, geC, la distance g(f, g) par la formule

o(f, 9) =0£’Imaéll f(x) — g(=) |,

C devient un espace métrique complet.
Alors, on a le théoréme suivant?):
Théoreme 1. Soit p(h) une fonction définie pour — oo < h < o0
et telle que
h @(h) > 0 pour. b = 0, lim @(h) = 0.
h=0

Alors il existe un résiduel A, C C tel que chaque fonction fe A,
jouisse des propriétés suivantes:

H@ + h) —f(x) _

1. z€ (0, 1)=> 1;,153 sup —- o(h) = .00,
e fle+h)—f=x)
}llznol inf o(h) = 0.

2. Pour presque toutes les valeurs x € (0, 1), on a

f(x + b) — f(=) fx + h) —f(2) _

lim su = lim su
h=0+ P o(h) h=0— P @(h)

1) Tous les nombres de cette note sont réels; (a, b) signifie toujours un
intervalle ouvert, <a, b> un intervalle fermé. a ¢ A signifie: a est un é1é-
ment de I’ensemble 4; la formule Y =) P signifie ,,Y implique B*¢.

%) Pour la démonstration, voir ma note ,,Uber die Differenzierbarkeit
stetiger Funktionen*, Fundam. Math. 21 (1933) pp. 48—58, Satz II. Toutes
les notions. relatives, concernant les sousensembles de C, doivent étre inter-

o0,

prétées relativement & l’espace C. Un ensemble C, c C est appelé un rési- - ’

duel, si I’ensemble C — C, est de premiére catégorie. La notation lim sup
h=0+
l’eSP.hlim sup signifie la limite supérieure du cbté droit resp. du cb6té gauche
=0— :

au point h = 0 ete.



f(@ + h)—f(x) _ f(x + b) —f(2)
hlu&mf A p(h) h=0—nf <P(h) B
3. 0 z<1=limsup f( z+ B —i(z) = ,"
h=0+ (k)
O<x< 1= lim sup fz + 1) — (=) = o0,

@(h)

Dans le cas particulier ¢(h) = kb, j’ai démontré?) le théoréme
suivant qui donne un résultat bea.ucoup plus précis que le résultat 1
du théoréme I:

Théoréme II. Il existe un résiduel A C C tel que chaque
fornction fe A joursse de la propriéié suivante: étant donnés deux

h=0—

- nombres x, a tels que 0 < z < 1, —oo<a<oozlem8teunesmte
" by, ey, .. telle que
I, Rty LB LR,

En d’autres mots, le quotient

ﬂw+h%—ﬂ@

présente, dans chaque point z € (0, 1), une 1ndeterm1nat10n com-
pléte.4)

Dans la note présente, nous allons démontrer que le théoréme I1
reste vrai si I’on y remplace le dénominateur h par ¢(h), ¢(h) étant
une fonction quelconque continue et impaire qui est positive pour
h > 0; en d’autres mots, nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théoréme III. Soit ¢(h) une fonction impaire et continue pour
— o < kb < oo (done ¢(0) = 0); soit p(h) > 0 pour k> 0. Soit A
Pensemble de toutes les fonctions fe C qui jouissent de la propriété
suivante: étant donnés deux nombres x, a telsque 0 < z < 1, — 0 <
. S aX o, il existe une suite hy, h,, . . . telle que

?) L. c3, Satz 1, 1.
4) Remarquons que le théoréme II cesse d’étre vrai si ’on exige p.
ex. h, >.0. En effet, soit f ¢ C; si f est non décroissante dans <0, 1>, on a

i g O£ W —1E)

A=0+

pour chaque z ¢ (0, 1); dans le. cas contraire, il existe trois nombres 0 <
<cLi<dxkll tels que f({) = Max /(z), d’olt -

e+ h) 10 < o,

lim sup
b=-0 +



Ko+ ha) — f(2)

hn =0, b 0,
h % Oy A o (n)

— a. (1)
Alors A est un résiduel.

§ 2. Démonstration du théoréme III.

Remarquons, tout d’abord, que le théoréme III est une consé-
quence immédiate des résultats connus, si

w()

lim sup 55— = oo.
h=0

En effet, j’ai démontré qu’il existe, dans ce cas, un résiduel 4, C C
tel que les relations f e C, = € (0, 1) entrainent

=0+ - . @lh) = Th=o+ @(h) =
L fe ) — fl2) o f@ 4B — f(2)
1 >0, 1 f <0.5
e B S R
En posant 4 = 4,4, (A est un résiduel), on voit d’aprés ce résultat
et d’apres le théoreme 11 que, pour feAd et pour 0 < x < 1,
il n’y a que quatre cas possibles: :

flat W) — @) _ e £ — @) _

i ST s o (k) -
 f(@ B —f(x) fa + b) — f(z) _

N ke ) -

f(z + b) — f(=) Kz + b) — {(=)

7 i sup P = o i nd P = —
limme:f—(x)<0 lim su pﬂ“'h)_f()go.
A=0+ p(h) ” h=0— p(h)

flx +h)—H=) flx + h) —f(x) _
)hhzx_l_sup T em % hhr&mf @(h) B
@+ b — () im sup @+ W) — (@)
i, = O i sy 2 0

Dans chacun de ces quatre cas, il est évident que l'on peut -

faire correspondre; & chaque nombre a (— o < a < o), uneé suite
hy, hy, . . . telle que l'on ait (1).
Donc dans tout ce qui | suit, nous allons supposer que

<P()

lim sup
A=0

< .

§) L. c.2) Satz III; le-théoréme y est formulé seulement pour h = 0 +,
mais le cas b = 0 — est évidemment symétrique.
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Soient donnés trois nombres n, «, B, ou » > 2 est un nombre
entier, x < f, af > 0 et soit A(n, x, f) I’ensemble de toutes les
fonctions feC qui jouissent de la propriété suivante: & chaque

nombre z e / i, 1 — — %, il correspond un nombre % tel que
1 f(@ + h) — f()
0<lk|<;’. 06<’*-—(P(T)“—‘<ﬂ.

Chaque ensemble A(n, «, B) est un ensemble ouvert. En effet,
soit fre C — A(n, &, B) pour k = 1, 2, . . . et soit feC, ofis {) = 0
pour k— co. Alors il existe une suite x,, 2,, ... telle que

Ty € /—1~, 1— —1—> et telle que
\n n

1
I<|b|<—=
N n -

fe(@e + k) — fa(x) o+ B ~B—«
o(h) 2 (= 2

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que lim z; — &

existe (autrement, il suffit de considérer une suite partielle de la

suite f;, f,, . ..); alors on a §e<%, 1— %> et
2 =

1_ K
0<|b]|<—=
)
c’est-a-dire feC — A(n, «,f). Donc C — A(n, x, f) est fermé,
A(n, x, f) est un ensemble ouvert.

Ensuite, on a .
' Il A(n, «, B) C 4,

0,8
ou n doit parcourir tous les nombres entiers > 2 et ou «, # doit
parcourir tous les couples de nombres rationnels tels que & < 8,
af > 0. En effet, soit

0<e<l, —w<a< w, fell A, f);

ny0,f
choisissons une: suite des couples de nombres rationnels Oins P
telle que
on < Bu; %nfn > 0, ap — a, B — a.

Si n est asset grand, on a
ze<lm,1—1/n>, fe A(n, xy, Bu).
donc il existe un &, tel que ‘ :
M+ ) — f(2)
@(hn)

< ﬂm

1
O<~lkﬂ!<;’ [



by = 0, hy— O, f(x + ko) —f(2) a,

' ‘P(hn)
donc f € A. Pour démontrer notre théoréeme III, il suffit de démon-
trer que les ensembles A (n, «, §) sont denses; car le produit d’un
systéme dénombrable d’ensembles denses et ouverts est un résiduel.
Il suffit donc de démontrer le lemme suivant:

Lemme. Sott n un nombre entier, n > 2, 0 < & < f89); soit
@(h) une fonction impaire et continue pour — oo < h < oo, p(h) > 0
pour h > 0, .

lim sup alil) < oo.
h=0 h
Alors Uensemble A (n, x, B), défini comme plus haut, est dense dans
Vespace C.
Dans la démonstration, nous allons distinguer deux cas:

Premier cas: lim inf o _ 0.
h=0
Deuxieme cas: 0 < lim inf(p(k) < lim sup(ﬂh—) <
h=0_ h = h=o h

‘Démonstration du lemme dans le premier cas. Soit
g e C, ¢ > 0. Il faut démontrer qu’il existe une fonction F telle que

o(F,g9) <e FedA(n,«,p).

Il existe évidemment une fonction ke C' jouissante des propriétés
suivantes:

L ok, 9) < e

2. 1l existe un nombre entier s et
6s + 1 nombres x; (s =0,1,...,2s),¢,d; (¢+ = 0,1,...,28—1)
tels que ,

0=xo<x1<xz<...<x2,_1<x2,=l,'
k(z) =cix + d; pour ; < 2 < @ig1(1=0,1,...,28—1),

€9 >0, 241 <O pour ¢ =0,1,...,8— 1. (2)
Posons y = } (x + p) et choisissons un nombre 1 tel que
0<i<i Min (21— 2). (3)
0=i=<23—1

xe<0,1>, 2'e<0,1>, |z—2a' | < A= | k(z) —k(z') | < }e.
, (4)

8) Le cas « < f# < 0 peut étre ramené au cas considéré dans le lemme,
en remplacant chaque fonction f e C par — f.
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Choisissons ensuite un nombre hy tel que

1 ‘P(ho)
S 0<h —, h A, Min
<ho<gp h<ih yGEcim el

2hy Max |¢;| < e, ’}"P(ho) < lge.
0=i<<2s—1

Alors, pour chaque ¢ (0 < ¢ < 28 — 2), I’équation

@(ho)
by

CiTi + cl-l-l(l — ) = V4

posséde une solution :
__ Civ1—y @lhe) By

P C‘+1 _ c' H
telle que 0 < 7; < 1. En définissant les nombres w;, % (R
< 28 — 1) par les équations

Yo=0, 2051 =1, i1 —2; = A7y,
Yir1 — Tip1 = M1 —17) (0 ¢ < 25 — 2),
on voit que
Yiri—2z=24, (051 28— 2), (6)

Ci(Tir1 — 2) + Cis1(Yir1 — Tig1) = lyq)( ) 01 < 28—2),

done d’aprés (3)

O=2=y<2<u,<N<Hm<<y<
< 2 < W1 < Yoa—1 < 221 = Xp = 1, (7

i

k(yit1) — k(z:) =y
On peut alors définir (voir (7), (8)) une fonction f e C' par les
équations suivantes: '
f) =Fk(x) =cx+d; pour y; S < 2 (01 < 28— 1),
Hz) =y ’(lh)x-l—e; pour %< 2 < 91 (0< i < 25— 2). ((9)

D’a,prés (6), (4) on a p(f, k) < }e, donc o(f, g) < }e.
Choisissons un nombre entier ¢ > 0 tel que h, > 2/g et tel que

k)

A <_——> <y®) P _gs 10
l 0] o Y= ho *P(h) ﬂ ) ( )
7) La ionet»non @(h) h—-l éta.nt paire, on aura aussi

o 1 plhy) b
A | ho!S =) 8 Y <B

nous a.llon.s souvent employet tacltement des remarques de ce genre.
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Définissons ensuite r par les conditions

r entier, r —1

| <h<l, an
d’ou (voir (5))
r—1_ hy
r>2 —>-=,
q 2 q
et définissons la fonction w € C comme il suit:
2k
w(2q)—0(k—01 - 9q),
2k + 1
# (“*'*2;,

w(x) est une fonction linéaire dans chaque intervalle

L < ohy < l (12)

)=—;—(k=0, 1,....q—1),

/Ic k k+1
N2 2
(k=0,1,...,2¢g—1). On a donc f+weC, o(g,f + w) < e et
il nous suffit de démontrer 1’énoncé suivant:

Enoncé E: A chaque x e<—1lz-, 1— %>, on peut faire corres-
pondre un nombre h tel que |

(@) — w(@)=yh 200 (13)
0

En effet, oﬁ aura ensuite
f(x + h) + w(@ + h) — f(x) — w(x) = pho) . h
p(h) ho ~ @(h)’
done, d’a pres (10), (11), (12), (13)

f(x+h)+w(w+h)—f(x)—w )<ﬁ
@(h) o

1
0<|h[<7,0¢<

done f + w e A(n, «, B).
Pour démontrer I’énoncé E, soit

xe<i, l—l\, d'ott z— L > 0,  + T«
n n / q q
(voir (12)). Ajoutons la remarque suivante:

Remarque R. Si x parcourt un intervalle de longueur 1/q, situé
dans l'intervalle <0, 1>, alors la fonction w(x) parcourt préci-
sément toutes les valeurs de l'intervalle <0, f¢>.

Distinguons maintenant trois cas.

L ze(2, pe41) (0S4 < 20— 2)50n & goyr— 2= 4, ;— <



< 2hy < 34 (voir (6), (12), (5)); en posant 6 = 4 1 et en choisis-
sant le signe de 4 d’'une maniére convenable, on aura x + ¢ ;;e
€ <z, Yi+1>>, donc, d’aprés (9), '
(F =+ 05) =+ o+ 0F) v == + 07— 12 =
' r P(ho)

=0—.y =

q Y ho

donc, en posant h = 6r—; on a les relations (13).

I ze <y 2> (050K 25 — 1), 1 pair. D’aprés (2), on
a ¢; > 0; donc, d’apreés (12) (6) (9) (5) on a

f(x + k) — f(x)
O<|h|§§=>7 ho g h éci- (14)

Si w(z) = }e, il existe [d’aprés la remarque R et d’aprés (14), (12),

(5)] deux nombres &', A" de l'intervalle < 1» ;> tels que
iz £ ) + w(z+ b) — fa) — w(z) = W'y ;L o),

flx +4") + wx + b") —f(x) —wzx) < — e+ ch" <—fe <
n,, Plho),
< h"y ~-—ko—,
il existe donc un & tel que l'on ait (13).
Si, au contraire, w(¥) < }e, il existe [d’aprés la remarque R
et d’aprés (14), (12), (5)] deux nombres A’, A" de lintervalle

r r—1 i
f——— tels que
q q -

Hz + &) + w(x + W) — f(x) — w(z) = te + ch’ >
>34e>0>h'y

)
by

3 n : ” ) " h
(@ + B) + w(z + B°) — f(z) — w(z) < By T2,
0
il existe donc un % tel que l'on ait (13).
II1. ze <yi, 2> (0 1< 28— 1), ¢ impair. D’aprés (2),
" on & ¢; < 0; done, d’a.prés (12), (6), (9), (5)

© 8i w(z) < 1, il existe ‘[d’aprés la remarque R et d’aprés (18),



(12), (5)] deux nombres &', h” de lintervalle <T—q—1, ;——>

tels que
fle + 1) + w(@ + b') — f(x) — w(x) = ch’ + e > e >
> 2yp(he) > b’y Z%L)’

. 0
”n 4 ” h
o + 1) + w(e + B) — fa) —w(z) < By T2
J 0
il existe donc un % tel que 'on ait (13).
Si, au contraire, w(x) > e, il existe [d’aprés la remarque R
et daprés (15), (12), (5)] deux nombres h',h" de Dlintervalle
r r—1

PO, ot Y
N ¢ . /
fx + k') + wx + k') — f(x) — w(z) = by ‘P_}(::Q
f(z + B") + w(@ + b") — f(z) — w(z) < ch” — 3 <
< — e < — 2y plhe) <Ry ﬂ,%'l;

tels que

il existe donc un % tel que I'on ait (13). Done, I’énoncé K se trouve
démontré dans tous les cas possibles.

Démonstration du lemme dans le deuxiéme cas.
11 existe un nombre ¢ et une suite hy, h,, . . . de sorte que '

@(hn)

hn
Soit g€ C, € > 0. 11 faut démontrer qu’il existe une fonction F
telle que ‘ '

\

0<c< o, hy >0, hy— 0, c.

o(F,g9) <e FeAn,a,f).

D’apres le théoréme de WeierstraB, il existe un polynome f tel que
o(f, g) < 4e. Posons

y=%+p, p=y—a=p—y (186)
et choisissons un nombre rationnel 4, tel que I'on ait

1
5> Max [F@) |+ 1yl 0<h< |
() 0=z=1 n (17)
o p @lhy) _c l
— < = > ;
|’P(ho)y ‘;" 2k 2

0<|h|<hy0<2< L0 2+ A< 1 | fl@+B)—

—H@) — W @) < | b | Jo. (18) -
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* Choisissons ensuite un nombre entier g > 0 tel que P’on ait &, = 7/q
(r entier, r > 2) et tel que

pogkh) ¢

he

lh_h < q’(h)}’—‘)’|<* 5 2 (19)

Définissons la fonctlon w(x) comme il suit:

2k
w(2q)—-0 (k=0,1,...49),
2k + 1 € X
w( % )—-5, (k=0,1,...,9—1),

w(xz) est une fonction linéaire dans chaque intervalle _2_kq—’

%>(k=0, 1,...,2¢9—1). On a donc f+ weC, of +

+ w, g) < ¢ et il reste & démontrer que f+ we A(n, «, f). Soit
donc z e %, 1 —-—-}b- ; Temarquons que hy =7/¢ < 1/n. Si h

parcourt 1'un quelconque de deux intervalles

I, = _f_,__?':_l ,I’=/T_'1,_’_ ,
q q B N
Pexpression w(x + k) —w(x) parcourt précisément toutes les

‘valeurs de l'intervalle <— w(z), ¢ — w(x)>. En observant que
' —w(z) <0< e — w(w), (20)

on conclut: )
Si & parcourt I'intervalle I,, alors l’expression

w(x + h) — w(x)
h

(21)

parcourt au moins toutes les valeurs de l'intervalle

(b

8i A parcourt l'intervalle I,, alors Pexpression (21) parcourt au
moins toutes les valeurs de I'intervalle

<(w(x) —-i) L ——- l>.

En tenant compte de (20) et de I'inégalité Max [w(z), }¢ —
C—w(x)] 2 e, on voit: si A parcourt V'ensemble I, + I,, alors
'e xpresslon (21) pa.rcourt au moins toutes les valeurs de l'intervalle

\



Lo N e N
ar SN &h, 4hy /"
Tl existe donc — d’aprés (17) — une valeur h telle que

1 K o
2, et D=0 (o)t ge.

0<r—l

SIS - =h<

'Pour cette valeur de %, on a

flx + R) + w(x + h) — f(z) — w(=)

o(h)
_ fx + h) —f(2) —hf'(z) + yoh
@(h) p(h)’
d’apreés (16), (19), (18) on aura donc
o _hy  p _fm+h) + wx+h) —f(z) —w(@)
FEVTHAS<em T2 < (k) o
hey | n _ 3
<o) +5<r+u=§

on a donc f + we A(n, «, f).

0 jedné vlastnosti spojityeh funkei.
(Obsah pfedeslého &lanku.)

BudiZ (k) lich spojits funkce v intervalu (— oo, o), p(k) > 0
pro h > 0. Budi#.C mnoZina viech reilnych spojitych funkot
v intervalu <0, 1> ; prostor C necht je opatfen obvyklou metrikou

o(f, 9) = Max | f(x) —g() | .
- 0=z=1
Budiz 4 mnoZina onéch funkef feC, jez maji tuto vlastnost:

jei 0 <z <1, — o< a< o, existuje posloupnost hy, by, . . .
tak, Ze o

f(x + ha) — f(2) :
h 0, hn — O, - a.
, e pka) .
Predmétem tohoto &lénku je dikaz véty: Mnofina C — A je
pront kategorie v C. ' ' :
Clének je dopliikern mé préce ,,Uber die Differenzierbarkeit
stetiger Funktionen?)*; tehdy se mné podafilo dokdzati uvedenou
vé&tu jen ve specidlnim pifpadé (k) = h. ;

1) Fundamenta Math. 21 (1933), 48—58.



Sur un probléeme de M. M. S. Bernstein
et A. Kolmogoroff.
R. N. C. Bedfich Pospffil, Brno.
(Regu le 8 Octobre 1935.)

Introduction.

Ce probléme?) consiste & trouver une solution @ de I’équation
(Ch) telle que

@ >0, O(<s,t> |z, R) = 1. (0)

Je montre ’existence d’une et d’une seule solution de I’équation
(Ch) qui satisfasse aux conditions (c) et (d) et je déduis les condi-
tions nécéssaires et suffisantes (pour A) pourque les relations (0)
soient vérifiées.

Note: La solution d’un probléme voisin est le but d’un travail
~de M. Hostinsky.?) R étant un intervalle, cet auteur cherche
a trouver une solution @' de l’équation (s, ¢ réels; x, y ¢ R)

D(<s,t> | 2, ¥) =Rf¢'(<8’ u> |z, 2)dz @' (<u,t> |2,y) (Ch’)

sous la condition

lim o D (<8t > |x,y)=A(s |z, y) pour x +y. (c')
A 2] de
Le point & = y jouit toujours d’un réle exceptionnel (par exemple,
la derniére condition ne dit rien sur la dérivée de @'(<s, t> | z, z)
par rapport & ?). Par conséquent, on ne peut plus démontrer
P’existence d’une séule solution @’. Au contraire, M. Hostinsky
trouve une solution @’ qui dépend d’une fonction auxiliaire j qui
peut étre choisie de plusieurs maniéres différentes. Si 4’ > 0,
un choix plus spécial de j permet de satisfaire aux conditions

D > O,j¢'(<s, t> |z, y)dy = 1. - (0)

: 1) A. Kolmogoroff: Math. Annalen, 1931, Bd. 104; p. 415—458. —
- . 8. Bernstein: Zentralblatt fiir Mathematik, 1931, Bd. I, p. 149.
.~ %) B. Hostinsky: SBur une équation fonctionnelle (Publications de la
' Faculté des Sciences de ’université Masaryk, 1932, 156).
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Néanmoins, on peut toujours trouver plusieurs fonctions j — alors
de méme plusieurs fonctions @ — telles que toutes les conditions
données plus haut (les conditions (0’) inclusivement) restent va-
lables.

Les résultats de la théorie de la mesure que je suppose connus
peuvent étre appris dans la ,,Théorie de l'intégrale’ de M. Saks
(Monografje matematyczne II, Warszawa 1933) dont les passages
seront cités entre parenthéses.

% *
*

Soit R un espace donné quelconque.

Définition: 1. Les éléments d’une famille additive (p 247, §2)
fixe dans l’espace R seront dites mesurables.

2. Une fonction f(z) (x € R) réelle (c. a d. a valeurs réelles)
sera dite mesurable (en x) lorsque pour tout c réell I’ensemble
des z pour lesquels f(z) > ¢ est mesurable.

3. La fonction F(X) (X C B mesurable) étant complétement
additive, F(X)*+ (F(X)—) est par définition la valeur absolue de
sa variation supérieure (inférieure) (p. 248).

Toutes les intégrales seront prises au sens de Lebesgue (p. 247
et les suivantes).3)

Lemme 1: Les fonctions F,(X)(X C R mesurable) étant
complétement additives, la fonction F(X) = X F,(X) Uest également,

suppose’ que les deux séries X F,(X)+ et Z F,(X)— sozent conver-

gentes pour tout X mesumble
Démonstration:

F(EX,)=Z2F2X,)=Z2ZF,X,) =
L EEF.X,)t —EE FX,)— =
= ZE”F,(X“)+ — 2"2“1«*,(1(,‘)— =
= 221«'( ZF(X ), c. q. f. d.

Lemme 2: Les fonctions F,(X) (X mesurable) soient complé-
tement additives; si X F,(X) converge uniformément vers F(X), on @

. 8) Soit u(X) une fonction complétement additive de X c R mesurable,
je pose :

‘{f(w) w(dX) = (u) ff(x) dw, .
si u(X) ne prend que les valeurs non négatives; plus généralement, si u(X)

n’est soumise qu’a la condition d’étre réelle, je définis
[H(z) w(dX) = [f(z) p(@X)* — [f(z) p(dX)~.
X D¢ P ¢

Casopis pro péstovan{ matematiky a fysiky. 5 o : 66



ifF(dX) flx) =% X[ F ) ()

pour toute fonction mesurable bornée f(x).

Démonstration: Si la série considérée n’a qu’'un nombre
fini de termes, la formule & démontrer est évidente. Dans le cas
général on a

f F(dxmac)—ﬁ f FAdX) f(2) = f Y F@x) f).
E pa

y=n+1

La fonction f(x) peut é&tre écrite sous la forme de différence
 de deux fonctions mesurables bornées > 0; on en tire que la
derniére expression peut étre majorisée par la suivante arbltralre-
ment petite (si = > oo):

f) y FdX1|f(x>|+f| FydX) || f() |

r=n+1 X—4 "= n+1
A étant un ensemble mesurable tel que

(5 ) —0-($

r=n+1 y=n+1

FyR — A)}‘_(p. 249, th. 1).

Lemme 3: Les fonctions F(X), G(z, X) (z € R, X mesurable)
soient complétement additives; les fonctions G(z, X ), H(z) sotent
bornées et mesurables; pour tout couple d’ensembles mesurables X et Y,
on a

x[ g F(dY) Q(y, dX)] H(z) = Y[ FdY) X[ G(y, dX) H(x).

Démonstration: La fonction F(X) peut étre supposée > 0
[p. 249, (3. 2)]. Soit {H,(x)} une suite de fonctions élémentaires
uniformément convergente vers H(x) (p. 251, §4). L’intégrale
& gauche est égale & .

lim J [Y[ F@QY) Q(y, dX)] H,(x) = lim ;f FdY)G,(y)
avec
Gu(y) = [ Gly, dX) Hy(2);
Pour f(x) mesurable posons

C f(#)+ = f(x) pour f(z) = 0, f(x)+ = 0 pour f(z) <0
f()— = f()+ — ().

~ Pour chaque £ >0, on a
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[ 6. dX) H@)—G() 1< Y, [ Gy, dX) [H(x) — Hi(=)h <,
R A=+,—
v étant si grand que
| H(z) — Hy(2) | < 4% [y = borne sup. G(y, X)].

La suite {G,(y)} étant alors uniformément convergente, on en tire
la thése du lemme [p. 254, (7. 1)].

Définitions: 4."R sera l’ensemble des nombres réels. :

5. Une fonction réelle f(¢ | ) (t ¢ R, x € R) est dite mesurabl
en (¢ |x), lorsque pour tout c¢ réel I'ensemble des (t|z), pour
lesquels f(t | ) > ¢, appartient a la plus petite famille borelienne?)
qui contient tous les ensembles du type L x M, L étant un sous-
ensemble de R mesurable au sens de Lebesgue, M étant un sous-
ensemble mesurable de R.

6. Nous désignons par (N) I'ensemble de tous les points de
l'espace R¥ aux coordonnées ¢y, 4y, . . ., ty tels que t, < 8, << . .. < ty.

7. Pour une fonction A(t |z, Y)(teR, xR, Y C R mesu-
rable) réelle, bornée et mesurable en (¢ | ) posons

AU |z Yy =[A@]|2 )
, U
du (U mesurable au sens de Lebesgue, U C R). Cette fonction
est mesurable en 2 (p. 262, th. 6).
8. Nous posons
AU, X Uy X Ug X ... X Uy |, ¥)y =
=HfA(U1|x,dZ)1A(U2 X Ug X oos X Uy |2, ¥V)g—y
Cette fonction est mesurable en x (on le voit par induction en se
servant du lemme 3) et complétement additive en ¥ (car A est
borné, alors lim [ 4 = [lim A4), supposé que A(t |z, Y) le soit.
9. La condition (UV =0, UCR¥ D V)
AU+ V|2, Y)y=AU |2, ¥Y)xv + A(V |2, Y)y
permet d’étendre la définition de A(W | x, ¥)y sur les ensembles W
étant somme d’un nombre fini d’ensembles disjoints du type
Uy X ... x Uy (Ui C R mesurable); cette extension est univoque.

10. Pour tout U C RY mesurable, nous désignons par | U |
la mesure lebesguienne de U.

Supposons que l'on ait
AU, X Ug X ... X Up |2, V) | <3 (40)" | U, X ... X Uyq'| (f)
pour = 1,2 ..., N; on en tire

¢) c. & d. additive (p. 247, § 2).
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[A(Ug X Uy X ... X Uy | 2, Y)pt1 | =
.—_1RfA(U.,1x,dZ),A(U1>< oo X Uy |2, Yy |

<z R[A(Uo | 2,dZ)* AU, X ... X Up |2 ¥

S4.140) | Up| . 1 @) | Uy X ... X Un| =
. =3 (o [ Uy X Uy X ... X Uy |
[p. 261, (11, 3)]. Alors, si |A(¢ |z, Y)| < «, on a démontré la
formule (f) pour n =1,2, ...
Plus généralement, on peut écrire
AW |z, Y)n | < (4x)V | W .
Soit {W,} une suite d’ensembles W, C RY tels que A(W,)x
est déja defini (j'omets x et Y); soit U C R¥ tel que
| U+ W,— UW, |- 0 (u—> ©);
on en tire que | W, + W,— W,W, | est aussi petit que l'on
veut pour u et v assez grands, car
W+ W,—WW,c(U+W,—UW,)+ U+ W,—UW,).
On a de plus
| AWy — AW,)y | = | AW, — W, W)y — AW, — W.W,)x |
é ‘1[ (40‘)N | W/J + W, — W#W* l?
“la suite {A(W, |z, Y)y} est alors convergente. {W’,} étant une
autre suite d’ensembles W', C RY tels que A(W',)y est déja
défini et
| U+ Wi—UW,|— 0 (u—> o); ‘
les deux suites {W,} et {W’,} peuvent étre réunies en une autre -
désignons - la par {V,} — telle que _
U+ Vu—UV,| >0 (u—> )
il suit de 1a ’existence de la limite de A(V, |z, Y)y; on en tire
que la limite de A(W, |z, Y)y ne dépend pas du choix spécial
“de la suite {W,}.
Définitions: 11. Soit {W,} une suite d’ensembles W, C R¥
tels que A(W, |z, Y)y est déja défini; soit U C RY tel que
: U+ Wu—UW, | >0 (u— );
alors, on pose
' AU |2, Y)y = lim A(W, | z, Y)n.
B>

12. Soit (z € R, Y C R mesurable)

__flpour ze?.
B(z, Y)”—{O pour ze R—Y.



13. Posons (U C R mesurable)
Ky A(w |z, Y)du = E(z, Y) + Z AUY . (N) | z, Y)y.
N=1

Les ensembles du type U¥ . (N) appartiennent a la famille
de tels ensembles W pour lesquels A(W | z, Y)y a été défini. La
série qui définit Ky est convergente étant majorisée par la suivante:

y Mo | U7

N=1
car on a
| AW | 2, V)w | <} (4a)¥ | W | |

pour tout W, pour lequel A(W | z, Y)y est défini, et | U¥ . (N) | =
= | - ¥ ; V!

14. Deux ensembles U et V C R mesurables sont dits presque,
égaux, si |U + V —UV | =0; on lécrit U = V.

15. Deux ensembles U et V C R mesurables sont dits presque
disjoints, si | UV | = 0.

16. Dans ce qui suit, les ensembles sur la droite 9 seront pris
positivement orientés; les sommes 2* V, resp. U * V ne seront

que les sommes X V,(C R) resp. ;] + V(C R), mais, elles ne

seront définies que si tous les points de V,— V, suivent ceux
de V, — V, pour u > v, resp. si tous les points de ¥V — U suivent
ceux de U — V.

~ Lemme 4: L'expression Ky A(u | z, Y) du est mesurable en z,
complétement additive en Y et U'on a

Koy A(w | 2, Y) du = R[ (Ky A(u | %, dZ) du} . {Ky A(v | 2, Y) dv}

pour tout couple d’ensembles U et V C R mesurables presque disjoints.

Démonstration: Quant & la mesurabilité et ’additivité
compléte, voir (p. 39, th. 19) et le lemme 1. Dans la relation a dé-
montrer, écrivons-y Ky A(u | z,dZ) sous la forme de la série
infinie; suivant le lemme 2, on peut intégrer terme & terme. Dans
chaque membre de la série ainsi obtenue, substituons ’expression
Ky A(v | 2, Y)dv par la série qui la définit. On peut de méme
I'intégrer terme & terme & cause de sa convergence uniforme
par rapport & z [p. 254, (7, 1)]; la série double ainsi acquise est
majorisée par une série double étant produit de deux séries expo-
nentielles a termes positifs. Elle est alors absolument convergente.
En appliquant le lemme 3, on obtient

JAs| 2, dZ)m AT |2, ¥)n = AS X T | 2, V)msn .



pour S=U; X U, X ... X Un(Urc R); la derniére formule
s’étend 1mmed1atement au cas général. En vertu de la convergence
" absolue de notre série double, on peut réunir les termes avec
8=Um.(m), T = V*.(n), pour m + nfixe ce qui donne — &
1’aide de la derniére formule — le résultat désiré, car

XU m)X Vr. ()= (Ux V). (N), UV =0

m+n=N
(voir Hostinsky, 1. c. p. 9).

Définition: 16. Pour une suite {¥,} croissante (décroissante)
d’ensembles posons hm Vp = 2 V. (H V)

Lemme 5: Pour toute smte monotone d’ensembles mesumbles
CR, ona

I{ll;n Vi = llf‘n KVn‘

Démonstration: Posons V =1m V,; on a |V, |—> |V |,
d’our il suit I'existence d’un indice m (pour chaque & > 0) tel que
|et* 1V — et |Val | < 4e (n > m);

soit

‘ (n, N) = (V¥ — Vo). (N), si {V,} croit
) YT UV — VH) L (N), si {V,} décroit.
On a (je supprime x et Y)

| Ky A— Ky, 4] =| Y A, M)y | <
N=1

N L7 1V 19|
[0, ) | (4 5;MM{M F )

=t |et* VI —et21Val | < e q. f d.

Définition: 17. Posons encore 7

Aty + 0, L+0,..,ty 40|z Y)
Jmn+oudmAm+o Sty + 02 Y);

les fonctions A(t 4+ A, | 2, Y) (0 < h, — 0) étant mesurables en
(¢ | ), leur limite A(t + 0 | z, ¥) 'est de méme; il en est de méme

de la fonction A({ -+ 0.¢, +9,....tx + 0| , Y) (lemme 3). On
_a de plus -

Al + 0,8 +0,. tN+OIxY)I<%(4rx)N

ce qm se voit ‘sans peme par mductlon

o0

N=1

Désignons par j(t) (¢réel) la dérivée droite de la fonctlon f(t)

10



Théoréme: La fonction A(t |z, Y) (teR, xeR, Y C R me-
surable) réelle et bornée soit mesurable en (t | ), complétement addi-
tive en Y et telle que A(t + 0 | z, Y) existe.

Il existe une et une seule fonction ®(U |z, Y) (U C R mesu-
rable, x € R, Y C R mesurable), bornée st | U | < H (H arbitraire),
mesumble en x, complétement additive en Y et telle que D(<s, t>"|
| x Y) est absolumeni continu en t, ayant parlout la dérivée '

D(<s,t> |z, Y) bornée si t —s < H (t > s) et de plus

dt
SU=*V |z, 7) —fdi(U | 2,dZ) D(V |2, Y) pour UV =0, (a)
(U[x Y)—>(D(U|xYpour{U}monotone U=1mU, (b)
{d D(<s, t> | @, )} =A@+ 0|2 Y), (e)
D0 |2z, Y) :8E(x, Y). (d)
Corollaire: :

DU |z,Y) =Ky A(u | z, Y) du;

{V,} étant alors une suite monotone d’ensembles mesurables C R,
on a
O(lim V, |2, Y)=lm PV, |z Y).

Spécialement, {U,} étant une suite d’ensemble mesurables presque
disjoints, on a D (Z*U, | , Y) ==

y=1

= lim ]{ . .fqb(U1 | 2, dZ,) DU, | z, 42Z,) . . . ¢(_UN | 251, Y).

N>
ey .
Démonstration: I. Supposons qu’une fonction &(U | =, Y)
satisfasse & nos conditions; il est & démontrer qu’elle est ainsi
parfaitement déterminée.

En effet, on a
(Ch) &(<s,t> |2, ¥) = ‘!(D(<s, w> |z, dZ) D(<u, t> |z, ).

+ .
La dérivée ?Tt ®(<u, t> | z, Y) étant bornée, il en est de méme de

Bt (B(<u, ¢+ B> | 2, ¥) — qb(<'u, t> |2, V) (=

f dt——— B(<u, t> | 7, Y) h—l)

Pour 0 <h < len vertu du Ier théoréme de la moyenne (p. 86).
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3 +
On en tire que 'on peut — pour évaluer (31_t D(<s. t> |2, Y) —

dériver sous le signe d’intégration dans I’équation (Ch) de Chap-
man, lintégrale de la limite d’une suite uniformément bornée
de fonctions mesurables étant égale a la limite de l'intégrale du
terme de notre suite [p. 39, th. 16; p. 43, th. 24; p. 254, (7. 1)].
Dans I’équation ainsi obtenue, mettons-y » = ¢; on obtient ainsi

(31—:¢(<s, t> |z, Y) =fd>(<s, t> |2 dZ) A(t + 0 |z, Y).
R

Supposons qu’il y ait deux fonctions telles que notre @(<s, i>|x,Y);
pour leur différence A(<<s,t> |z, Y), on a A(<s,s> |z, ¥Y) =10
[voir (b) et (d)]. La derniére relation pour @ reste valable si ’on
y met A au lieu de @. On obtient par intégration

t
A(<s, t> |z, Y) =fdul[A (<8, u> | x,dZ) A(u + 0 |z, Y).

Supposons alors pour procéder par induction que

Ad<st> |z Y)=
t ot oty tN—1

=[at,[dt,[. . [dty[A(<s,ty>)|x. dZ) A(ry + 0|2 T)

avec Ty = (ty,ty—1,...,%); on en tire que (j’'omets Y)
A< s,t> |2, Y)=
t, tN—1

t i ty
=.fdt,f. ) .fdtNkf{fdtNH A(<s, ty> | x, dW) .
LA@yri+ 0 |w, d2)} A(zy +0 (2, Y) =

t, IN—1 N

t
=[dt,[. . [dty[dts1[A(< 8, ty 1> | 2.d2) A(zy 41+ 0) |2 ¥),

d’apres le lemme 3. M étant la borne supérieure de | A(<s,u> |z, Z)|
" pour 8 < u < ¢, la derniére expression (ou l'on écrit N au lieu
de N + 1) est au plus égale en valeur absolue a

M. (4x)¥ (t — 8)¥

- N '

- ce qui tend vers zéro, si N— o0;alors, la fonction @(<<s,t> |z, Y) est
identiquement nulle; il n’en existe alors qu’un seul &(<s,t> |z, Y);
~d’autre part, on verra (II) que c’est K, A(u|x, Y) du qui
- satisfait & nos conditions pour @, ce qui implique que
D(<s,t> |2, ¥)=Kegr> A(u | 2, Y) du.




Tout U ouvert (borné) est une somme d’un nombre dénom-
brable d’intervalles ouverts; on peut alors écrire

U=1mU, U,C U,

tout U, étant une somme d’une nombre fini d’intervalles disjoints;
d’apreés (a) et la derniére formule, on a alors

OU, |z, Y)=Ky, A(u |z, Y) du.
Pour v - o0, on en obtient — en se servant du lemme 5 et de
la condition (b) — la relation

QU |z, Y)=Kyp A(u |z, Y) du
pour tout U ouvert.

D’aprés (b), la derniére formule est valable pour tout U étant
un G, et de méme (p. 31, th. 11c) pour tout U mesurable (lemme 5).

II. Cela étant posons alors
DU |2, Y)=KypAu |z, Y)du
Pour A > 0, on a

1
W{(D(<s,s+h> |z, Y) —D(< 8,8 > |, Y)}
a+h » :
1 1
= [ A6 2 Y)ds + 2 Y A(<ss+h>Y. (V) |z ¥y
h 3 =
8
Pour % — 0, le premier terme converge vers A(s + 0|z, Y),
tandis que le second devient nul étant au plus égal en valeur
absolue a (4h)—1 (exp 4ah — 1 — 4ah), d’olr 'on tire (c).
Soit
h > 0,exp 4oh —1 < 8ah, ht > 0, by +hy + ... + by < h.
La borne supérieure de | (< 8,t > |z, Y) | pour s et £ dans un

intervalle J assez long étant désignée par ¢(< o), les relations
(tred)

I‘P(<8,tk+hk> 2, Y) —d(< s, tr > |z, ¥)|

E D(< s, tp> | x,dZ) {D(< tp, tp + b > |2, Y) —

l
\
=1\

?’\ uM:

—D(< b, e > | 2, Y)}'

< 49 .41 Z (exp 4ok — 1) < 8pah
£=1 :



~

démontrent la continuité absolue de &(< s, t > | x, Y) en fonction
de ¢. '

Pour 2 > 0, on a de méme
1
I{¢(<s,t+h>]x,}’)—¢(<s,t> | z, Y)}
='f¢(<s,t> |x,dZ).%{d>(<t;t+h> |2, Y) —

—D(<tt> |2z Y)}

L’expression a intégrer étant bornée pour 0 < h < 1, les
opérateurs lim et | sont commutables, d’oli I'on a
h=>0 o

+ o
—dt—¢(<s,t> | , Y)=f¢(<s,t> | 2, dZ) At + 0 ]2, Y);
R
cette expression est au plus égale en valeur absolue &
) dxexpda |J | (<8, t > CJ),
donc elle est bornée.

En tenant compte des lemmes precedents, on voit alors que
la fonction @ posséde les propriétés énoncées au théoréme.

: Suppomns que tout sous-ensemble de R ne conte-
nant qu'un seul point soit mesurable.

Théoréeme:

Prémisse: La fonction At |z, Y) (teR, ze R, Y C R mesu-
rable) est bornée, me.sumble en (| x) complétement additive en Y
et U'on a

A(t | z, R) = 0,
At |2, Y) =0 pour xe R— Y.
Thése: Ona S ‘
KpAw |z, R)du = 1,
Ky A(w |z, Y)du > 0. A
Démonstration: La premiére relation de la thése est évi-

dente; d’apres la démonstration du théoréme précédent, la seconde
n’est a démontrer que si U = <s,¢>.

Pour xeY (et t>8) on a

E(z, Y)——fA(tlx, Y)dt > l—a(t—s)
ce qui est positif pour t—s <ol
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Pour xeR Y, ona(t>s)
E(x, Y) =0, fA(t|x Y)dt>0
Pour t—s <ol lexpressmn

hs, t|x Y)= (xY-+fAuxIﬁ&

n’est pas négative.
D’autre part, on verra que

K_<8,t>A(u | 2, Y) du
=1lim [ I(s, t, | % dZ,) [ kb, ta | 2, AZy) . . . hity, t | 2y, Y)
N—>0 R R

avec

y_s+N W N=2"—1(n=12...)..

+1
. D’apreés ce qui précéde, ’expression sous le signe lim n’est
pas négative lorsque v
N > (X(t - 8)’
d’ot1 l'inégalité désirée pour U étant un intervalle, alors pour
tout U C N mesurable c. q. f. d. :

Reste a vérifier la derniére formule pour K. Pour cela, posons

N
Oy =Y, T,
7% étant defini comme il suit:

Pour N fixe, 'ensemble < s, > est divisé en N 4 1 inter-
valles qui n’empiétent pas I'un sur l'autre et sont de la méme
longueur ‘Ceci donne la division de < s,¢ >¥ en (N + 1)¥ cubes
a k dimensions du méme volume n emplétant pas P’un sur 1’autre;
ceux d’eux qui apparmennent presque entiers & (k) forment Yen-
semble 7%,

- La fonction A(F |z, Y)y de figure F C R¥ (p. 5, §5) est
additive et absolument continue (p. 11); on a alors (p. 61)

A(F |2, Y)y =Ja(t |z, ¥)dt
et de plus

A[UY . (N) |, Y]y = [a(t |2 Y)dt
¥ .
pour U = < s,t>.

Soit P=ZR¥N =1,2,...) les termes de la série étant
pris disjoints; pour 7' C ?RN Ia mesure de 7 dans P soit égale
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a celle dans RY (prise au sens de Lebesgue); soit a(t | z, Y)
défini pour ¢ e P comme auparavant (on a feRY pour un N).

La suite {@y} est croissante et sa limite est presque égale
4 @=XUY. (N) (N=12,...). Pour chaque N fixe, I'expres-
sion sous le signe lim dans la relation & démontrer est égale a

E(z,Y) + [at |z Y)dt,
N

ce qui tend (pour N — o0) vers
E@ Y)+ [a(t |z Y)dt
-]

ce qui n'est que Ky A(u | @, Y)dt, c. q. f. d.
Si 'on reprend la démonstration du premier théoréme, on
voit que
Ky A(u + 0 | z, Y)du:KUA(u[x Y) du
ce qui donne le
Corollaire: La fonction A(t |z, Y) (teR, x e R, Y C R mesu-
rable), réelle et bornée étant mesurable en (¢ | x), complétement add:i-
tive en Y et telle que A(t + 0 | x, Y) existe, les conditions
At + 0|2 R) =0,
At +0|x, Y) >0 pour xe R—Y
sont mécessaires et suffisantes pour que
Ky Au |z, R) du = 1,
KyA(uw |z, Y)du > 0.

*

O jistém problému S. Bernsteina a A. Kolmogorova.
(Obsah piedchoziho &lénku.) '

Jest felit rovnici (Ch) tak, aby platily vztahy (0).!) Ukazuji,
Ze exidtuje pravé jedno feSeni rovnice (Ch) s podminkami (¢) a (d),
a nalézdm nutné.a dostatetné podminky (pro 4), aby platllo (O)
(viz posledni korolar).
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O rozkladu rovinnych kolineaci v produkt
harmonickych homologii.
Jan Srb, Novy Bohumin.
(Doslo dne 23. listopadu 1934.)

Podle poznamky v ..Geometrii projektivni® str. 276, pana
prof. J. Vojtécha dokazal M. W. Haskell v Transactions Amer.
math. soc. 7 (1906) analyticky, Ze kazdou rovinou kolineaci typu
[000] je moino vytvolit jako produkt (obecné) tff involu¢nich
homologif. V nasledujicim dokazuji syntheticky: KaZdou koli-
neaci dvou soumistnych poli 1ze rozloziti v produkt nej-
vyse t¥i harmonickych homologii a uvadim konstrukce téchto
homologii.

A. Kolineace nehomologické.

1. Rovinnou kolineaci typu [(000)] lze vidy rozloZit v produkt
dvou harmonickych homologii. V kolineaci dvou soumistnych poli
¢ a ¢’ typu [(000)], t. j. s jednou samodruznou pffmkou a jednim
samodrufznym bodem' na ni, bud X bodem samodruinym a jim
jdouei # samodruznou piimkou s indukovanou parabolickou pro-
jektivnosti korespondujicich bodd. Dvé libovolné nesamodruzné
fady bodové na korespondujicich pfimkach a, a’ poli g, o jdoucich
bodem samodrusnym X majf stfed perspektivnosti S (jiny nez X)
na z. Zvolme tento bod stfedem a pifmku o jdouci bodenr X tak,
aby Dp (aa’xo) = — 1, osou harmonické homologie. Touto prejde
}1)201e o' v soumistné pole g,, kolinedrné se soumistnym polem p.

ada bodové na a’ prejde v korespondujici fadu na a. Kolineace
poli g, o, mana piimce a Fadu samodruznych bodd, jest tedy homo-
logif. Jsou-li § = 0’ body polf ¢, ¢’ a 8, O korespondujici -body
polf o', p na pifmce z, jest podle znamé vlastnosti parabolicky
projektivnich soumistnych fad bodovych Dp (X88'0) = — 1.
Harmonickou homologii ptejde proto bod 8’ v bod 8; = 0. Ma
tedy homologie poli g, o, na samodruzné p¥mece x dvojici bodi
8 = 0, a 8, = O obapolné i odpovidajicich a jest proto homologif -
harmonickou. -

2. - Rovinnou kolineaci typu [000] lze vidy jedinou harmonickou
homologit prevést v kolimeact typu [(000)]. V rovinné kolineaci poli
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g,.¢’ typu [000] druhu prvého, t. j. s redlnym. invariantnim troj-
Ghelntkem, budte X, Y, Z reélné samodruzné body a 4, A’ dvojina
korespondujicich bodu nelezfcich na Z4dné samodruiné piimce.
Prisetiky sdruZenych paprski svazkd indukovanych kolineaci
v bodech A, A’ vytvoif pravou kuZelosetku % prochazejici body
A,A',X,Y,Z. Bod P bud pélem piimky A4’ ke k. Je-li bod L
prisetfk této pimky s ]ednou stranou, ku pf. XY, invariantniho
- trojthelnika a prochdzi-li spojnice bodu L a protéjéiho vrcholu Z
invariantnfho trojtthelnfka pélem P, zvolme na LP libovolny bod S
(jiny nez L a Z) stfedem a te¢nu o v bodé Z ke k osou harmonické
homologie. Touto piejde pole o’ v soumistné pole g, kolinearné se
soumistnym p. Pifmka ZA’ piejde v pfimku Z4. Protoze stfed S
harmonické homologie lez{ na piimce LZ ne v8ak v bodé L, ktery je
stfedem perspektivnosti fad bodovych indukovanych na pfimkach
ZA,ZA’ kolineaci polf ¢ a o', neprochézi jim mimo ZS %adna
piimka spojujici korespondujici body obou fad. M4 tedy kolineace
poli g, g, na samodruzné pifmce ZA jediny samodruzny bod Z.
Kdyby v této kolineaci existovala jesté jedna piimka samodruzni,
musela by prochézet- bodem Z. V obou soumistnych svazcich
paprskovych indukovanych kolineaci poli g, ' v samodruzném
bodé Z neni viak mimo ZA4 a ZA' z4dnych dvou korespondujicich
paprski, které by harmonicky oddélovaly stied S a osu o harmo-
nické homologie. Kdyby existovaly takové pfimky b, b’, protinaly
by kuZelosetku k v bodech B, C’': Pifmka BC’ protla by pfimku 44’
v p6lu P’ poléry ZP a piimky AC’' a BA’ by se protinaly v bodé
lezicim na této polaie. Tento bod by musel zaroven lezet na pfimce
XY, kterd je osou obou soumistnych projektivnich kvadratickych
Fad na k, perspektivnich s obéma soumistnymi svazky se sttedem Z.
Tedy ob& piimky AC’ a BA' by se protinaly v bodé¢ L na AA’.
Nemohou proto harmonickou homologii (8, 0), mimo pimky AZ
a A'Z, splynout Zidné dvé korespondujici piimky kolinedrnych
poli g, ¢’ a kolineace soumistnych poli g, g, je typu [(000)]. Necht
nyni neprochdzi Z4dnéd pifmka, spojujici priusedik p¥imky AA’
a strany s prot&jim vrcholem invariantniho trojihelniku, pélem P.
Pimky spojujici sdruZené body na korespondujicich paprscich
svazkl- indukovanych kolineaci poli o, o’ v bodech A4, 4’ obali
fadu kuZelosetek se spoleénymi te¢nami A4’, XY, YZ, ZX a fadou
[8] doty¥nych bodi na 44’, projektivnou s obéma svazky A[a],
A’[a’]. Probihé-li totiz bod M kvadratickou fadu na k, je kazdy
“trojiihelnik M AA’ opsén jedné kuZeloseéce fady a podle limitniho
- pHpadu v&ty Desargovy promité se vrchol M a doty¥ny bod S
. 'pHsluiné kuZelosedky na 44’ z bodu Z dvojinou paprskové invo-
luce urdené pevnymi dvojinami XZ,YZ a AZ, A'Z. Jest tedy
[MIA [S), [M]A [a'] proto [S]A [¢']. Promitnéme fadu [S]
1z bodu -P paprskovym svazkem [a"] A [e¢']. Spoleénému paprsku
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A'P obou svazkl koresponduje ve svazku [a”] paprsek PA, ve
svazku [a’] paprsek 44’. Oba svazky jsou tedy prosté projektivni
a vytvorf jednoduchou kuZelosedku A prochizejici bodem A4’ na k.
PA’ je tetnou kuZeloseSky k v A’ a AA’ teénou kuZelosedky h
v tomtéZz bodé. Maji tedy A a k ve spoleéném bodé A’ ruzné teény
a protinaji se proto jesté alesponi v jednom redlném bodé¢ M, ne
viak v nékterém z bodu 4, X, Y, Z, protoze paprskim svazku
[a’], prochéizejicim bodem samodruznym koresponduji ve svazku
[a"] piimky spojujici bod P s prisebikem AA’ a prot&jsi strany
invariantniho trojahelnika, které podle pfedpokladu neprochézi
timto samodruZznym bodem a teéna kuZelosetky A v bodé P pro-
chazi bodem A. Zvolme harmonickou homologii stiedem S =
= (PM, AA,) a osou o teénou kuZelosetky k v bodé M. Touto
piejde pole p’ v soumistné pole g, kolinedrné se soumistnym po-
lem g. Ptimka a’ = A’'M prejde v a = AM a bod A’ v bod 4.
V rovinné kolineaci poli g, g, jsou tedy piimka a a bod 4 prvky
samodruzné. Na piimce @ v8ak neni, mimo bod A, jiného samo-
druzného bodu protoZe stfed harmonické homologie S je dotyénym
bodem pravé kuZelosetky obalené spojnicemi korespondujicich
bodu poli g, o’ na piimkach a, a’, tedy mimo teénu 44’ jim ne-
prochézi Zadna piimka spojujici sdruzené body piimek a, a’. Kdyby
v kolineaci poli g, g, existovala jedté jedna samodruinéd piimka,
prochazela by bodem 4. Osa o harmonické homologie je te¢nou
kuzelosedky k£ v bodé M nemé s ni tedy jiného spoleéného bodu,
t. j. pouze pifmky a, a” odpovidajici si ve svazcich [a], [a'] se na ni
protnou a splynou touto transformaci. Jsou tedy bod A a jim
jdouci ptimka a jedinymi samodruZnymi prvky kolineace poli g a g,.
Diukaz i konstrukce jsou platné i pro kolineaci typu [000] druhého
druhu, t. j. s tfemi riznymi body samodruznymi, jednim realnym
a dvéma imagindrnimi sdruZenymi. V tomto piipadé jen nikdy
neprochazi pifmka spojujici bod P s pruseéikem piimky AA’
a piimky samodruzné XY, samodruznym bodem Z. Je-li Z redlnym
samodruznym bodem na k neni tato protata pfimkou XY redlns.
Padne proto vidycky piimka spojujici pél redlné seény A4’ a pri-
se¢ik této s p¥imkou XY do té &asti roviny, rozdélené tednami
z bodu P ke k vedenymi, ve které nelezi k. Paprskova involuce pak,
kterou se z bodu Z promitajf fady [M] a [8] je uréena jen jednou
druZinou reélnych paprskt ZA4, ZA'. Kvadratickd viak, kterou
vytind na k je urdena stfedem L = (XY, 44’). o

3. Rovinnou kolineaci typu [(00)0] je vidy moino bud jedinou
harmonickou homologit prevést v kolineact typu [(000)], nebo rozloZit
v produkt dvou harmonickych homologii. V kolineaci dvou soumist-
nych poli g, o’ typu [(00)0], t. j. se dvéma riznymi redlnymi ptim-
kami a dvéma riznymi redlnymi body samodruznymi, budte X, ¥
body, p¥mka =z, prochézejici bodem X (ne viak Y) a y = XY
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pimkami samodruznymi s indukovanymi projektivnostmi typu
[(00)] a [00]. 4, A" budte dva korespondujici body, které nelezi
na %adné pfimce samodruzné. Sestrojme opét jednoduchou kuzelo-
setku k vytvofenou prusediky korespondujicich paprski svazki
indukovanych touto kolineaci v bodech 4 a A’, ktera prochazi
body A4, A’,Y a v bodé¢ X se dotykd piimky x. Padne-li pél P
polary 4 A’ ke k na samodruznou pfimku y (na  padnout nemize),
jest Dp (XA, XA4', z, y) = — 1, tedy soumistné svazky paprskové,
indukované kolineaci v samodruzném bodé X, jsou involuéni.
Zvolme harmonickou homologii osou 0 = y a libovolnym bodem §
na z (mimo X) jako stfedem. Touto prejde pole p’ v soumistné
pole g, kolinedrné s p. Kolineace poli g, o, je homologie protoze
vSechny sdruzené paprsky svazku se spoleénym stiedem X splynou
a tato ma svazek samodruZnych paprsku. Podle odst. 1 piejde pro-
jektivnost typu [(00)] na samodruzném paprsku x v projektivnost
involuéni. Homologie poli p, o, je tedy harmonicka. '

Nepadne-li bod P na pfimku y provede se konstrukce i dikaz
jako u druhé &asti odstavce 2 (typ [000] prvého druhu), kde je jen
tfeba psati misto samodruzného bodu Z samcdruzny bod X, misto
samodruznych piimek ZX, ZY piimky «, y a upraviti dikaz, Ze
druhym prisetikem kiivek h a k neni bod samodruzny, nésledu-
jicim zpisobem. Paprsku 4'Y svazku [a’] koresponduje ve svazku
[@"] paprsek PK, kde K = (44’, x). Pak je XP polarou bodu K,
AA’ polédrou bodu P, tedy PK polarou bodu R = (XP, A4’).
V polarném trojahelniku PKR protinaji strany PR (prochdzi{ X)
a AA’ kuzelosetku k realné, tedy PK ji nikdy reidlné neprotina.
Paprsku pak XA’ svazku [a'] odpovidé ve svazku [a”] paprsek
spojujicf bod P s prisetikem piimek 4A’ a y, ktery nemtze pro-
chazet bodem X leZicim také na y, protoze podle predpokladu
bod P nepadne na y.

B. Homologie.

1. Dokazme nejprve pomocnou vétu: Transformujeme-li jedyu
ze dvou hyperbolicky projektivnich bodovych 7ad na pFimce vSems
hyperbolickymi involuénimi projektivnostmi s jednim samodruznym
* bodem spoleénym, ktery neni zdroven samodruinym bodem obou fad,

jsou samodruiné body projektivnosti tvorenych fadou stialou a fadams
transformovanyms, dvojinami téZe involuce. Jednou druZinou této
-involuce je spoleény bod samodruZny viech involuci jako bod
fady transformované a v pivodni projektivnosti korespondujici
bod fady pevné. Budte 8, O samodruiné a A, A’ korespondujici
body soumistnych projektivnich fad na p¥imce 7. Z bodu na kuZelo-
sedce k promitnéme tyto fady do kvadratickych projektivnich fad
na k se samodruznymi body 8,, O, a dvojici bodd korespondujicich
A,,A";. Radu bodovou [M] na te¥n& t kuzelosetky k v bodé 4,,,
promitn&me z bod& S, a 0, do perspektivnich fad kvadratickych
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[S:] a [O;] na k a koneéné tyto fady z bodu 4, do fad [P], [@] na
ptimky p = (4',8,), ¢ = (4,0,). V projektivnich fadich [P], [@]
je spoleény bod A’, obou pifmek p, g sim sobé& pfidruzen. Jsou tedy
obé¢ fady perspektivni podle sttedu K. Vedeme-li z bodt fady [M]
na t jeSté druhé teény ke k, tvo¥i jejich dotyéné body kvadratickou
tadu [M,]. Jsou-li M, M,, S,, O0,, P, @ korespondujici body uvede-
nych fad, jest patrné¢ Dp (4',M,0,0,) = — 1, Dp (A", M,8,8,) =
= — 1, tedy body 8, a O, piejdou v body S, a O, involuci se samo-
druznymi body A4’; a M,. Bodim 8;, 0,, 4, v pavodni projektiv-
nosti korespondujici body 8, 0,, A’; piejdou involucemi s jednim
samodruznym bodem spoleénym A’; a druhym M, tady [M,]
v body 8,, O, fad [8,], [0;] a 4’,. Korespondujici body P = (4,8,
A',8,) a @ = (4,0,, A',0,) uréuji osu PQ projektivnich kvadra-
tickych fad S, 0,, 4, a 8, 0,, A’; na k. Protoze tady [P], [@] jsou
perspektivni, prochézeji vSechny osy P@ jejich stfedem perspek-
tivnosti K a pruseéiky téchto os s £, t. j. samodruzné body fady
pevné 8,, 0,, 4, a projektivnich s ni fad transformovanych S,, 0,. 4;,
tvolfi druZziny téZe involuce na k. Oba soumistné projektivni pa-
prskové svazky jimiz se promitaji Fady [S,], [0,], tedy také [P],
[@]. z bodu A,, maji jediny samodruzny paprsek A,4’; (paprsku
4,0, odpovidd A4,8,). Leii tedy na ném stted perspektivnosti Fad
[P], [@], ktery je zaroveii sttedem kvadratické involuce dvojic
samodruznych bodi. '

Rovinna homologie (neharmonické) poli ¢ a ¢’ bud déna stie-
dem 8, osou o a dvéma korespondujicimi body A4, 4’. Piimku o,
jdouci bodem A4’, neprochézejici bodem 8 jinak libovolnou, zvolme
spole¢nou osou viech harmonickych homologif jich# sttedy vyplituji
piimku r = AA’. P¥imka r zistane pii viech harmonickych homo-
logiich invariantni a podle pomocné véty jsou na ni samodruzné
body vsech rovinnych kolineaci tvofenych polem p a t&mi, kterd
vzniknou transformaci pole ¢’ témito harmonickymi homologiemi,
dvojinami involuce z nichZ jednou je A, A’. Bodem S vedme
piimku s (jinou neZ r) a promitnéme na ni z bodu X = (o, 0,)
body 4, A’ do bodu B, B’ a involuci samodruZnych bodt do invo-
luénich ¥ad [R], [T]. Neni-li bod S samodruznym bodem involuce
na r, je vZdy mozno nalézti alespoii jednu dvojici R, 7' korespondu-
jicich bodt fad [R], [7'] takovou, Ze bod R je samodruinym bodem
involuce bodové na piimce s uréené dvojinami boda S, 7" a B, B'.
Abychom to dokazali, promitnéme z bodu kuZelosetky % na tuto
body B, B’ do B,, B';, bod 8 do bodu 8, a ¥ady [R], [T'] do kvadra-
tickych fad [R'], [1"]. Dale bud bod E pélem piHmky B'B, k h
a bod L na B,B’, sttedem kvadratické involuce na k. Z bodu S, na %
se obé fady [R’'] a [1"] promitaji projektivnimi soumfstnymi svazky
paprskovymi [r'] a [¢']. Protina-li svazek paprskovy [¢'] p¥mku
B,B'; v ¥adé bodové [T,], vytvori polary bodu této fady svazek
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E[t"] s nf a tedy i se svazkem [r'] projektivni. Spoleénému paprsku
S;E obou svazku [r'] a [t"] odpovida ve svazku [r'] paprsek S;L.
Protoze podle piedpokladu S neni samodruznym bodem involuce
na 7, nemuze bod L byt priseéikem teény v bodé S; k » s ptimkou
B,B’;, ani jeho harmonickym pélem L' = (S;E, B,B’;) na této
piimce. Jsou tedy svazky [r'] a [¢"] prosté projektivni a vytvori
prisediky korespondujicich paprskit pravou kuZeloseéku [ jejiz
tedna, v jejim pruseéiku S; s kuZelosetkou %, neni teénou této.
Protnou se proto kuZelosetky h a I, mimo bod S, jesté alespon
v jednom realném bodé R’'. Protoze paprskum S;B; a S;B’, svazku
[#'] odpovidaji paprsky EB’, a EB, svazku [t"], neni tento praseéik
Zadnym z bodd B,, B';. Koresponduje-li bodu R’ v kvadratické
_involuci na k bod 7", protini se teéna v bodé R’ kuZeloseCky kA
. 8 ptimkou 8,7’ na p¥imce B,B’; a tedy priméty boda 7" a R’ na
piimku s jsou hledanou dvojinou 7', R. Promitnéme body 7', R
z bodu X na piimku r'do bodt Y, Z a zZvolme harmonickou homo-
logii osou o, a stfedem O, na r takovym, aby body Y a Z byly samo-
druznymi body fad indukovanych na invariantni pfimce r kolineace
poli o, g, (o, je pole, které vzniklo transformaci soumistného pole o’
touto harmonickou homologif). V kolineaci poli g, o, jsou body
X, Y, Z, samodruzné a body B, B’ korespondujici, které nelezi na
zadné samodruzné piimce. Zvolme nyni druhou harmonickou
homologii stfedem O, = R a osou 0, = (Y R’), kde bod R’ je druhym
samodruznym bodem involuce (BB’, T'S) na s. Touto piejde pole g,
v soumistné pole g, kolinearné se soumistnym p. Bod O, = (BB',
XZ) je stitedem perspektivnosti fad korespondujicich bodi poli g, o,
na piimkach b = (Y B), b’ = (Y B’) a s ptimkou o, oddéluje pfimky
b, b’ harmonicky. Bod O, a priiseéfk osy o, se samodruZnou piim-
kou XZ oddéluji také harmonicky oba samodruzné body X, Z.
Piejde tedy druhou harmonickou homologii fada bodovd na b’
v fadu korespondujicich bodi na b, bod X v bod X, =Z a bod
Z v Zy = X. Kolineace polf g a g, je tedy harmonickou homologif,
protoze mé fadu samodruznych bodd na pfimce b a na samodruzné
piimce XZ dva body X = Z,, Z = X, obapolné si odpovidajici.
Je-li bod 8 samodruZnym bodem involuce na s, zvolime O, v kterém-
koliv bodé, mimo S, 4, 4’, pfimky r a p¥i konstrukei druhé harmo-
nické homologie zaménfme v konstrukci privé uvedené bod R
za 8, Y za X, piimku XZ za XY a involuci na s za involuci na r.

2. V kolineaci soumfstnych poli p, ¢’ typu [(1, 0)], t. j. v homo-
logii 8 osou o prochézejici stfedem 8, stadi zvolit stied S, = S
a libovolniou nesamédruZnou piimku o, osou harmonické homologie.
Svazek samodruZnych paprski se stiedem S je pfi této harmonické
homologii invariantni a na jeho paprsku o vznikne involuéni fada
- korespondujicich bodd poli g, o, (pfesio-li pole o’ harmonickou
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homologii v pole g,). Je tedy kolineace soumistnych poli p, g, také
harmonickou homologii.
*

Sur la décomposition des homographies planes en produit des
homologies harmoniques.

\ (Extrait de l'article précédent.)
L’auteur démontre que chaque homographie de deux champs

superposés peut étre décomposée en produit de trois homologies
harmoniques au plus. Il en donne méme la construction. ‘



Poznamka k ¢lanku ,,O rozkladu rovinnych
kolineaci.
Jan Srb, Novy Bohﬁmin.
(Dodlo dne 21. kvétna 1935.)

V élanku ,,0 rozkladu rovinnych kolineaci v produkt harmo-
nickych homologii*)* jsem ukdzal, Ze kazdou (nesinguldrnf) rovin-
nou kolineaci je mo#no rozlozit v produkt nejvyse t¥i harmonickych
homologii. Ptejme se, neni-li moZno rovinnou kolineaci rozlozit
v produkt- dvow- harmonickych homologii.

Je-li K kolineace dvou soumistnych poli ¢ a ¢’ a ma-li pole o’
prejit homologii H v soumistné pole o, takové, aby kolineace poli g
a g, byla homologii H,, musi stfed homologie H padnout do stfedu
perspektivnosti dvou linedrnich bodovych rad korespondujicich
v K a osa prochizet samodruznym bodem spoleénym obéma.
fadam. ProtoZe v rovinné kolineaci je vZdy alesporni jeden bod samo-
druZny, existuji v ni vidy perspektivni sdruzené fady a pak vSechny
tyto fady maji: 1. jediny, 2. vice stiedii perspektivnosti. V pripadé 1.
je stfed vrcholem svazku samodruZnych paprska. Existuje tedy
fada samodruznych bodd a lezi-li stfed na této fadé je kolineace
typu [(10)], nele#i-li na ni je kolineace typu [10]. V piipadé 2.
stfedy vypliiuji pifmku samodruZnou, ptislusnou k samodruZnému
prisediku perspektivnich fad. Padne-li tento prusetik vidy na
ptidruzenou samodruznou pimku je kolineace typu [(000)],
nepadne-li na ni nikdy je kolineace typu [000], nastanou-li oba
piipady zérovei je kolineace typu [0(00)]. :

Uva%ujme nejprve nejobecndjsi pifpad, kolineaci typu [000].
Jsou-li X, Y, Z samodruzné reilné body nelezici v piimce, je koli-
neace K urdena dvéma korespondujicimi body A, A" nelezicimi
na #4dné strand invariantniho trojthelniku. Nazveme-li priméty
boda A, A’ z vrehold X, Y, Z na strany tohoto A, A'y; Ay, A'y;
A;, A', a prisetfky spojnice AA’ se stranami S, Sy, S; jest

*) Casopis 65 (1936), str. 77—83.
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S.8,8.4AA’ %E\—‘SzZYAxA', % ZSyXA,,A’,,—;- YXS,4.4’,. Body 8.,

Sy, S, jsou stiedy perspektivnosti fad XA, XA',; YAy, YA
ZA, ZA', a A, A'y; Ay, A'y; A, A'; body sdruzené na stranich
invariantnfho trojahelniku. Zaujme-li pfimka 8,8,S; viechny mozné
polohy v roviné trojahelniku XY Z, prob&hnou body 4, A’ viechny
dvojiny korespondujicich bodd a jest vidy S,ZYAzA':z N\
A ZS8, XA, A'y N YXS,4,4’,. Je tedy kolineace K uréena mimo
vreholy X, Y, Z invariantniho trojahelniku tiemi body na jedné
jeho stran& z nich# dva jsou sdruZené v K a jeden je stfedem per-
spektivnosti fad uréenych témi body a protéjsim vrcholem. Tyto
tii body je moZno volit libovolng, ale tak, aby nesplyvaly Zadné
dva a z4dny s bodem samodruznym. ProtoZe dile soutin charak-
teristickych dvojpoméri kolineace K je + 1, jsou mozné dva pri-
pady: bud kazdé dva sdruzené body na kazdé strané invariantntho
trojahelniku neoddsluji, nebo na jedné strané neoddéluji a na dvou
oddéluji body samodruzné. Bud strana YZ ta, na které se 4., A's
a Y. Z neodd&luji. Zvolime-li nyni homologii H harmonickou se
stfedem S, a osou jdouci bodem X a oddé&lujici harmonicky s bo-
dem 8, body A4,, A, bude pfimka X A4, osou homologie H, a piim-
ka YZ samodruznou. Aby také H, byla involuéni, t. j. aby na YZ
vznikla h. h. H involuce, je nutno, aby se touto vyménily samodruz-
né body Y, Z, tedy S, musi byt dvojnym bodem involuce uréené
dvojinami Y, Z a A,, A';. Zvolme bod S, tak, aby s X (tedy is Y)
oddéloval body A, A’z tedy také s S,(S;) body 4, A’, ale aby
nebyl dvojnym bodem involuce Y, Z, A,, A';. Z projektivnosti
skupin 5 bodt YZS,4,4'; na YZ plyne, ze neni dvojnym bodem
z4dné skuping na této piimce a z perspektivnosti skupin na ostat-
nich dvou stranach s S,8,8,4A4’, ze p¥i této volbé S, body A4,, 4',
a A, A’, oddéluji samodruzné body XY, ZX. Neni tedy mozno -
tuto kolineaci rozlozit v produkt dvou harmonickych homologii.
P#i jiné volbé S, je z této perspektivnosti patrno: je-li Sy, Sy
nebo S, dvojnym bodem involuce YZ, A;A';; XY, A,A’; nebo
XZ. Ay,A'y v jedné skuping, pak je jim také ve viech skupinich
na téze primce, ale v Z4dné na zbyvajicich dvou pifmkach. Jsou-li
oba body Y, Z imaginarni sdruZené na realné samodruzné ptimce z,
promitnéme z bodu X dvé& linedrni, neperspektivni, korespondujioi
fady (4), (4’) na pi{mku z do Fad (4z), (4'z). Spojnice korespondu-
jicich boda A, A’-fad (A4), (4’) protinaji = v tad¢ (S). Pak je

(A)A(4), (Az) :; (4), (4'z) 2% (4’) a protoze z je jednou ze
spojnic A4’ je (8) A (A} A (4') tedy (8) A (dz) A (A'). AA'S je

teénou pravé kuzelosetky obalené spojnicemi AA’. Splynou-li
A, a A',, prochézi teéna bodem X a S splyne s ob&ma body. Maji
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tedy po dvou projektivni fady (S), (4z), (4'z) tytéZ samodruzné
‘body Y,Z a skupiny S4,4'.YZ jsou opét projektivm’. Protoze
realna hyperbohcka involuce muze byt uréena dvojinou bodu
realnych A,, A’; a dvojinou lmaglnarnich sdruzenych Y, Z. plati
pro tento typ totéz co bylo Fedeno o typu s redlnymi body samo-
druznymi.

Jsou-li v kolineaci typu [0(00)] X, Y redlné samodruzné body
na invariantn{ p¥fmce « s indukovanou prOJektlvnostl typu [00]ay
invariantni pfimka s projektivnosti typu [(00)], nelze volit stied
h. h. H na pfimce z, protoze perspektivni fady, majici na této
ptimce stiedy, prochazeji samodruznym bodem X, kterym by
také musela prochazet osa h. h. H. Pak ale projektivnost [00] na
pfimece x pfi H invariantni, nemuze touto piejit nikdy v involuci.
Zvolime-li stted h: h. H na pfimce y, je tato p¥i ni invariantni
a aby projektivnost typu [(00)] na y pfesla v involuci. musi osa
h. h. H prochazet bodem X. Tato osa musi vSak také prochizet
bodem Y jako priseéikem fad se stfedem perspektivnosti na y. Je
tedy nutno zvolit samodruznou pifmku x zaosu h. h. H. Aby
také H, mohla byt involuéni, je nutno, aby soumistné projektivni
fady indukované kolineaci K na x byly involuéni. O této a o koli-
neacich typu [(10)] a [(000)] je v zminéném ¢lanku dokazano, Ze je
vidy mozno rozlozit je v produkt dvou harmonickych homologii
a zarovel je uvedena volba stiedl a os.

Neinvoluéni kolineaci typu [10] nelze nikdy rozloZit v produkt
dvou harmonickych homologii. Stied h. h. H by bylo nutno zvolit
ve stfedu jejim, ktery je samodruznym bodem fad indukovanych
kolineac{ K na samodruznych paprscich jim jdoucich. Tyto paprsky
jsou tedy i pfi H invariantni a projektivnosti typu [00], na nich
kolineaci K indukované, nemohou h. h. H pfejit v perspektivnosti
involuéni. Jinak by musela byt osa dané homologie zvolena za
osu h. h. H. V tomto piipadé opét nemiize piejit v involuci hyper-
bolickd projektivnost indukovand danou homologii na pfimce
spojujici jeji stied se stfedem homologie H, kters je také invariantni
pii H,. Tim je dokdzdno: Rovinnou kolineaci (nesinguldrni a ne-
wnwvoluéni) nent obecné moino rozloZit v produkt dvou harmonickych
homologii. V pripadech kdy rozklad moiny je, je vidy moiny systé-
mem mnekonecné mnoha dvojic a to bud 7ednomocnym s invarianint

pHimkou a invariantnim bodem (ktery maze na této primce lefet). nebo
8 dvéma pfimkami a dvéma body invarianinimi nebo dvéma systémy
dvojmocnyma: proym se svazkem invarianinich paprski, druhym
8 fadou invarsantnich bodd. V pifpadu prvém vsechny stiedy dvojic
h. h. jsou dvojiny bodi invariantni -pfimky a osy dvojiny piimek
svazku se stfedem v invariantnim bodé. V piipadu druhém sttedy
- prvych’ (druhych) h. h. z kaZdé dvojiny jsou body invariantni
pimky jedné a spoleéné, osa je druhé invariantni pfimka. Spoleény
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stfed druhych (prvych) h. h. je priseéik obou invariantnich pfimek
a osy jsou piimky svazku se sttedem v invariantnim bodé& na druhé
piimce. V prvém systému dvojmocném je vrchol svazku invariant--
nich paprskd spoleénym stiedem vsech h. h. a osy jsou dvojiny
piimek - protinajicich se na jednom z téchto paprski. V systému
druhém je spoleénou osou h. h. pfimka invariantnich bodu a stfedy
dvojice bod na paprscich svazku s vrcholem na spoleéné ose.
*

Remarque 3 Particle ,,Sur la décomposition des homographies
planes‘.*)

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur démontre qu’on ne peut pas en général décomposer
une homographie en produit de deux homologies harmoniques.
En cas exceptionnel ol cette décomposition a lieu, on peut 1’ef-
fectuer moyennant de paires des homologies harmoniques lesquelles
constituent ou bien un systéme a un parameétre ou bien deux
systémes a deux parametres.

-

*) L’article cité a été publié dans ce recueil, pp. 77—83.
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CAST FYSIKALNL.

.Les oscillations du magnétron avec la triode.
M. Jahoda, Praha.
(Regu le 30 septembre 1935.)

L’étude que nous allons faire concerne la production des ondes tres
courtes au moyen d’une triode possédant des électrodes cylindriques et
circulaires dont I’axe est le filament et placé dans un champ magnétique
dont les lignes de force sont paralléles au filament. Cet ensemble porte le
nom de triode-magnétron.

La premiére partie traite des ca.ractemsthues du triode-magnétron,
la deuxiéme le triode-magnétron en tant que générateur des ondes tres cour-
tes et la troisiéme partie la dépendance de la longueur d’onde du systéme
extérieur. ,

A. Zagekl) a déja montré qu’on pouvait se servir d’une diode
pour la production des ondes tres courtes. La diode était constituée
par une anode cylindrique et circulaire dans I'axe de laquelle se
trouvait le filament et était placée dans un champ magnétique
dont les lignes de force étaient paralléles au filament. Ce méme
_ auteur a fait breveter?) non seulement le magnétron avec la diode,
mais aussi le magnétren avec la triode. )

Dans cette étude nous allons montrer en effet qu’on peut aussi
se servir d’une triode en appliquant sur la plaque et sur la grille
une tension positive.

Le magnétron utilisé est ainsi constitué: soit c’est une diode
a anode cylmquue et circulaire dont ’axe est le filament et placée
a l'intérieur d’une bobine magnétiseuse assez longue de fagon que
les lignes de force soient paralleles au filament. Soit ¢’est une triode
a électrodes cylindriques placée au centre de la bobine magnétiseuse
de la méme fagon que la diode car c’est la condition pour que la
lampe soit dans un champ uniforme. La bobine magnétiseuse est
constituée par un tube de cuivre jaune de 5,8 cm de diamétre et
de 38 cm de longeur sur lequel on a enroulé 3688 spires de fil de
cuivre de 1,56 mm d’épeiseur. Un courant de 1 Amp: produit au
centre de la bobine une intensité de champ magnétique de 106

Oersted.
’ Si nous plagons la diode au centre de la bobine parcourue par
le courant, la trajectoire des électrons (émis par le filament et

. 1) A, Zadek, Casopis pro péstovéni matem. a fysiky 58 (1924), 378;
Jahub. f, drahtl. Telegr. 82 (1928), 172. '
2) {s. pat. No. 20.293; All. pat No. 471.524.
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attirés par l'anode positive) qui était primitivement rectiligne,
se courbe. Plus le champ magnétique augmente, plus la courbe
s’accentue. De plus, pour un champ magnétique de faible intensité,
les électrons continuent a atteindre 1’anode, mais pour une plus
forte intensité il arrive que les trajectoires sont tellement defor-
mées que les électrons ne peuvent plus atteindre ’anode. Le champ
magnétique correspondant est appelé champ magnétique critique
ou champ de blocage Hy,.

Si tous les électrons partaient du filament avec la vitesse zéro
et si tous les points du filament étaient au méme potentiel, au
début, & mesure qu’on éleverait la valeur de champ magnétique,
le courant d’anode serait constant. Puis le champ de blocage étant -
atteint, le courant anodique tout & coup tomberait & zéro. Si nous
faisions croitre encore cette intensité du champ magnétique, l'inten-
sité du courant anodique serait encore zéro. A. W. Hull3) a trouvé
que l'intensité du champ de blocage était donnée par la formule

Hyy = \/8ﬁ . VE. _ konst MEﬁ, (1)
e g T g

ou m est la masse de l’électron et e sa charge. £, est le potentiel
de Tanode et. 7, le rayon de I’anode.

Mais en réalité, les électrons partent du filament avec des
vitesses différentes et tous les points du filament ne sont pas au
méme potentiel. I.’anode a par conséquent un potentiel différent
par rapport au différents points du filament et c’est pourquoi,
lorsque le champ de blocage est atteint, le courant de plaque ne
descend pas brusquement & zéro, mais y parvient trés vite d’une
facon continue. '

En ce qui concerne le triode-magnétron, il faut envisager non
seulement le courant de plaque mais aussi celui de grille. Leur
intensité est donnée en fonction du champ magnétique H par les
formules

iy = fl(H)Ea,Eg=konst.§ q = fz(‘H)Ea,Eg=k0nEt.’ (2)
ol 4, est le courant de grille, ¢, le courant de plaque, £, le potentiel
de grille et B, le potentiel de plaque.

Les potentiels de plaque et de grille étant positifs, une partie
des électrons atteint la grille, une autre la plaque. Mais si 1’on place
la triode dans le champ magnétique précédent, & mesure que le
champ croit, les trajectoires des électrons s’incurvent. Lorsque ce
champ a atteint une certain valeur H,,, appelée champ:-de blocage:
anodique, les électrons ne peuvent- plus parvenir & la plaque. Le
courant anodique a alors atteint- trés vite la valeur zéro et s’y
maintient pour des champs magnétiques plus grands que Hgg,.

3) A. W. Hull, Physical Review 18 (1921), 31.



Les électrons retournent en arriére vers la grille positive. Une
partie d’entre eux tombe sur elle et le courant de grille augmente,
une autre partie retourne au filament. Qu’arrive-t-il encore lorsque
le champ magnétique a dépassé la valeur H,,? Les trajectoires
des électrons s’incurvent de plus en plus & tel point que lorsque le
champ a atteint la valeur Hy, (Hgu, > Hqa:) appelée champ
de blocage de grille, les électrons ne peuvent plus parvenir & la
grille, leurs trajectoires sont toutes entiéres situées entre le filament
et la grille et le courant de grille atteint trés vite la valeur zéro. On
constate que la valeur de H,;, est a peu prés indépendante du
potentiel de grille, méme la valeur Hg, est a peu prés indépen-
dante du potentiel de plaque de sorte que les valeurs de H,;, et Hy,
sont données par: \

H,i, = konst VTE; H ., = konst l/;l?—”, (3)
a g

ol 7, est le rayon d’anode et 7, le rayon de grille.

Sur la fig. 1 sont représentés les caractéristiques du triode
magnétron avec une cathode wolfram du r, = 0,9 cm, 7, = 0.3 cm,
E, = E, = 120 Volt. :

Le magnétron considéré comme générateur.

Supposons que nous plagions la diode dans un champ magné-
tique supérieur ou égal au champ de blocage, les électrons décri-
vent alors des courbes fermées et leur mouvement périodique
engendre entre les électrodes une différence de potentiel alter-
native, dont la période est fonction du temps mis par I’électron
a décrire une de ces courbes. Pour étudier les ondes électromagné-
tiques correspondantes on a relié I’anode et le filament & deux fils
métalliques paralléles éloignés de 15 mm et de longueur variable.
On peut faire varier cette longueur soit en changeant purement et
simplement les fils, soit, pour de petite variations, en faisant
glisser deux petits tubes placés au extrémités des fils. La longueur
d’onde fut mesurée.au moyen du systéme de Lecher: deux fils de
cuivre éloignés I'un de 1'autre de 20 mm et tendus sur un chassis
de bois, furent reliés par un pont métallique rectangulaire de
100 X 95 mm que I’on pouvait déplacer au moyen d’un fil de soie.
Les extrémités des fils métalliques d’un coté furent fixés a une
plaque de cuivre jaune rectangulaire de 70 X 50 mm, fendue par
le milieu et dont les deux parties avaient été legérement écartus,
une d’entre elles fut reliée 4 un détecteur & cristal par I'intermédiaire
d’un condensateur et I'autre fut reliée directement au détecteur.

En paralléle avec le détecteur on avait placé un galvanométre
4 miroir,



Les oscillations du diode-magnétron prennent naissance au
voisinage du champ de blocage et la longueur d’onde est donnée
par la relation

konst
A= H, (4)

A imesure que le champ magnétique croit (a condition que
I’anode soit toujours au méme potentiel) I'intensité des oscillations
diminue trés vite. ' :

Si nous utilisons le triode-magnétron et si nous donnons au
champ magnétique une valeur égale ou supérieure au champ de
blocage de grille Hy,, les trajectoires des électrons sont toutes
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entiéres comprises dans l'espace grille-filament et ressemblent aux
trajectoires des électrons dans le diode-magnétron. Les oscillations
se produisent et leur longueur d’onde est donnée aussi par la
formule (4). ) »

Les oscillations du triode-magnétron correspondant aux
trajectoires d’électron toutes entiéres dans ’éspace grille-filament,
nous les appelerons oscillations du genre I. Elles prennent nais-
sance pour les champs magnétiques H donnés par la relation

’ H > Hg. ()
C’est pour H = Hy, que les oscillations ont la plus grande- inten-
sité. . -

Les oscillations du genre I sont identiques aux oscillations
du diode-magnétron de Zadek.

Cependant quand les électrons peuvent pénétrer dans l’éspace
grille-anode, c’est & dire quand l'intensité du champ magnétique
est telle que: :

.



Hakr g H < Hakr: (6)

des oscillations se produisent et nous les appelerons oscillations
du genre II. Les électrons qui partent du filament traversent la
grille, pénétrent dans 1’éspace grille-anode et retournent vers la
grille. Dans ce deuxiéme passage vers la grille une partie des
électrons reste sur la grille et ’autre partie retourne au filament.
On. montre qu’au voisinage de Hg; non seulement le courant
d’anode 4, diminue, mais aussi le courant total 7, donné par ¢, =
= iq + %, comme on peut le voir sur la caractéristique 4, du triode-
magnétron (fig 1). Cet abaissement du courant total au voisinage
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de H,, est I'indice, que les oscillations se produisent. La longueur
d’onde est donnée par la relation

A
AII' = Ty (7)

ot 4 est la constante et H I'intensité du champ magnétique donnée
par la relation (6).

_ L’6tude des oscillations du genre II du triode-magnétron
furent faite principalement dans le cas, o E, = K, car dans ce
cas- les oseillations sont les plus.intenses et les plus stables. La
figure 2 indique les variations de la longueur d’onde en fonction
du champ magnétique et le tableau suivant indique les différentes
mesures effectuées. On en a déduit dans chaque cas la valeur de
la constante A4.
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- H A.10-3
: l
822 | 1218 | 100 |
77,5 127.2 9.86
74,5 132,4 9.87 | E, = E, = 240 Volt.
71,4 137,8 9,84
69,0 143.3 9,88
66,3 1484 9,85
61,8 159,0 983
60,0 164,3 986 |

La valeur du champ de blocage anodique calculée d’apres la
relation (3) est de 115 Oersted.

Dépendance des oscillations du genre II du systéme
extérieur.

Les ogcillations du genre II du triode-magnétron sont par
leur production la transition entre les oscillations de Barkhausen-
Kurz et les oscillations du diode-magnétron du genre I. En ce qui
concerne la triode aux électrodes cylindriques productrice des
oscillations de Barkhausen-Kurz, la grille est 4 un potentiel positif
élevé, tandis que la plaque est & un potentiel nul ou négatif. La
vitesse des électrons émis par le filament est accrue par la grille
positive. Une partie d’entre eux traverse la grille et, la plaque
étant négative, ne peut pas parvenir a cette derniére et s’en retour-
ne vers la grille; une partie la traverse et retourne au filament.
Ce mouvement périodique des électrons autour de la grille produit
entre les électrodes une différence de potentiel alternative de trés
haute fréquence. H. E. Hollmann?) a étudié la dépendance de la
longueur d’onde des oscillations de Barkhausen-Kurz du systéme
extérieur. Il a trouvé des domaines ol la longueur d’onde ne
dépend pas du systéme extérieur (partie 4) et d’autres-ou elle
en dépend (partie B). '

Examinons expérimentalement la dépendance de la longueur
d’onde des oscillations de Barkhausen-Kurz du systéme exté-
rieur dans le cas ou la triode est placée dans un champ magnétique
et ol le potentiel des électrodes est constant. Le systéme extérieur
se compose de deux fils paralléles respectivement liés & la plaque et
a la grille de la triode et sur lesquels peut se déplacer un conden-
sateur. En paralleéle sur le filament est monté un potentiomeétre
dont le point milieu est relié a la plaque (On a ainsi £, = 0) et on

4) H. E. Hollmann, Ann: der Phys. 86 (129), 1928.



a appliqué sur la grille une tension de 200 Volt (E, = 200 Volt).
La figure 3 montre le résultat des mesures.

~ Quand le champ magnétique croit, I'intensité des oscillations
décroit et quand l'intensité du champ magnétique est supérieure
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a 45 Oersted les oscillations sont tellement faibles, qu’on ne peut
plus les mesurer. Dans la partie A comme dans la partie B la
longueur d’onde diminue & mesure que H croit et les sauts de la

_fréquence entre la partie 4 et la partie B suivent la méme variation.
On Ie voit sur le tableau suivant établi d’aprés la formule

o4



1‘4 _— 13

A ~ :
ou 14 est I'onde (la plus longue) de la partie 4 et iz I’onde la plus
courte de la partie B:

f; = 100

o

. H L 2 fo %

i

! 0 135,5 110,5 - 18,5
10,69) 133.5 114,0 14,6
21,2 124,0 1065 14,1
31,8 112,5 99,2 11,8
42,4 102,8 95,7 6,9

Quand on place, suivant le montage de Barkhausen et Kurz,
la triode dans un champ magnétique croissant, les trajectoires des
électrons qui étaient primitivement des. droites deviennent des
courbes fermées qui s’élargisent de plus en plus et cela permet
d’expliquer la diminution des sauts de fréquence.

On peut alors s’attendre a ce que pour les oscillations du triode-
magnétron du genre 11 ol la trajectoire des électrons est ,,la plus
large* les sauts de fréquence f, de la partie. 4 & la partie B soient trés
petits. La figure 4 montre la variation de la longueur d’onde (ligne
forte) et celles de I'intensité des oscillations de genre II du triode
magnétron (ligne fine) en fonction de la longueur du systéme
extérieur. Pour un champ magnétique H = 84,8 Oersted et la
tension K, = E, = 120 Volt on a trouvé A4 = 118,3,cm, Az =
= 1177, cm d’ou f; = 0,56%. On voit sur la fig. 4 que les oscilla-
tions qui ont la plus grande intensité sont celles, pour lesquelles la
longueur d’onde dépend du systéme extérieur. Ce sont les oscilla-
tions de la partie B.

En resumé -on peut dire que:

1. Si nous employons une triode comme magnétron, nous
obtenons deux sortes d’oscillations qui nous avons appelées oscilla-
tions du genre I et oscillations du genre II.

2. Les oscillations du genre I sont identiques avec les oscll]a.—
tions du dlode-magnétron

3. La longueur d’onde des oscillations du genre II est inverse-
ment proportionnelle & l'intensité du champ magnétique.

8) Pour cette valeur du champ magnétique la courbe. présente une
irrégularité que ’on peut voir sur la figure 3. Pour des longueurs du systéme
extérieur comprises entre 20 cm et 37 cm on trouve que la longueur d’onde
est comprise entre 81 cm et 85 cm au lieu de 132 et 134 cm comme on aurait
pu le croir. Ce n’est pas une longueur d’onde harmonique.
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4. La longueur d’onde des oscillations du genre IT est presque
indépendante des variations du systéme extérieur et les sauts de
fréquences sont trés faibles.

Institut de Physique de I'Université Charles, Praha.
*

Oscilace friodového magnetronu.
(Obsah ptredeslého élanku.)

V této praci jest studovan magnetronovy generator, tvoreny
triodou s kruhové valcovymi elektrodami, kterd jest umisténa
v dutiné magnetisaéni civky. Triodovy magnetron byl vySetfovan
pro piipad, Ze na mifZce i na anodé jsou kladna napéti. Pak magne-
tronové charakteristiky jsou dvé: jednak zdvislost anodového prou-
du a za druhé zavislost miizZkového proudu na intensité magneti-
ckého pole. Zvysuje-li se neustale magnetické pole poéinajic od nuly,
draha elektronu se zakfivuje, aZ p¥i jistém poli; nazvaném kritické
magnetické pole anodové Hy,, nedopadnou jiz elektrony na anodu.
Pii dal§fm zvySovani magnetického pole se zakfivuje draha elek-
tront stale vice, az pfi t. zv. kritickém magnetickém poli m¥izko-
vém Hgy, nedopadnou jiz elektrony ani na miizku.

Pii uziti triodového magnetronu vznikaji dva druby oscilaci.
Prvni z nich, vznikajici p¥i magnetickych polich H > H,, jsou
oznateny jako oscilace 1. druhu a jsou zcela identické s oscilacemi
diodového magnetronu.

Kmity oznadené jako oscilace 1I. drubu vznikaji p¥i magne-
tickych polich danych nerovinnou

How & H < Hyge. (6)
Vygetfovdni oscilaci triodového magnetronu II. druhu se dalo
hlavné pro pifpad, kdy napéti na anodé i miiZce byla stejnd.
Vinova délka oscilaci II. druhu jest ddna vzorcem

A4
M = 4,
kde A je konstanta a H je intensita magnetického pole dana
podminkou (6).

Pii zkouméni zévislosti vlnové délky na délce vnéjsiho piipo-
jeného systému se ukézalo, Ze vinové délka zavisi na délce systému
pouze ve velice tizkych oborech zmén.délky systému v okoli reso-
nance (obor B), kdeZto pro viechny ostatni délky systému jest
vinové délka stald (obor A4). Také frekvenéni skoky z obora 4 do
obori B jsou velmi malé.

Panu profesorovi Dru A. Zagkovi, Fediteli fysikalniho dstavu
Karlovy university, dékuji za ]eho laskavé rady a za poskytnuti
prostiedku k vykoné,ni této préce.

Z fysikdlniho tdstavu Karlovy university v Praze.
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A precise method of determining the constant of
crystal grating by the combination of ¢- and
x-methods.

V. Dolejiek and Swami Jnanananda, Praha.

(Received December 13, 1935.)

A new type of spectrograph has been constructed. Its principal parts
are three coaxial cylinders of chrome-nickel-steel, which are made by
Skoda-Works. The grating constant of a zinc sulphide crystal has been
measured with this spectrograph using the method of Siegbahn to verify the
advantages of the x-methods against the g-method as shown by the former
authors. It has been shown that the defects of the crystal such as displace-
ment can be determined and eliminated by the combination of the g- and
the x-methods. The possibility of the said determination is given by the
fact that the value of the constant of crystal grating derived through the
»-method can be, in the first approximation, taken to be the correct value.
After determining the said error of displacement, even the minute error of
the measured angle x» can be eliminated. The said method has been experi-
mentally verified.

In this journal two precise methods of determining the grating
constant of a crystal have been published. These methods do not
require to measure the glancing angle ¢, as demanded by the
Bragg’s law, but they need to measure and utilise the angle x, the
diffrence between two glancing angles. We should like to point out
that the angle , in either one of these methods, is only measured
with the Siegbahn’s precise method for the measurement of the
glancing angle ¢.

Of these two »-methods, one, evolved by Kunzl and Koppel,?)
measures in the manner of Pavelka,?) the difference between the -
glancing angles of the same radiation in two different orders m
and 7, 1. e. x = gy — gm, While the other, evolved by Bouchal and
Dolejiek,®) measures in a manner similar to Valouch,4) the diffe-
rence between the glancing angles of two different radiations 4,

1) V. Kunzl-J. Képpel, C. R. 196 (1933), 787; 196 (1933), 940; Casopis
88 (1934), 109; Journ. de Phys. 5 (1934), 146. ~

?) A. Pavelka, Bull. de I’Acad. de Sc. de Bohéme 28 (1927), 442,

?) F. Bouchal-V. DolejSek, C. R. 199 (1934), 1054; Casopis 65 (1935), 34.

4) M. A. Valouch, Bull. de I’Acad. de Sc. de Bohéme 28 (1927), 31.
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and 4, in one and the same order, i. e., x = @ny — @n . Such is the
difference between these methods so far as their fundamentals
are concerned. Again if we look at the specific advantages, which
have been shown in the cited papers, the difference between them
is even greater. In the Kunzl-Koppel’s method the fictive constants
vary in accordance with the radiations used and they naturally
differ from those of Bragg. In the series of the fictive constants
derived by this method, which vary according to the radiations,
a particular fictive constant, corresponding to a particular wave-
lenght, can be found which agrees with the real grating constant.
In the method of Bouchal-Dolejiek, the fictive constants do not
vary with the wave-lengths used and they agree with the fictive
constants derived from the g-method of Bragg. In this method any
two wave-lengths can be so chosen as to make the angle x much
~ smaller than in the Kunzl-Koppel’s method, and through such
a selection of the small angle x, it is possible to enlarge the advan-
tage of the other one where the value of the angle x is nearly as
great as that of the angle ¢. We cannot however make a right
use of this additional advantage for in the region of small angles
the discrepancy of the scale has great influence on the results.

In this work, in verifying the mentioned advantages of the
x-methods of determmmg the grating constant of a crystal given
by the former authors, we develop a new method by the combina-
tion of the ¢- and x»-methods for entirely eliminating the discre-
pancy due to the defects of the grating crystal (such as displace-
ment etc.), there by avoiding the necessity of selecting the angle
which is small. Here, in applying this method, we measure and give
out the precise value of the grating constant of a zinc sulphide (ZnS)
crystal as its verification.

We have chosen zinc sulphide crystal as a diffraction grating,
since it has, owing to small grating constant,’) large dispersion.
and at the same-time has, as shown by Kiipferle,¢) a good reflecting
power. Therefore it is of great value as a diffraction grating for
X-rays. From the other side, the natural surface of this crystal is
very usually not quite regula,r and consequently it is not possible
" to adjust the forefront surface of the crystal exactly at the centre
of the spectrograph with the usual optical methods. It can be noted
that even with such an u'regular surface of the crystal, we can with
the »-method derive precise value of the grating constant and there-
by demonstrate the special merit and advantage of the »-method.

For our proposed work we have used a new spectrograph
(Fig. 1) which we have constructed. In its principle parts, this
spectrograph consists of three coaxial cylinders. These cyhnders

5) A. Pavelka, 1 e
*) G. Kiipferle, Z8. f. Phys. 98 (1935), 237.



are made of chrome-nickel-steel by Skoda-Works in Plzeti (Czecho-
slovakia). They are cut and ground so as to fit in one another so
precisely that they do not admit cavity or looseness amidst them
more than 1 to 2u. This is of course the highest precision that is
possible to obtain. The precision of our measurements, is however

N fi\\\\\\

limited by conditions other than those of the cylinders as it can
~ be noted from our readings and results. Through the choice of
cylinders instead of conical axles the possibility of the eccentricity
of the inner and outer cylinders is diminished. The material of the
cylinders is such that it does not permit rubbing in due to friction
8o as to stop the motion of the cylinders. The middle cylinder is

7* Hiy .99



Table la.

Ist. Series with a displacement of 0,401 mm.

Cu) %1

29

!Amm!
| n

A,

l
Pe -

4t° ¢

@ 18°C

mean va-
lue of
@ 18°C

227
228
230
231
233
234
235
236
237

10,322
0,757
0,768
0,329
0,256
0,260
0,264
0,266
0,351

3’ 30,17
3’ 33,47
3’ 36,7"
3’ 38,3”

4’ 24,3”
10’ 21,3”
10’ 30,4”

4’ 30,0”

94° 50’ 477
94° 50’ 52"
04° 447 48”

94° 44’ 47,56”

23° 40’ 5,8”
|23° 40’ 6,4”
23° 40’ 5,4”
23° 40’ 4,56”

94° 36" 51,6”
94° 36’ 53,6”
94° 36’ 50”
94° 36" 47,75”

23° 40’ 5,4”
23° 40’ 6,7”
23° 40’ 6,6”
23° 40’ 6,56”

4’ 48,1”

94° 44 50”

23° 407 0,5”

7,07”
6,78"
7,3/;
7,07
5,85"
6,31”
'6,38”
6,617
6,14”

23° 40’ 12,87”
23° 40’ 13,18”
23° 40’ 12,7”
23° 40’ 11,6”
23° 40’ 11,25”
23° 40"13,01”
23° 40’ 12,98”
23° 40’ 13,1”
23° 40’ 6,6”

23° 40" 11,97

Table 1b.

Mo, ¢,

1

-

A mm|

a4’

*x

Pt

4t° C

@ 18°C

mean va-

lue of
@ 18°C

0,2000
0,1890
0,3980
0,4076
0,4018
0,1708
0,1762
0,197

0,166

0,187

2’ 44,2”
2’ 35”

5 26,9”
5’ 34,5
5’ 29,8”
2’ 20,2”
2’ 24,6”
2’ 41,5”
2/ 16,3"
2’ 33,5”

42° 27’ 10,6”
42° 277 12,5”
42° 29’ 52"
42° 29’ 52”
42° 29’ 53,5”
42° 22 2,0”
42° 22" 77
42° 22" 8"
42° 22" 9”7
42° 22" 77

10° 36’
10° 36"
10° 36’
10° 36’
10° 36’
10° 36" 5,5”
10° 36" 7,9”
10° 36’ 12,3”
10° 36" 6,3”
10° 36’ 10,1”

6,6”
9’5”
6,25
4,25
6,0”

0,86”
0,91
1,24”
1,12
0,86”
1,31”
1,67
1,11”
1,13”
1,24”

10° 36" 7,46”
10° 36’ 10,41”
10° 36" 17,49”
10° 36" 5,37”
10° 36" 6,86”
10° 36’ 6,81”
10° 36" 9,567”
10° 36’ 13,41”
10° 36" 7,43”
10° 36’ 11,34”

10° 36’ 8,6”

‘Table Ic.

Cu— Mo, %

A mm!

A,

24

”

At° C

% 18°C

mean va-

lue of
x 18°C

220
221
223
224
225

ot

0,3450
0,3381
0,9536
0,9690
0,218

0,2160
0,2240
0,2190
0,2072
0,216

0,228

4’ 43,3"

4’ 47,6”
13" 3,3”
13’ 15,4”

2’ 58,9”

2’ 57,3”

3’ 3,9”

2’ 59,8”

2°49,1”

‘2’ 57,3"

3 7,1”

26° 12 43,5”
26° 12’ 47,4”
25° 54’ 53,0”
25° 54’ 53"

26° 5’ 0,5”
26° 5’ 0,0”
26° 11’ 7,0”
26° 11’ 4,5”
26°. 5
26° 5
26° 11

113° 4 2,85”

13° 4" 0,17
13° 3’ 59,95”
13° 3’ 58,15”
13° 4" 4,27
13° 3’ 59,7”
13° 3’ 58,65”
13° 4" 1,565”
13° 4’ 2,35”
13° 3" 57,05

13°4” 0,77

1,66”
1,37
1,79
1,78"
1,46”
1,69”
1,878”
2,204”
2,2
2,088”
2,92”

13° 4’ 1,76”
13° 4" 1,32"
13° 3’ 59,94”
13° 4" 5,98”
13° 4’ 1,16
13° 4’ 0,34”
13° 4" 3,43
13° 4" 4,556”
13° 3’ 59,25”
13° 4" 4,74
13° 4’ 3,62

13° 472,377
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Table 1d.

Displacement of the crystal...... = 0,401 mm
PO 4 v o a0t a1 2 et et mt ot i = 23°40’ 11,9”
R Lo L e S P = 10° 36" 8,6”
g 0u—epMo =% ............. = 13° 4’ 3,3”
Directly measured z ........... =13° 4’ 2,37"
IMOAIL 26 i« om iio: mie’ « o005 3 0 5w oo 69 6 5 =13° 4" 2,84”

fixed to the body of the spectrograph. The inner cylinder forms the
axle of the crystal table and the outer cylinder that of the cassette
holder. The construction of the spectrograph, which can be seen
from the sketch (Fig. 2), is besides having the said cylinders instead
of cones also different only in certain details from the usual spectro-
graph of the Siegbahn’s type. This is of course due to the fact that the
steel of the cylinders after hardening once, becomes so hard that
it is no more possible to work on it. The cylinders have been ground
at a temperature of 20° C. No influence of higher temperature on the
precision of our readings has been found in the summer days. But
if the temperature is'less than 20° C, it is rather difficult to rotate
either the crystal or the cassette. Before we discuss our readings
with the mentioned spectrograph, we may say that the accuracy
of the readings is limited by the scale.

It is with the above stated spectrograph that we have taken
a set of three series of measurements, one of the glancing angle ¢
of Cu Ku,, one of those of the glancing angle ¢ of Mo K«; and an-
other series of those of the angle » (Cu Kx, — Mo K«,), which can
be seen from the Table 1 a, b, ¢, and d. First if we consider the series
of measurements of the glancing angle ¢ of Cu K«,, excepting the
last of the series, there is only a difference of 1,5 or 2 seconds
between the highest and the lowest value. In the case of the series
of measurements of the ¢ of Mo Ku,, there is slightly a greater
difference between the maximum and the minimum. This preci-
sion is satisfactory for our work. In this connection, we wish to
point out that the angle x, derived from the mean value of the
glancing angle ¢ of Cu Kx;, and that of the glancing angle ¢ of
Mo Ku,, agrees with the mean value of the measured angle » with
only a difference of nearly 0,9”. This agreement can be taken as
a test of the accuracy of our measurements. :

We have taken, as we have already mentioned, zinc sulphide
crystal with a natural cut surface, which has given clear and well
defined spectral lines. The crystal has however been slightly curved.
We therefore could not fulfil the necessary conditions of adjust-
ment of the crystal with the usual optical methods. Hence there has
been actually a certain displacement which has introduced a discre-
pancy in the value of the glancing angle ¢ of Cu K«, and that of the
glancing angle ¢ of Mo Ko, and consequently in the value of the -
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grating constant of the crystal. How the displacement of the
crystal affects the values of the glancing angles and consequently
the value of the grating constant of the crystal derived from them,
can be seen from our Table 2. When we see the first series of measu-
rements which are taken with one and the same condition of the
crystal-adjustment we find that the values of the constant of
crystal grating derived from ¢ of Cu K«, and ¢ of Mo Ku, are at

2 Table 2.
Grating constant of ZnS crystal at a temperature of 18° C.
I... Ist series of measurements with a displacement 4 = 0,401 mm
IT ... II nd series of measurements with- a displacement 4 = 0,025 mm
4, XU I II difference | ™€41 COTT.
value
| \
e CU....oovnnnn. 1914,77 1908,6 g
mean % ......... o 1908,166 1908,985 |
COXTL % w5 ois + o0 s wve o 1908,978 1908,935 0,043 . | 1908,96
PMO ... 1923,53 1908,0 )
I

great variance with one another. Applying the wvalue of the
angle » and the values of the wave lengths of Mo K«, and Cu Ky, in
the Bouchal-Dolejsek’s equation,?)

A — A\ A+ A\

— 1 : “ “

Gy = In[( sin ) +( cos )]

(where d is the constant of crystal grating, » is the order at which
the radiation is reflected, 4, is the wave length of the radiation », 4,
is the wave length of the radiation x which is smaller than 4,)
we have derived 1908, 166 X. U. as the value of the grating con-
stant of the crystal. This value thus derived from the angle x
though differs very much from both the values derived from the ¢
of Cu K«, and the ¢ of Mo Ko, is, as we show at a latter stage,
very near to the correct value. But in the second set of three series
of measurements, shown in the Table 3, a, b, ¢ and d, which are
taken with the crystal-adjustment improved and made better than
before by a process which we mention later on, the variance in the
values of the constant of crystal grating derived from each one of
the three said data (¢ of Cu K«,, ¢ of Mo Ko, and » of Cu — Mo) is
greatly diminished. In the case of the first set of measurements
with bad adjustment of the crystal the difference between the ma-
ximum and the minimum of the three said values of the constant
of crystal grating is nearly 15,5 X. U., while in the case of the

) F. Bouchal and V. Dolejsek, C. R. 199 (1934), 1054.
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II nd. Series with a displacement of 0,0245 mm.

Table 3a. Cu, ¢,
@ | | melun
agidmm A4’ « ?, At° C @ 18°C voaf‘.‘:
| | 18° ¢
256/0,338| 4’ 37,47 94° 54’ 56” |23° 44’ 53,35” | 4,317|23° 44’ 57,68” |
260|0,386| 5" 16,8”|94° 54’ 56” |23° 45’ 3,2” | 2,38”|23° 45" 5,58” Q.
261|0,182| 2 29,4”(95° 2’ 17,5”7(23° 44’ 57,025"| 2,27”|23° 44’ 59,52” ™
262(0,134| 1’ 50” |95° 2’19” |23° 45’ 7,125” | 2,977|23° 45’ 10,095”| | <
265|0,423| 5’ 47,2”(94° 55’ 1,5”|23° 45’ 12,05” | 1,28”|23° 45" 13,33” | (i
266/0,402| 5" 30”7 |94° 54’ 49” |23° 45’ 4,75” | 2,15”|23° 45’ 6,9” :”
267|0,203| 2’ 46,6”|95° 2’ 50” |23° 45’ 0,85” | 1,927|23° 45" 2,77 oL
268(0,209| 2" 51,5”|95° 2’ 50”7 |(23° 44’ 57,025 1,89”7|23° 44’ 58,91
Table 3b. Mo, ¢,
z | | L g2
| ’ | o | o @O
%‘J;Amm A ‘ x . . ?; !AtC @ 18°C E';
A ‘ 5 g%
258|0,247| 3" 22,7”142° 41’ 51”7 [10° 41’ 18,4257|0,999”|10° 41’ 19,424"
259|0,265| 3” 37,5”|42° 41’ 517 |10° 41’ 22,125”|0,824”|10° 41’ 22,949” %
263|0,192| 2" 37,6”|42° 48’ 6,5"|10° 41’ 22,225”|1,399”|10° 41" 23,624"| |5
264(0,182| 27 29,47 42° 48" 9,5”|10° 41’ 25,25” |0,7997|10° 41’ 26,049” N
269|0,263| 3’ 35,97|42° 41’ 52,5”|10° 41’ 22,17 |0,949”(10° 41’ 23,049"| 5.
270(0,247| 3’ 22,77{42° 41’ 52,5”|10° 41’ 18,8” |0,824”|10° 41’ 19,624"| |G
27110,255| 3’ 29,3”42° 41’ 55,5”|10° 41’ 21,2” 10,999”|10° 41’ 22,199”) fo
272/0,172| 27 21,2”42° 47’ 56” . |10° 41’ 23,7 |1,149”(10° 41’ 24,849"| |~
273|0,175| 2’ 23,6”| 42° 477 57,07{10° 41’ 23,35” | 1,249”|10° 41’ 24,699”
Table 3c Cu — Mo, »
2 , | . . 550
a2lamm| 4 x - i P At° C » 18°C 28%
&~ g8
| S'x
274/0,269| 3’ 40,8”|26° 10” 36,57|13° 3’ 27,85” |1,696”|13° 3’ 29,546”
275(0,247| 3’ 22,77|26° 10’ 317 [13° 3’ 34,15” |1,862”|13° 3’ 36,012"| |
276(0,313| 4’ 16,97|26° 3’ 3,5”|13° 3’ 40,2” |2,236”|13° 3’ 42,436"| | &=
277|0,306| 4" 11,2”|126° 3’ 6,5”|13° 3’ 40,928”(2,078”|13° 3’ 40,928"| | &
278|0,194( 2’ 39,27/ 26° 9’ 59,0”7|13° 3’ 39,9” |1,862”|13° 3 41,762"| (&
279/0,182| 2" 29,0”|26° 9’ 54,6”|13° 3’ 42,75” |1,330"|13° 3’ 44,080"| |
280/0,302| 4’ 7,9”|26° 3’10,5”|13° 3" 39,2” |1,996”|13° 3’ 41,196"| |
281(0,307| 4" 12,0”|126° 3’117 |13°3’41,6” |(0,768”|13° 3’ 42,268”
Table 3d. Displacement of the crystal...... = 0,0245 mm

PLOW: 5 5 05 90 w030 26 R w8 8 miae
R R . PR

@,Cu —

¢ Mo = » .

Directly measured » "...........

Mean »

..........

23° 45" 04,346”
10° 41’ 22,94”

13° 03’ 41,406”
13° 03’ 39,778”
13° 03’ 40,592
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measurements with better adjustment of the crystal the difference
between the maximum and the minimum of the three values ob-
tained from the second set of measured data, is only 0,9 X. U. As
it can be noted from the Table 2, the values derived from the
glancing angles in both cases with bad and good crystal-adjust-
ments greatly differ from one another, while the values of the
grating constant derived from the measured values of the angle x
with bad and good adjustments of the crystal, which are 1908,
17 X. U. and 1908, 99 X. U. respectively, are not only at very
little variance but also very nearly agree with one another. A com-
parison of both these values, obtained from x» measured with bad
and good adjustments of the crystal, with one another and a com-
parison of the values of the grating constant derived from the
values of the glancing angles ¢, measured in both cases, with one
another and also of these values with the values derived from the
values of the angle x, reveal the special merit of the x-method.
, We have chosen Cu K«, and Mo K«, because these lines8) are
very precisely measured, and the angle » .(Cu Kx; — Mo K«,) may
be taken to be nearly equal to the glancing angle ¢ of Mo K«,. It
has been shown by the former authors that if the angle x is smaller
than the glancing angle ¢, the defect of the crystal has a smaller
influence on the value of the grating constant than if the angle x
is nearly equal to the glancing angle @. But the errors of the scale
in this case, as we have mentioned before, have again greater
influence upon the results. To avoid this influence, we have taken
a larger angle » (even slightly larger than the glancing angle ¢ of
Mo Kq«,).

So, from the above considerations, we see that through the
x-method, the discrepancy due to the defects of the grating crys-
tal is diminished, but is not altogether eliminated. Now we show
that by the combination of the ¢- and the x-methods, we can
exactly determine the amount of possible displacement and its
consequent error that enters in the value of the grating constant
and thus practically eliminate all such, errors due to the defects of

the crystal even if they are great, the only condition naturally
being that the said defects remain stationary during the course
of observation. We mentjon this fact because the result calculated
from the angle » derived from the values of two different glancing
angles measured with two different crystal-adjustments cannot be
deemed t6 be more accurate than the results derived from the
glancing angles. "

Now to show the principle of the mentioned possibility of the
combination of ¢- and x-methods for the elimination of the discre-

®) A. Larson, Phil. Mag. (7) 8 (1927), 1136; Ina Wennerldf, Ark. Mat.,
Astr. och Fysik. (A) 22 (1930), Nr. 8.~ - o
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pancy due to the defects of the grating crystal, we discuss from
our Table 4, the final readings compiled from our Tables 1 and 3
and their recpective results. In the Table 4 we have two different
values, firstly that of the ¢ of Cu K«,, namely 23° 40’ 11,9” which,
gives us a value of 1914, 77 X. U., and secondly that of the glancing
angle ¢ of Mo Ku,, which gives us a value of 1923, 5 X. U. as the

Table 4.

Representation of the Ist series of measurements and their results
(4 ~ 0,401 mm).
46 = 0705 13,117

@,Cu meas. d, = ¢, Cu ~ to 1908,166 XU
23°40°11,9”  1914,77 XU 23° 457 25,017 _
mean x d, = cor. x cor.d;, =
13° 04’ 02,84” 1908,166 XU 13° 03 40,77” 1908,978 XU|
¢;Mo meas. 1Mo ~ to 1908,166 XU

d, = 12
10° 36" 08,6” 1923,53 XU 10° 41719,6”
I8, —0005 117!
A mean 4 's _e0x =
mm -mm 3 — (36Cu — }6Mo)

Cu 0,416 0,401 501,45 — 22,07
Mo 0,385 5’ 23.52”

Representation of the II nd series of measurements and their results
(4 ~0,025 mm).

-difference 0,043 XU d’;s cor.mean value = 1908,956 XU

10 = 18,18 —
@,Cu meas. d, = ¢,Cu ~to 1908,985 XU
23° 45’ 04,35” 1908,6 XU 23° 44’ 46,18”
mean x d, = cor. » cor. d; = |
13° 03740,59” 1908,985 XU 13° 03" 41,947 1908,935 XU
@, Mo meas. dy = @, Mo ~ to 1908,985 XU
10° 41/22,94” 1908,0 XU 10° 417 02,90”
L 46 — 2004 |
4 mean 4 &0x =
mm mm 0 _ (36Cu — §6Mo)
Cu 0,0242 0,025 18,417 + 1,36
Mo 0,0248 19,772”

constant of crystal grating. We have already pointed out that,
in this case, the difference between these two values of the constant
of crystal grating is only due to the displacement of the crystal and
that the value d; = 1908, 166 X. U. derived from the value of the
angle x = 13° 4’ 2,84", is very near to the correct value, in as much
as the displacement and similar errors are greatly diminished in the
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values derived from it. Assuming this value of the grating constant
to be the correct one, we have derived from it the corresponding
values of the glancing angle ¢ of Cu K«, and similarly that of
Mo Ko,. Thus we have the measured value of ¢ Cu Kx; and the
calculated value of ¢ Cu Ku,, corresponding to the value of d, =
= 1908, 166 X. U. and also similarly the measured and the calcu-
lated values of ¢ of Mo Ku,. Since the calculated values of the
glancing angles of Cu K«,; and Mo K«, are derived from the appro-
ximately correct value of the grating constant, they can be taken
to be approximately correct. The difference between the measured
value and the calculated value which is assumed to be correct,
gives half of the approximate displacement error that exists in the
measured values of the glancing angles ¢ because @eor = @mes +
+ 46, where @qor is the value of the correct glancing angle, @mes
is the value of the measured glancing angle and J is the value of
the displacement. We have therefore $6 = 5’ 13,11” in the case
of ¢ of Cu Ky, and }6 = 5’ 11”7 in the case of ¢ of Mo K«; which
can be seen from the Table 4. They are approximately equal. In
fact these displacement errors should be dissimilar, because any
particular amount of displacement of the crystal 4 with two
glancing angles such as those of Cu K«,, and Mo K«; makes the
displacement errors in the glancing angles different. Our values
of 44, as can be noted from the above mentioned Table, are appro-
ximately equal, because the corresponding calculated values of the
glancing angles in either case are not derived from the correct value
of the grating constant of the crystal but are only obtained from a va-
lue very near to the true value. Or in other words, they are derived
from a value of the angle x having a minute error ¢dx. From these va-
lues of these displacement errors of 6 of Cu K«; and ¢ of Mo K«, we
have calculated the value of the displacement of the crystal 4 by
the above mentioned equation. We have thus obtained two values,
the mean of which being 0,401 mm and this value can be taken as
the value of the dlsplacement of the crystal. From this value of the
displacement of the crystal we can derive the correct values of
the 8 of @ou ks, and & Oof @uoxks,. From these data we can also
derive the displacement error edx of the measured angle %, and thus
correct it by elimination from the following considerations. We
have pointed out that in our case » = ¢, — @, where @, is the glan-
¢ing angle of the wave-length 4, and ¢, is the glancing angle of the
wave-length 4,, when ¢, > ¢,. It has been already pointed out that
@eor = @ mes = 40, Where @eo is the correct value, @ues the
measured value of the glancing angle and §, is the value of the
displacement of the particular measured glancmg angle ¢. The
displacement error 4 is added if the crystal is displaced away from
the slit and subtracted if it is displaced towards the slit. So we
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have

from. .. @y cor = Pv mes :t %‘ 6?"’

and. .. Pucor = Pumes =+ El'éwu

for angle »... %cor = @vcor — Pucors
and. .. Xmes =— @Pymes —— Pumes-

From these we can deduce an equation expressing the relation
between the correct angle »x.,. the measured angle x,. and half
the displacement errors 1d,, of the gancing angle ¢, and }4,, of
the glancing angle ¢, in-the following way:

#eor = (Prmes == $0gr) — (Pumes 1= Opu)
Heor = (@v &= $0g) — (Pu £ $6p4),
= Ymes T ‘Z(aw - 607#) OF mes =+ (% T ’:12'6?’!‘)
= Xmes 56%;
where
£0% = 4 (Opr — Ogp).
In our case
Heor = Xmes + %(a(PCu Koy, — 5‘PM0 Ka,)-
and in this special case,

%eor = # + (5" 1,45" — 5’ 23,52")
= 13°4' 2,84" — 0° 0’ 22,07"
— 13° 3 40,77".

We have thus through the combination of the ¢- and »-methods
obtained the corrected value of the angle » which, gives us the value
of d = 1908, 98 X. U. This corrected value, as it can be seen from
the Table 4, agrees very well with the value of d, = 1908, 99 X. U.
obtained from x measured in the second set of observations, with,
a better crystal-adjustement (Table 4). As it has been shown,
there has been actually a displacement of 0,401 mm in the position
of the crystal with which we have taken the first set of measure-
ments shown already, and the great divergence in the values of the
constant of crystal grating, derived from ¢ of Cu K«; and that
from ¢ of Mo Ku, has, been due to this displacement.

To verify all these resultats. we have shifted away the crystal
from the displaced position to 0,401 mm, there by improving the
crystal-adjustment. Again we have taken a set of three series of
measurements (one of the ¢ of Cu Keu,, the second of the ¢ of Mo K«,
and the third of the angle » = @cuxs, — PMoKa,, Which we have
called the measurements with better crystal-adjustment and which
can be seen in the Table 3 a, &, ¢ and d. It can be further seen in the
Table . 4, that the great divergence in the results of the grating
constant obtained from ¢ of Mo K«, and from ¢ of Cu K«,;, that we
note in the first set of measurements, is in the second set of measu-

107



-

rements very greately diminished. Through the diminution of the
said divergence in the value of the grating constant, the correctness
of the calculated displacement of the crystal, with which the first
set of measurements have been taken, is verified. As a survey of
our direct experimental verification we wish to point out to the
table No. 5 wherein only the measured values of the glancing
angles of Cu K&, and Mo Ko, of the Ist set (of measurements) and
those of the IInd set of measurements are recorded. The difference
between the values of the measured glancing angles of Cu Ka,
and Mo Ky, of the Ist set of measurements and those of the IInd set
of measurements gives the /,0pc, and the 1/,6¢nm,. Thus
1/e0@cu — Y/0pmo = edx = 21,9” and this agrees fairly well with
the calculated error e6» of the Ist set of measurements, which is
about 22", thereby establishing the validity of our method of deter-
mining the displacement of the reflecting surface of the crystal and
of eliminating the error that enters in the value of the angles » and
consequently in the value of the grating constant of the crystal.

Table 5.
Measurements of the Ist and the IInd series.

@, measured 16

I I 0%

Cu 23° 407 11,9” | 23° 45" 04,35” 4'52,4”
Mo 10° 36708,6” | 10° 41’ 22,94” 5'14,3”

}— 21,9”

If we note the second set of measurements and similarly apply
again our method we see that there still remains a displacement
of 0,026 mm in as much as we could not bring the crystal to the
calculated position as the regulating screw of the crystal table is
not sufficiently precise for this purpose. Following the same process
mentioned before, we have determined the &dx which is about
+ 1,3" and then eliminated this error from ». Thus we have again
the corrected » which gives 1908,935 X. U. as the final corrected
value of the constant of crystal grating. The value of d,, obtained
merely from the measured » without being corrected of the second
set of readings, differs from the corrected vatue ornly by 0,05
X. U. The values of d, obtained from ¢ of Cu Ka, and ¢ of Mo Ku,
measured with this crystal-adjustment differs from the correct value-
by 0,3 X. U. in the case of Cu and by 0,9 X. U. in the case of Mo.
From this it is evident that if we calculate with this method, there
is no need of further improvement of the crystal adjustment. Also
if we compare the final corrected value of d, derived from the se-
cond set of readings with the corrected value of the constant
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of crystal grating of the first set of measurements, we note that
this value obtained from the measurements even with a displace-
ment of 0,4 mm agrees quite well with the final value, only with
a difference of 0,04 X. U. which is within the limits of the errors of
observation. Such is the advantage of our method. In the case of
perfect crystals and proper crystal adjustment the mentioned
method testifies the correctness of the results.

Spectrocopical Institute of the Charles Universtity, Praha.

*

Pfesna metoda pro stanoveni miiZkové konstanty krystalu
spojenim metody ¢ a metodami x.

(Obsah piedeslého ¢lanku.)

Autoti v Gvodu podavaji dalsi propracovani metod uzivajicich
k uréeni mifZkovych konstant rozdilu dvou whla sklonu misto
ptimého méfeni thlu sklonu. Metody tyto byly na zakladé pracf
Pavelky a Valoucha vypracovany Kunzlem a Koppelem a ana-
logicky Bouchalem a Dolejskem, pti éemz byla Siegbahnova
precisni metoda pro méfeni Ghlu sklonu ¢ aplikovdna na méfeni
ahlu ». Autofi potvrzuji vyhody plynouci z metod zaloZenych
na Ghlu x proti metodam uzivajicim Ghlu ¢ méfenim vykonanym
se spektrografem nového typu, v némz konusy slouzici k upevnéni
a regulaci kasety jsou nahrazeny precisné zabrousenymi soustied-
nymi valci, které byly zhotoveny Skodovymi zdvody. Z vysledki
timto spektrografem ziskanych je zfejmé, Ze presnost spektro-
grafu plné dostaduje Géelu price, pfi éemz soudasné jsou potvrzeny
vysledky praci pfedchozich autoru. '

Meéreni byla provedena na krystalu sfaleritu (ZnS). Pri diskusi
ziskanych vysledkt ukazuji autofi na mozZnost, jak lze vyhody
plynouci z x-metod zvy&iti tim zpiusobem, Ze se tyto metody
kombinuji s méfenim dhlu @. Autofi postupuji tim zpisobem, Ze
z hodnot ziskanych mé&fenim Ghlu » odvozuji hodnoty thlu ¢,
které by odpovidaly m¥izkové konstanté, uréené z Ghlu x. Ponévadz
tato hodnota m¥izkové konstanty je velmi blizka spravné hodnoté,
je mozno z rozdild Ghld ¢ méfenych a poditanych uvedenym zpi-
sobem, urditi chybu justace krystalu a z této justaéni chyby pak
urdéenim korekce tihlu x nalezenou hodnotu mifzZkové konstanty.
— jiz velmi blizkou spravné hodnoté — korigovati. Verifikace
postupu uvedeného je ziejmé z vysledkd. ~ '

Tak udavaji metodu, pii niZ, jak z jejich vysledki je vidéti,
lze i pfi velmi znadnych chybdch krystalu dostati spravny vy-
sledek, pfi dem% soudasné kombinaci obou metod je dosaZeno
kontroly spravnosti ziskanych vysledki.
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Uber Torswnsschwmgungen von kreisformigen
Platten.
V. Petr¥ilka, Praha.
(Eingegangen am 21. Dezember 1935.)

In der vorliegenden Arbeit sind die Torsionsschwingungen von kreis-
férmigen, isotropen Platten untersucht. Gleichzeitig wird gezeigt, da3 die
Torsionsschwingungen mit einer von drei moéglichen Arten der Langsschwin-
gungen einer kreisformigen Platte identisch sind.

Es ist bekannt, dafl die kreisformigen Platten Querschwin-
gungen, Liangsschwingungen und Dickenschwingungen ausfiithren
konnen, die in einer Anzahl von Arbeiten ausfiihrlich untersucht
worden sind. Die vorliegende Arbeit befaft sich mit Torsions-
schwingungen von kreisférmigen Platten; auf Grund der abgelei-
teten Beziehungen werde ich zeigen, dal diese Schwingungen mit
einer Art von Léngsschwingungen, die ich frither experimentell
untersucht habe, identisch sind. Soweit ich feststellen konnte,
wurden bisher in der Literatur nur Torsionsschwingungen von
ringférmigen Scheiben in der Arbeit von Grammel!) behandelt
und zwar mit Riicksicht auf die Verformungen und Beanspru-
chungen von Dampfturbinenwellen, die durch Schwingungen von
Dampfturbinenscheiben verursacht werden konnen. Die Differen-
tialgleichung der Torsionsschwingungen von ringférmigen Scheiben,
die Grammel in seiner Arbeit abgeleitet hat, laBt sich auch fiir
Schwingungen voller Platten, allerdings mit anderen Grenzbedin-
" gungen, anwenden. Wegen der besseren Verstandlichkeit der
einzelnen Ergebnisse, werde ich zuerst kurz die Aufstellung der
Differentialgleichung wiedergeben.

In der Abb. 1 ist ein Teil einer kreisformigen Platte (Radaus a,
Dicke k) dargestellt, die aus einem isotropen Material der Dichte ¢
besteht. Durch zwei senkrecht zu der Plattenebene stehende und
koaxlale Zylinder vom Halbmesser r bzw. r 4 dr wird von der
Platte ein ringformiges Element mit den Ringfasern 2, und z,
herausgeschnitten. Unter dem EinfluB- der Torsion d. h. der Tor-
smnsspannungen 7, werden die #&uBeren Ringfasern gegen die

1 R. Grammel Ztschr. f. angewandte Mathematik u. Mechamk
5 (1925), 193.
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inneren so verdreht, daB die urspriingliche radiale Gerade g in
eine in derselben Ebene liegende spiralige Kurve s iibergeht.
Wie aus der Abb. 1 ersichtlich ist, gelten dann zwischen den
einzelnen GroBen folgende Beziehungen:

ydr = (r + dr)de
oder in erster Anndherung

- randg g7

& & . M

Weil y nach der Definition des Torsionsmodulé G mit den Torsions-

(2)

zusammenhingt, ergibt sich fiir den Torsionswinkel ¢ die Gleichung

T
oder . _
T ;
r=0

Wird um diesen Winkel ¢ ein Raumelement rdg.dr.h der
Platte verdrillt, so greift an seiner Innenbegrenzung (in der Zone 2,)
eine Tangentialkraft 7, = 7,hr dp bzw. ein im Sinne abnehmen-
der ¢ drehendes Moment

P, = rT, = t,r?dy (5)

an, an seiner AuBenbegrenzung (in der Zone z,) eine Tangential-
kraft 7T, und ein im Sinne zunehmender ¢ -drehendes Moment
P, = (r + dr) T,. Im ganzen wirkt also an das betreffende Element .
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ein im Sinne zunehmender ¢ positives Moment

pzpz_plg.%’ldr, " (6)

wenn wir die Glieder hoherer Ordnung i}emachlii,ssigen. Nach

der Gl (5) und (6) ist also

o(7,72h)
or

Das Triagheitsmoment K des betrachteten Elements in Bezug auf
die Plattenachse ist gleich

‘ K = r?dm = gr3h dr de. (8)
Fiir die Rotationsbewegung eines starren Koérpers um eine feste
Achse gilt die bekannte Gleichung

d2gp

K = P.
Werden in diese Gleichung die Werte von P und K aus Gl. (7)
und (8) eingesetzt, so ergibt sich

Py _ a(eyth)
o o
Diese Gleichung, die man auf Grund der Gl. (3) und unter Vor-
aussetzung der konstanten Plattendicke % in der endgiiltigen Form

g 0 [, 0p

schreiben kann, ist die gesuchte Differentialgleichung der Tor-
sionsschwingungen von kreisférmigen Platten.

Durch den Ansatz

P dr dg. : (7)

ordh

glr.t) = R(r) T(1) (10)
zerfallt diese Gleichung in zwei Gleichungen
1 d27()
aTy ap =3
d (. dB(r)
dr\" - dr . (12)
ARm

wo ¢ = }/@/p ist und — x,? eine konstante GroBe bedeutet. Fiir
T(¢) ergibt sich der Ausdruck '

Tty = Ansin wat + B, cos wat, (13)
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wobei die Beziehung L
Wn = 27fn = %nC - (14)

gilt, wo w, die cykhsdhe f» die gewohnliche Frequenz bedeutet
Fiir R(r) erhalt man aus (12) die Gleichung -

d2R(r) 3 dR(r ;
) 1380 | Ry =0 (15)
welche eine Gleichung des Typus?) |

1—2 o p?
"+—Jy'+( st + )y~0

ist. Das allgemeine Integral dieser Glelchung ist durch den Aus-
druck

y=2a Z,,(x,.,x) = xé[Cl JIp(%nx) + Cy Np(xa)]

gegeben, wobei J, die Besselsche, NV, die Neumannsche Funktion
p-ter Ordnung, C; und O, Integrationskonstanten bedeuten. Fiir

den gegebénen Fall istg=—1,p= + 1, und die Ldsung durch
die Ausdriicke
Ry(r) = r=2 Zy(xar); By(r) = 11 Zy(ar) = — 1~ Zy (1) (16)

gegeben, die aber bis auf das Vorzeichen identisch sind. Nach den
Gl. (10), (13), (14) und (16)ist also das allgemeine Integral der
GL (9) k

0

C@(r, ) = D1 Zy () (Ap i 26t + Bo 008 xact).  (17)
n=1 .

Fiir den Mittelpunkt der Platte (r = 0) muB der Winkel ¢
einen endlichen Wert aufnehmen, wihrend die Funktion r—1Z,(x,r)
uber alle Grenzen wichst:

11m r—1Z,(»nr) = C, hm =1 J, () + C’, hm i Nl(x,.r) :
oder ' :
2
hmr‘lzl(x,.r) Clllm— § C’shmn—r»oo

Daraus ergibt sich also, daB dle Konstante Cy = 0 sein muB.
Dadurch erhilt die Losung seine endgiiltige Form und zwar fur
die n-te Oberschwmgung ist der Winkel -

~glr, ) = Oy T y(xar) (Ap sin xnct + B,. COS xnCl), - (18)
die elastische Verschwbung Vist gl
' Va ='r gu(r, t) =0 J,(x,.r) (A, sin ot + B,, cos x..ct) (.15.!)
' ] a}mkg-Emde Eunktlonentafelgl 2 “Aufl. Q193_3), _2_14_
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Nebendem muB man noch die Randbedingungen heranziehen:
fiir eine vollkommen freie Platte ist an ihrem freien Rande, d. h.
fir r = a, die Torsionsspannung v gleich Null. Nach Gl 3) gilt
also fiir beliebige Zeit

0
Trea = (Gr a":) e (20)
oder mit Hilfe der Gl. (17)
Ji(ma)
Jo(%na)—2—”"a— =0 (21)

mit den Wurzeln ] .
‘ Ty = xpa = 5,136; 8,412; 11,620; 14,796; .
Die Frequenz der Torsionsschwingungen ist also nach Gl. (14)

durch den Ausdruck _
foss o | /G
"7 2l o

gegeben; weil zwiséhen dem Torsionsmodul @, dem Elastiiité,ts—
modul £ und der Poissonschen Konstante o, die bekannte Beziehung

B
2(1+9

z, 1/ E _—
= §7?71]/29(1 +o) (22)

* Die Knotenlinien entstelien bei Torsionsschwingungen dort, wo
fiir beliebige Zeit

G =

existiert, so ist

V,.' = -01J1(’¢;;T) T(t) =0 (23)

ist. Die Knotenlinien sind also konzentrische Kreise, deren Radien
7m man aus den Wurzeln yn = #nry, der Funktion Jl(x,.r) = 0 fiir
die betreffenden n berechnet.

Durch diese Gleichungen sind die Tors1onsschwmgungen voll-
" kommen beschrieben. Weil zur Ableitung dieser Gleichung das.
allgemeine Integral (17) der Differentialgleichung (9) zu Grunde
" gelegt wurde, ist daraus ersichtlich, daB diese Schwingungen
die einzige mogliche Art der Torsionsschwingungen
einer vollen, krelsfbrmlgen Platte sind. )

Weiter -werden wir noch beweisen, da8 die Torsionsschwin-
gungen von kreisformigen Platten mit einer Art von Léngsschwin-
gungen identisch sind. Aus der Loveschen Theone“) von Lings-

. ) A/E.H, Love. A Trea.tise on the Mathematical Theo of Elastlclty,
Cambridge (1927)," 497; Handb: d. Experimentalphysik 17/1 (1034), 368.




schwingungen ergibt sich namlich, daB bei kreisfsrmigen Platten
drei Arten von Léngsschwingungen moglich sind: 1. Schwin-
gungen, bei denen die elastischen Verschiebungen in Richtung
des Radius erfolgen (Typus 4, Radialschwingungen). 2. Schwin-
gungen, bei denen die elastischen Verschiebungen senkrecht zum
Radius erfolgen (Typus B). 3. Schwingungen, bei denen die ela-
stischen Verschiebungen in den beiden genannten Richtungen
gleichzeitig erfolgen (Typus C).

Die elastischen Verschiebungen und die Frequenzen von
Schwingungen des Typus B sind aber durch dieselben Gleichungen
(19), (22), (23) gegeben, durch welche die Torsionsschwingungen
charakterisiert sind. Daraus ergibt sich also, da bei kreis-
formigen Platten die Langsschwingungen des Typus B
reine Torsionsschwingungen sind.

Die Léngsschwingungen des Typus B habe ich schon an
senkrecht zur optischen Achse geschliffenen Turmalin- und Quarz-
platten experimentell untersucht.#) Dabei habe ich an allen Quarz-
platten festgestellt, daB sich die Schwingungen des Typus B nur
dann erregen lieBen, wenn die Elektroden fiir Spannungszufithrung
an Enden der Symmetrale des Winkels zwischen zwei elektrischen
Achsen angebracht wurden. Diese Beobachtung, die zuerst nicht
gut begreiflich war, klart sich jetzt leicht auf: denn es handelt
sich dabei eigentlich um Torsionsschwingungen, deren Erregung
Tangentialkrafte (Schubspannungen) erfordert.

I1. Physikalisches Institut der Karls-Universitit, Praha.

*

O torsnfch kmitech kruhovych desek.
(Obsdh prededlého $lénku.)

V préaci jsou studovény torsni kmity kruhovych desek z iso-
tropnfho materidlu a stanoveny jejich vlastni frekvence a uzlové
¢ary. Soudasné je ukazano, Ze tyto kmity jsou identické s jednim
ze t¥{ moZnych druhti podélnych kmitt kruhovych desek. Tyto
kmity byly jiZ autorem na turma.]inovjrch a kfemennych desti¢kach
experimentalng studovdny a popsény ve dvou predché.zejicich
Ppracech, uvefejnénych v Annalen der Physik.

11, odd. fyszkalniho ustavu Karlovy university v Praze,

4) V. Petr#ilka, Ann. d. Phys. 15 (1932), 881; 28 (1935), 156
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‘Résumés
de quelques articles tchéques publiés dans la partie
Enseignement — Communications — Analyses. .

Géométrie loxodromique.
Ludmila Illingerovd, Praha.
(Résumé de l'article imprimé & la page D 6—8.) °

L’article en question est consacré & 1’étude de la géométrie
et en particulier de la trigonométrie des loxodromes sur les sur-
faces de révolution. En tenant compte de la représentation con-
forme de la surface en jeu sur le plan on en peut déduire les for-
mules pour un triangle aux lignes loxodromiques qui généralisent
les formules bien connues de la trigonométrie plane. La méme
méthode peut étre utile en méme temps pour l’étude des pro-
priétés ,,projectives’’ des faisceaux des loxodromes.

*
Remarque concerna.nt les plans dans l’espace a quatre dlmenswns,
'  aux angles extrémes égaux.
LibuSe Kuderova, Nymburk.
. (Résumé de I'article imprimé & la page D 9—13.)

L’espace fuyant a trois dimensions de l’espace euclidien S,
& quatre dimensions est un espace elliptique K3 On considére (et
dans la figure on a construit) dans cet espace Ej les deux pa,ralléles
de Clifford par un point & parallelement avec la droite Y.

11 est bien connu qu’il n’y a dans S, que deux plans possibles
menés par une -droite arbitraire dont les angles extrémes, avec un
plan arbitraire S, sont égaux. Or, les paralléles dessus-citées peu-
vent 8tre envisagées comme droites fuyantes de deux plans dont

nous venons de parler, menés par une droite au point fuyant k&,
la droite ¥ étant la droite fuyante du plan S,.

*

Remarque sur la théorie des caustiqiles.
Zdendk Pirko, Praha.
(Résumé de D’article imprimé & la page D 14—15.)
L’article en question donne une généralisation d’un théoréme
connu d’Emile Weyr quant aux courbes caustiques par réflexion.
On démontre que toutes les deux catégories, & savoir les
caustiques par réflexion et celles par réfraction par rapport & un
pomt lumineux sonhles développées d’une certaine podaire obhque
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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

T¥i faze ve vyvoji teorie fysikdlniho mikrosvéta.
Véclav Votruba, Praha.

Fysikdlnim mikrosvétem rozumime svét zjevi subatomar-
nich resp. submolekuldrnich. Obracené pak uZivime sluvka
,makro (na pf. ve vyrazech fysikdlni makrosvét, makrosko-
picka fysikalni teorie a pod.) vidy, kdyZ chceme naznaditi, Ze
se nepfihlfZ{ k atomické a tim méné k subatomarni struktufe -
hmoty, ani k fysikélnim ZJevum a faktim né&jak s ni souvisfeim
nebo pifbuznym, jako jsou na pf. kvanta.

V prvni kapitole jest pojedndno o zakladnich pojmech a zé.-
konech primitivni klasické teorie fysikilntho mikrosvéta. Tato
teorie nedovede je’té vysvétliti kvantové zjevy. Je to tedy teorie
velmi nedokonald s hlediska prakticky-fysikilnfho, je v8ak di-
leZitym stupném ve vyvoji teorie fysikdlnfho mikrosvéta s hle-
diska formaln&-matematického. Proto je tfeba se ji zabyvati.
V druhé kapitole jsou vyloZeny principy dnesni kvantové elektro-
dynamiky; vinovéd mechanika hmotného bodu a teorie kvanto-
vaného elektromagnetického pole. V tfeti kapitole jsou nazna-
¢eny vudéf myslenky dvou nejnovéjsich pokust o dalsf zdoko-
naleni teorie fysikédlnfho mikrosvéta, totiz nové ,,Feldtheorie*
hmotnych &istic a korpuskulédrnf teorie elektromagnetického pole.

I. Primitivni. klasick& teorie.

1. Pront zdkladni fikce: Klasicky hmotny bod. Kaidy hmotny
bod v této teorii m4 urditou, konstantni vlastn{ hmotu m, (kli-.
dové hmota), ddle urdity, konstantni elektricky ndboj e, kone&nd
mé v kaidém okamiiku ¢ urditou polohu, kterou miZeme sta-
noviti privodidem g, urditou rychlost v, zrychlenf a atd. Cisla my
a e jsou rela.tlwstwké invarianty, t. j. jsou nezdvislé na volbé sou-
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i"a;dného systému.l) Bud e samo, nebo velidiny e i m, zdrovei,
mohou byti rovny nule; nenf v8ak nikdy zaroveir my =0 a e = 0.

Veli¢ina
v2\—
m = my, (1 — —-)

c’

se nazyvd (setrvatnou) hmotou hmotného bodu; zavisf tedy
na absolutni hodnoté v jeho rychlosti v. Mus{ byti vidy od nuly
riizné a positivni; hmotné body s nulovym m, se tedy musi vzdy
pohybovati meznou rychlosti ¢. (¢ je rovno rychlosti svétla ve
vakuu.) Veliéina

W' = mc?
se nazyvé energif hmotného bodu a koneéné veliina
p=mvo

je jeho impuls. Udénim impulsu se obyéejné nahrazuje udani
rychlosti. Mezi W’ a p’ plati identicky vztah, ktery lze snadno
potvrd?ti,v y
W'2 S ch’2 = n',oac..

Obé strany posledni rovnice jsou relativistické invarianty. Ctve¥ina
velidin p's, Py, P'es W' (9's D'y, P’z jsou slozky vektoru p’) se
totiZz transformuje stejné, jako ¢&tvefina prostorodasovych sou-
fadnic z, 9, 2, &.

.- 2. Druha zdkladni fikce: Klasické elektromagnetické pole. Kla-
sické elektromagnetické pole je nejjednoduseji popsino vekto-
rovym potencidlem ¥ a skalarnim potencialem @. Kompo-
nenty vektoru U a velibina @ jsou funkce prostorovych sou-
fadnic z, y, z a &asu ¢; hovi diferencidlnim rovnicim (rovnicim
vinovym)
: 102

AY — = =5 =0, (1)
1 92 R

K popisu elektromagnetického pole se uiivad téZ vektorti € a H,
které s A a @ souvis{ rovnicemi
1 0%

& = ool Di—ronet, | @)
H=rot A

1) Pro pfechod od jednoho pf¥ipustného, inercidlnfho soufadného
systému z, ¥, 2, t k druhému takovému z+, y+, z+, ¢+ plati Lorentzova
transformace. V dosavadni mikrofysice se uZivé jen specidlni teorie rela-
tivnosti (Einstein-Minkowskiho pseudo-euklidovského prostorotasu).
Mikroskopické teorie gravitace jest problémem budoucnosti.
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a nazyvajf se intensita elektrického a magnetického pole.
Eliminaci A a @ z rovnic (2) plynou pro € a 9 identické rovnice

rot@—l—%%—?=0 )
div € = 0,

znamé jako t. zv. druhéd skupina Maxwellovych rovnic
elektromagnetického pole. Déle jest& plynou z (1), (1’) a (2) rovnice

1 o€ . 1 2P
1, 1 00 3)
le(‘g——?—a?(le%—l—?ﬁ).

3. Uplné obecné schema. Celkovy obraz fysikdlnitho mikrosvéta
podle primitivni klasické teorie. V prostoru a dase existuji dvs
fysikalni entity, svoji povahou zcela riznorodé; klasické hmotné
body a klasické elektromagnetické pole. Teorie vznikld kombinaci
obou téchto pfedstav mé byti schopna vyloZiti v8ecky fysikélnf
zjevy a vlecka fysikalni fakta, gravitaci vyjimaje.

Hmotné body na jedné a elektromagnetické pole na druhé
strand nejsou na sobé& fysikdln& nezdvislé. Hmotné body ptisobi
na elektromagnetické pole podle zndmych zékladnich rovnic

1 6€ 4=,
I'Otv.b—'? '—a-t——_—“' "c—l, (3’)
div € = 4np,

tvoficich t. zv. prvni skupinu Maxwellovych rovnic elektro-
magnetického pole. g je hustota elektrického naboje, neseného
hmotnymi body, i je hustota konvekéniho proudu, vzbuzeného
jejich pohybem. Obé veli¢iny jsou rozpojité funkce prostorovych
soufadnic i dasu. Pro jediny hmotny bod s ndbojem e je prosto-
rova hustota v bodé z, y, z a v 8ase ¢ dédna rovnici .

o(z, ¥, 2,t) = e 8(x — ga) 8(y — @) 6(z — q2),

kdez g, gy, ¢ jsou slozky privodi¥e q¢ hmotného bodu. Funkce p
musf byti rovna nule vSude, s vyjimkou bodu z = gq,, ¥y = gy,
2 = q;, v némZ je néboj e. V tomto bod¥ je ¢ nekonedns veliké,

a to tak, Ze integril
Jfedzdy dz,

vztaZeny na cely prostor, divé e. Za tim tGdelem pFisuzujeme
funkei 8 ex definitione tyto vlastnosti: :

é(e) =0, pro ¢ + 0,
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+ o
f f(e) 8(¢) de = f(0), pro jakoukoli funkeci f(e). (4)

Je-li v poli n hmotnfrch bodi nesoucich naboje ey, e,, . . ., €4, je
hustota p dédna soudtem

e(®, 9,2, t) = Zex 8(¢ — gar) 6(y — guz) (2 — gaa)
a hustota proudu i vjrra.zem
iz, y,2,t) = f ex 0 0(2 — o) 0(Y — quz) 0(2 — @az)-

Nebude jist§ zbyteéné zminiti se nékolika slovy o vyznamu a povaze
rovnic (3’). Nejobecnéjsi fefeni rovnic (1), (1°) Ize sestrojiti takto: @ je déano
jako libovolné superposice rovinnych, harmonickych vin, vSech moZnych
frekvenci », 8ificich se vSemi moZnymi smé&ry n. Vektor ¥ lze nejprve psati
jako soudet Y¥ 4 9. Cast %! je déna libovolnou superposici podélnych,
rovinnych, harmonickych vin,.&st % libovolnou superposici transver-
- sélnich, linedrn& polarisovanych, harmonickych, rovinnych vin. (Ke kadému
sméru n néle#i dv¥d samostatné, linedrné a vzajemnd kolmo polarisovansé,
transversélni viny frekvence ».) Rovnice (3’) maji nyni zfejmé charakter
omezujfci, vedlej&i podminky. Ze vSech préavé uvedenych myslitelnych
feSeni rovnic (1), (1) pro ¥ a @ vybiraji totiZ rovnice (3") pouze ndkterd,
jako skuteéné pripustnd. Omezujici rovnice (3’) zistdvaji oviem v platnosti,
1 kdy% v prostoru nejsou %Z4dné hmotné body, resp. jsou-li jejich elektrické
ndboje vesmés rovny nule.

Obracend pilisobi i elektromagnetické pole na hmotné body.
Pohyb k-tého hmotného bodu je dan pohybovou rovnici Newto-
novou

d

G V= dt (mknb)—ek{@(qk, t) + — (nk X 9, )} (5)

Prvni &len v zdvorce na pravé strané této rovnice vy]a,dru]e
tdinek pole elektrického, druhy &len — vektorovy soudin?) vek-
- tord v a H(qx, f) — Gdinek pole magnetického. Z rovnic (5) plyne
rovnice . energle pro k-ty hmotny bod

d

g W= dt (mac?) = e . (D(qr: 1) - V). (5)

I"ouiitim rovnic (¥) a (4) lze z (5) a (5’) odvoditi dalsi rovnice
%{;.p'l; + I:;Zf(@ X 9) dr} =0, ' 7(<5_a)'

b {g Wt g f (& + 9% dr} =0, (5'a)

(dr = dz dy dz)

o 3) Vektorovy soudin (hbovo].nych) vekt,orl"l % a B budeme oznaéova.tl
X B).
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vyjadiujfef zdkony zachovéni souhrnného impulsu a sou-
hrnné energie nadeho fysikilnfho svéta, t. j. impulsu a energie
hmotnych bodid a pole. Integraly

1 ' 1
S e 2 2
4ncf(@x@)dr, Sn.f(@ + $?) dr
definuji impuls a energii pole; vyrazy
) 1
— (&2 2
4nc(@x$) 8n(@+©)
jsou piislusné hustoty.

Prakticky dilezity jest jeSté tento zpisob psani pohybovych
rovnic (5) a (5"). Zavedeme si ¢isté formalné nové pomocné veli¢iny

Wi = W' — e D(qz, t), (6)
Pk = p k— T QI(QI:, t)9 (6,)

které budeme nazyvati celkovou energii a celkovym im-
pulsem k-tého hmotného bodu.?) Mezi W a p plati vztah

; 2
(W + e@)2 — 2 (v + %m) — mytet, (7)
(Viz identickou relaci mezi W’ a p’ v odst. 1.) Pohybové rov-

nice (5), (5') lze pak spolu s definiénimi rovnicemi (6) Pro i
psati ve tvaru Hamiltonové

ap,, aW,,

aqb aWk U
= om (6'a)

AW, oW, o
X w . (80)

Také pohybove rovnice (5) majf charakter omezujici vedlejst
podminky. Ze vSech myslitelnych pohybi hmotného bodu vy-
biraji totiZ pouze né&které, jako skute¢né mozné. Také pod-
minka (5) zustiva v platnostl, i kdyZ neni v okoli hmotného bodu
zédného elektromagnetického pole, nebo kdy% je ndboj hmotného
bodu roven nule. (T. zv. isolovany hmotny bod se pohybuje
rovnomérné po pifmce.)

4. Diskuse obecné teorie. Zatneme s Maxwellovymi rovnicemi

2) Jaky je divod pro toto po_]menové.ni o tom nelze se zde SfFiti.
W, p je nutno rozliSovati od velidin W’, p’, které jsme nazvali prostd energif

a impulsem hmotného bOdlL Pro molova.ny hmotny bod jest, jak v dal8im
poznéme, W = W', p = p".
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(3"), (2') resp. rovnicemi (1) (1') a (3’). Redenf t&chto rovnic, od-
povidajicf t. zv. volnym elektromagnetickym vindm (ex = 0;
k=1,2,...,n), popisuji svétlo ve vakuu. Z optiky je dobfe
‘zndmo, %e tento popis jest skutedn& naprosto bezvadny, pokud
se tyde t. zv. klasickych vlastnostf svétla, na pf. polarisace, inter-
ference atd. Nesouhlas viak se jevi jiz pii uréeni energie a impulsu
zéfeni. Podle této teorie mize miti na p¥. stojatd monochromaticka
svételnd vlna, uzaviend v néjakém omezeném prostoru, zcela
libovolnou energii. Ale zkuSenost nds uéf, Ze ve skuteénosti je
ta energie vidy celistvym nésobkem kvanta hy, kdeZz h je uni-
versélni konstanta a » frekvence viny. »
Maxwellovy rovnice (3'). popisuji téZ emisi elmagn. zifeni
zplisobenou pohybujicim se elektrickym hmotnym bodem. Lze
z nich odvoditi, Ze energie zéfeni emitovaného v dob& d¢ pii
libovolném pohybu bodového naboje e jest dana vyrazem

e? (dp\?

67c® (dt) o,
Také spektralnf rozdélenf{ energie emitovaného zifeni vychazf
spojité. Zkusenost viak zase udf, Ze zafeni emitované hmotnymi
tasticemi, jako jsou elektrony, protony a podobné, se objevuje
vidy v monochromatickych kvantech o koneéné velikosti
energie. Tuto skuteénost tedy nedovede primitivni klasicka teorie
vysvétliti.

Nyni pfistupme k pohybovym rovnicfm (5) resp. (5b). Tyto
rovnice maji pfedevifm jednu vadu zcela zésadni povahy. Veli-
¢iny €,  a @, A vystupujici v téch rovnicich majf totiz obecns
vesmé&s nekoneéné veliké hodnoty, nebot bod o soufadnicich gy,
qy, ¢: jest v Sase t singuldrnim mistem elektromagnetického pole.
Podobné integrily. v rovnicich (6a), (6'a) jsou obecné divergentni.
Aby tedy vySe vyloZend teorie mohla miti viibec smysl, je tfeba
néjakym vhodnym zptsobem definovati ,,spravné‘‘ hodnoty viech
uvedenych veliéin. V ramci této primitivni teorie lze to udiniti
v podstaté jeding timto piedpisem: Zvolime si soufadny systém,
v ném mé uvatovany hmotny bod v okamzZiku ¢ nulovou rychlost.
Kolem onoho bodu jako stfedu si myslime opsénu kouli malého
poloméru R. Vypobteme stfedni hodnoty veliéin €, 9,... na
povrchu té koule a rozvedeme je v fady podle rostoucich mocnin
poloméru R. Zmeniujeme-li nyni B do nekoneéna, rostou &leny
se zdpornymi mocninami R do nekonedna. Tyto ¢&leny prosté
vynechdme! Zbude tedy po té limitaci pouze &len s R°. Ten udéva
,,8pravné‘‘ hodnoty veliin €(q, t) a dalsich. Zcela podobn& nutno
tu postupovati pfi vypodtu ,,spravnych‘‘ hodnot integralis v rov-
nicich (6a), (6'a). Jest jist& zbytetné podotykati, Ze teorie, ktera
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si musf takovymto zpisobem poméhati z nesndzi, nemize byti
poklddéna za logicky naprosto bezvadnou a dokonalou.

Podrobnym skuteénym vypostem lze nyni ukézati, Ze za
veli¢iny €(q, t) atd. mozno vziti hodnoty prislusné vnéjsimu
poli, zustava-li zrychlenf hmotného bodu trvale malé, coz zase
nastava, je-li vn&jsi pole slabé. V tomto piipadé lze zanedbati
vyzafovani. Pi experimentdlnim zkoumani pohybu elektric-
kych hmotnych &astic (elektront, x-84stic) v rozsahlych (makro-
skopickych) elektromagnetickych polich byly tyto piiblizné po-
hybové rovnice skvéle potvrzeny. Aby v8ak bylo moZno v ramei
primitivni klasické teorie vyloziti empiricka fakta, tykajici se
existence a nejdilezit&jsich vlastnosti molekul a atomu, bylo by
tteba, aby teorie pfipoustéla moZnost energeticky exaktné sta-
bilnich dynamickych soustav elektrickych hmotnych bodii, jejichz
souhrnnd energie by byla schopna nabyvati pouze diskretn{
fady hodnot, t. j. byla kvantovana. Misto toho se ukazuje, Ze
energeticky p¥esné stabilni soustavy hmotnych bodd jsou
v této klasické teorii nemoZné, nebot podle pfesnych pohybo-
vych rovnic jest zrychlené se pohybujici elektricky hmotny bod
brzdén vlastnim zifenim, které podle Maxwellovych rovnic (3')
uvoliiuje. Ale ani ,stabilni soustavy, které dostaneme, kdyZ
zanedbdme vyzafovéni a pohyb hmotnych bodi poéitame podle
pfibliznych pohybovych rovnic, v nichZ je hnaci sfla odvozena
jen z vné&jsiho pole (tak se postupovalo ve zndmé Bohrové-
Sommerfeldové atomové mechanice), nespliiuji vySe uvedené
pozadavky. Jejich souhrnnd energie totiz miZe nabyvati spojité
fady hodnot a neni Zidného teoretického diivodu pro néjaké
kvantovani. Proto bylo nutno zavésti v B.-S. atomové mechanice
~dodateéné kvantové podminky.

Pii popisu ptisobeni ciziho za¥eni na elektricky hmotny
bod teorie také nenf v Gplném souhlase se zkufenosti, ktera uéi, Ze
se energie a impuls zifeni prendfeji na hmotné dastice nespo-
jité, po koneénych kvantech. (Absorpce, fotoefekt, Comptontv
zjev.) Tuto skuteénost nedovede primitivni klasicka teorie vyloZiti.

Pii t. zv. piimych srdzkich mezi elektricky neutralnim a né-
jakym jingym hmotnym bodem Zada teorie v souhlase se zku-
8enosti, aby soudet energii a impulsi obou hmotnych bodi byl
stejny po srdZce jako pfed sraikou.

T. zv. materialnf paprsky (na p¥. katodové paprsky, «-paprsky
a podobné) jsou podle této teorie jen proudem uspofddand se
pohybujicich, prakticky isolovanych hmotnych bodd. Znimé
mlZné stopy ve Wilsonové komoie souhlasi s touto predstavou.
Ale na materidlnich paprscich byla pozorovéna téZz skupina zjevi
(na pf. interference a.ohyb), které jsou se stanoviska primitivni
klasické teorie naprosto nesrozumitelné. :
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II. Kvantovi elektrodynamika.

Trvalo skoro dvacet let; neZ se podafilo nahraditi primitivn{
klasickou mikrofysikdlnf teorii teorii prakticky.lépe vyhovujici,
t. j. lépe souhlasfcf se zkuSenostf, a po strance matematicko-
formalni stejné uspokojivou, t. j. tvofici stejné logicky uzavieny
systém pojmi a vét, jako teorie klasicka. Tato nova teorie se
nazyva kvantovi elektrodynamika. Vinova mechanika (me-
chanika ,nového hmotného bodu‘) je v. ni obsaZena tak, jako
je klasickd mechanika (mechanika ,klasického hmotného bodu‘‘)
organicky obsaZena v teorii vylozené v predchazejici kapitole.
Nejdokonalejsf Gplnou formulaci kvantové elektrodynamiky podali
r. 1932 Dirac, Fock a Podolsky. (Viz II3.).

1. Proni zdkladni fikce: Hmotny bod Diracovy relativistické -
vinové  mechaniky. Rozebirdme-li teoreticky moZnosti libovolns
presnych méfeni polohy, t. j. soufadnic gz, gy, ¢ bodové hmotné
tastice — na pf. elektronu, protonu a podobné — v urditém dase ¢,
nenalezneme zidnych zasadnich prekazek, které by mohly stéti
v cesté provedeni tohoto tkolu. Stejné jest v zasadé moino, sta-
noviti libovolné presné slozky impulsu 'z, p'y; p’. hmotné &astice
v uréitém néjakém d&ase. Naproti tomu rozbor nejrozmanitéjsich
experimentélnich uspofadani navrzenych pro souéasné stano-
veni{ soufadnic i komponent impulsu vede k vysledku
odlisnému, totiz k tomu, Ze je zdsadn® nemoZno stanoviti
8 libovolnou pFesnosti{ soudasné polohu i impuls bodové
hmotné &astice. Zasadni hranice pfesnosti méfenf je dana ne-
rovnost{

57z 8 2 h (8)

a podobné pro ostatni komponenty (k je Planckova konstanta).
Pri tom znadf 4p’s, 6¢s, ... atd. pravdépodobné chyby naméfe-
nych hodnot 7', g, atd.

" Je to zpusobeno jednak vlivem vyfe zminénych, empiricky
zjidténych, neklasickych vlastnostf svétla (projevujicich se na pf.
ve zjevu fotoelektrickém a zjevu Comptonové tim zpisobem,
fe se energie i impuls zafeni pfendsf na- hmotné &astice po ko-
- nednych kvantech, nespojit®), jednak vlivem rovné% uvedenych,
empiricky z]léténych neklasickych vlastnost{ hmotnych &astic
(projevujicich se na p¥. tim, Ze materialni paprsky jevi interferenci
a ohyb). P¥ odvozovén{ relaci (8) se pouZfvé znémych kvanti-
tativnich zdkonitost{ ovlddajicich zjev Comptonuv a ohyb
materidlnfch paprski. Ty zdkonitosti byly nalezeny empiricky.
Jsou proto relace (8) také relace &istd empu'ické tedy naprosto
spolehlivé. .

. Z-toho, co bylo pravé fedeno, plyne v podstat® toto poudent:
Nenf mo#no p¥{mo empiricky ovéfiti, %e skutedné jednoduché
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hmotné S4stice maji viecky charakteristické vlastnosti klasickych
hmotnych bodi. Nemohl by ndm oviem nikdo bréniti, abychom
¢inili takovy pfredpoklad, pfes to, Ze je pifmo prakticky ne- -
ovétitelny, kdybychom na zakladé toho predpokladu dovedli podati
uspokojivy vyklad viech mikrofysikdlnich zjevi. Ale to se dosud
nepodafilo. (Viz 1.) Proto musime byti naklonéni k presvédéeni,
%e zakladni pfedpoklad primitivni klasické teorie — klasicky
hmotny bod — jest nejen logicky nedostatetné oduvodnény, ale
i fakticky nespravny, t. j. Ze klasické hmotné body skuteénd
nejsou v piirodé realisovany.?)

Prakticky netispéch hypotesy klasického hmotného bodu mus{
nés piiméti k tomu, abychom se snazili nahraditi tuto fikei néjakou
fikei, feknéme obecnéjsi, pfi nfz by bylo pfimo vyuZito volnosti
dané nerovninou (8). Lze doufat, %e tak bude moZno dospéti
zcela pfirozend k vykladu kvantovych zjevi. OvSem, Ze nemusf
byti novy pojem, ktery nastoupi na misto pojmu klasického
hmotného bodu (pojem hmotného bodu vlnové mechaniky) nikterak
pojmem nazornym. Postaéi, kdyz budeme uméti vlastnosti a cho-
vani nového hmotného bodu matematicky popsat, a kdyZ tento
popis, v naleZité interpretaci, bude ve shodé se zkuSenostf.

K pojmu hmotného bodu vlnové mechaniky dosp&jeme timto
formalnim zobecnénim pojmu klasického hmotného bodu: Kompo-
nenty pruvodite g a impulsu p’ jakoZz i energii W’ isolovaného
hmotného bodu nebudeme poklidati za obydejnd prosta é&isla,
nybrz za 8isla obecnéj8i, pro néz neplati zdkon o komutativ-
nosti ndsobeni, ale jsou splnény tyto zaménovaci relace

h
P2 Qo—0qs.Pz= ek | a cykl. (9)

Pii tom | znadi jednotku v oboru nekomutativnich é&isel. Viecky
ostatni{ podvojné soudiny velidin ¢, gy, ¢, P’z ..., W' jsou za-
ménné. Z teorie klasického hmotného bodu pfevezmeme do teorie
hmotného bodu vinové mechaniky pouze jesté relativisticky vztah

W2 — ctp't — mylct = 0. (10)

Pfihlédnéme nyni, jaké jsou blizsi teoretické diisledky hypo-
tesy (9), a jakd je prakticko-fysikdlni interpretace celého toho

4) Ze hypotesa, klasického hmotného bodu j je skute¥ns logicky nedosta-
tetné odtivodnéna a Ze naprosto neni nutné, jak by snad bylo moZno se
domnfvati vzhledem k tomu, ¥e je zésadné® moino stanoviti s libovolnou -
pfesnosti polohu jednoduché hmotné &éstice v &ase ¢,, jakoZ i impuls v jiném
Sase ty, dokazuje pravé okolnost, Ze je moZno vybudovati logicky bezespornou
vinovou mechaniku, v ni¥ se ona hypotesa popiré, kdeZto ob& prave zminénéa
empirické fakta akceptuji. Tim je té% vyloudena eventualita, Ze by se mohlo
podafiti dokézat sprévnost resp. nutnost hypotesy klasického hmotného
bodu néjak nepﬂmo
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formalismu. V experimentaln{ fysice jsou soufadnice, komponenty
impulsu a také energie hmotné &tastice, jakozto vysledky fysikal-
nich méfenf, samozfejmé obydejni &isla. Ukolem fysukalni
teorie pak jest, tyto vysledky fysikdlnich meéfeni s nejvétsi za-
sadné moznou presnosti — viz na p¥. relace (8) — predpovidati.
Aby tedy formélni zohecnéni pojmu hmotného bodu dané rovni-
cemi (9) mohlo miti viibec néjaky smysl, musi byti predeviim
mozno, prevésti viecky vypovédi o abstraktnich nekomutativnich
éislech (po piipadé vztahy mezi nimi) na jisté vypovédi o néjakych
obydejnych &islech. To skuteéné je mozno uéiniti, a to jak nds
algebra uéi, v podstaté jediné (jednoznaéné) timto zplsobem:
Kaidé z veliéin W', p'y, ¢, atd. pfitadime — ¢&isté formalné —
jistou operaci, provedenou na obyéejnych realnych nebo komplex-
nich funkeich jistych obydejnych redlnych &isel (plynulych para-
metrﬁ) z, ¥, %, t; jinymi slovy, zobrazime si kazdou z veliéin W',
P's, . . . pomoci jistého operatoru, piisobiciho na funkce promén-
nych z, y, 2, £.5) Uéinime to podle této tabulky (znatku — &téte
slovy ,.je pnradén operator):

Pris e o

Px*rm% . (11)
¢s — = a cykl.,

| > 1.

Veli¢ina W’ je tedy zobrazena operatorem, ktery pusobi na
libovolnou funkei proménnych z, y, z, ¢ tak, %e ji derivuje parcielné
podle ¢ a nasobi faktorem — A/2ni, operdtor zobrazujici g, nasobi
jiprosté ¢islem z, operator zobrazujici | nasobf jedni¢kou.®) Duvod,
proé jsme pfifadéni abstraktnich nekomutativnich velidin a kon-
kretnich operdtori provedli pravé podle tabulky (11), pozname
v dal8im. Souétu dvou velidin, na pt. p'y + P’y odpovida operator,
ktery piisobi na libovolnou funkei w(z, Y, 2, t) tak, Ze z ni utvoif
funkei

h'o h o v. b [Ow w
(Zm' ox ' 2m By) , Cili 2mi (Bx T ay)'
Soudinu dvou veli¢in odpovidd operator, ktery provadi ob& &a-
stedné operace po sob&é. Na pi. operator odpovidajici souéinu p’zq,
méni funkei w ve funkei

8) Pojem operétoru je dobfe znamy na p¥. z vektorového poétu.

$) Vektor p’ je podle tabulky (11) zobrazen (a% na faktor h/2mt) po-
mocf operdtoru grad, znamého z vektorového poétu. Proménné parametry
@, ¥, 2, t majf vyznam — a také transformaéni vliastnosti — pIynulych
prostorovych soufadnic a &asu.

~
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3%
2mi o

(2w),

kdeZto operator odpovidajici soudinu ¢,p’, méni w ve vyraz

. L) éi'_h._ xaﬁ
" omi oz’ 2m "~ ox’

a podobné pro jiné souéiny. Na zdkladé obou pravé uvedenych
pravidel Ize nyni ke kaZdému vjrra,zu F, utvorfenému pomoci
séitani a nasobeni z velibin W', p's, ¢, atd udatl piislusny
operitor 6.

Zobrazeni nekomutativnich veli¢in pomoci operatort ma tento
vyznam resp. nasledek: Kazdy vztah tvaru F = 0 mezi nekomu
tativnimi veli¢inami lze okamzité proméniti v podminku @w = 0
pro jistou funkci w proménnych z, y, 2, ¢, tedy ve vztah mezi
obyéejnymi éisly, coz je pravé aéel toho zobrazeni. Jediné vztahy
typu F' = 0, které nevedou k Zadnym podminkdm pro funkei w,
jsou relace (9) a vztahy z nich plynouci. Operdtory (11) byly
totiz pravé tak zvoleny, aby relace (9) vedly k identitam.

Nyni si viimnéme bliZze fundamentélniho vztahu (10); je to*
vztah typu F = 0. Dirac nalezl, Ze kvadraticky vyraz na levé
strané této rovnice lze rozloZiti na soudin dvou vyrazl linedrnich
ve velidinaich W', p's, p'y, p: totiZ vyrazu

Wy + c(p'z0q + D'yckg + Doty + myex), (12)

a vyrazu li§fctho se pouze opaénym znaménkem élenu v zdvorce,
jestlize za koeficienty & zvolime nekomutativni &isla splitujici tyto
zaméiiovaci relace:

147297 + KpXg = 26ik . l, (i’ k= : 1, 2’ 3),
Ky — K0y = 0, i = ’ 1: 2’ 3)7
o2 =1,

kde | je jednotka v oboru velidin « a & je zndmy symbol Kro-
neckeriv (i = 0. pro ¢ =k, 85 = 1). S velitinami W', p's, ¢a,
atd. jsou velitiny & zdménné, O spravnosti Diracova tvrzeni lze
se snadno presvédéditi rozndsobenim. Vehémy o nelze zobraziti,
ve smyslu vyse vyloZzeném, pomoci operatori pisobicich na ]edmou
libovolnou funkeci proménnych =z,y,z,¢ nybri pouze pomoci
operatord pisobicich na &tvetici takovjrch funkef. Je-li vo(2, ¥, 2, t),
(0 = I, II, I1I, IV), takova &tvefice, jest ddno prifadéni operé-
torti veliiném & touto tabulkou.

Operator odpovidajici veli¢ing

g méni yr v yy, Y V Y, Yiur vV —ym, Yiv vV —yiIv,
oqméni Y1 Vyrv, ynVoym ymVyYm Yiv VYL,
og ménf yr v .9y, Yy V —W’m, Y Vv Wi,  yiv vV —iyg, (13)
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og mén{ Y1V ym, YoV —yiv, YoV YL viv vV —vyir,

oy ménf 1 v g1, YV ym, Y Vo ym,  Yiv 'V oyv.?)

Je-li L operator odpovidajici vyrazu na levé strané rovnice (10),
jest jasné, Ze &¢tyfi funkce vy, (o = I, II, IIT, IV), splitujici sou-
stavu &tyf diferencidlnich rovnic

1 0 2mmoc .
(c at"‘4+ax"‘l+ay°‘2+a L "‘0)""'—0’ (12)
hovi téZ rovnicim I/ap., = 0. Rovnice (12) jsou zdkladni rovnice
Diracovy vlnové mechaniky isolovaného hmotného bo-
du. Jejich nejdilezitéjsi vlastnosti budou vyloZeny je§té v dal$im.
Nyni se vSak musime obratiti k prakticko-fysikdlni interpretaci
celého dosud vyloZeného teoretického formalismu.

Predpoklade]me Ze jsme nalezli né]a,ke TeSeni i, yir, Y. YiIv
rovnic (12'). Kazdé takové fefeni popisuje urdity stav hmot-
ného bodu. Pomocf funkef y lze uréiti t. zv. pravdepodobne
hodnoty (Erwartungswerte) veliéin W', ¢z, p's, . .. 1 vyrazi
G'(qz, Pz, . . .) z nich utvofenych, pfislusné hmotnemu bodu v do-
"ty¢ném stavu. Obecny vzorec pro pravdépodobnou hodnotu @
velidiny G jest

G =[ S Y*Gy.dr, (dv = dz dy dz) (14)

kdeZ y*, je funkce komplexné sdruZens s y, a vyraz @ si myslime
nahrazen pfislusnym operdtorem. Integrace se vztahu]e na cely
obor proménnych z, y, 2. Pro Gz Qys 9z & D'z, P'y, P': madme specielnd
tyto vyrazy

9z = f ¥ 2y, dr — f . Q(x, t) dr, atd., (15)

h 0 : '
Bl Zw*“'fyﬁ'%%dr’ atd. (15)

Pravdépodobné hodnoty g, p'» atd. uddvaji pravd&po-
dobné vysledky mé&fenf soufadnic, komponent impulsu atd.,
provedenych na uvaZované hmotné &astici, kterd je v dotyéném
stavu y.

Ze vzorce (15) vidime ihned, Ze vyraz Q(x, t) dr musime . inter-
pretovati jako pra.vdépodobnost %e hmotny bod bude v &ase ¢
nalezen v prostorovém elementu dr = dx dy dz, lezicim na misté r
(kdy% bude proveden experiment resp. méreni dovolujici uréeni
polohy hmotného bodu s potfebnou pfesnostf). Funkei

7). Je tedy vlastnd a, = |. Operatory pFisluiné podle (13) a.bstrakt-
nim velidindm « budeme oznalovati stejné jako velidiny « samotné.
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Qr, 1) = Zy*ape = Zyp*s | po = Zyp*ony,
Ize tedy nazvati hustotou pravdépodobnosti polohy. Protoze
je vidy @ = 0, jest splnéna samoziejmé nutnd podminka, kterou
musime na hustotu pravdépodobnosti klisti. Krom& toho lze
normovanim funkei y, dociliti, aby integral

[Qdr =1. (16)
Vypoétem lze dile obecné dokazati, e v kazdém mozném stavu
hmotného bodu je spravnd nerovnina

@z — @) - (p'z— D) 2 %, (8
a podobné pro ostatni komponenty. To v¥ak je pravé presny
vyznam ,,empirické* nerovnosti (8). Nepatrna velikost Planckovy
konstanty % je vysvétlenim pro fakt, Ze pojem klasického hmotného
bodu je pojmem nazornym. Jest samoziejmé treba dokizati, Ze
v8ecky zndmé fysikilni zjevy, k jejichZz vykladu bylo dosud tteba
fikce klasického hmotného bodu (na pf. Wilsonovy mliné drahy)
lze teoreticky stejné dobfe vyloZiti i na zdklad® pojmu hmotného
bodu vlnové mechaniky. To skutednd udiniti lze.®)

Je-li &tvetina y, takova, Ze plati pro jisty operdtor @ vztah

Gwa =C. Yo, (17)
kde% C je (oby&ejné) konstanta, jest vzhledem k (14) a (16)
' G=0C.

V pifpadé (17) nazyvéme stav 9, hmotného bodu stavem charakte-

ristickym, pifslusnym k hodnoté C velidiny G. Hodnota G = C
je v tomto p¥ipadé hodnotou jistou velidiny G. Kazd4 pravds-
podobné hodnota @ libovolné velitiny G mizZe byti — ve zvIast-
nim stavu hmotného bodu — té% hodnotou jistou. Teorie je tedy
ve shodé s vySe zminénou zésadni moznosti absolutn® ptresného
urdenf bud polohy nebo impulsu hmotné &astice. Tak na pf. hmotna
¢astice, pro niZ jsme v dase ¢ urdili presnd tfebas z-ovou soutadnici,
jest v tom Sase v charakteristickém stavu pitislusném k naméiené
hodnoté velidiny g¢,. Urdovani pravdépodobnych hodnot, kters,
jak uvedeno, mohou byti ve zvléstnich ptipadech té% hodnotami
jistymi mechanickych velidin (na p¥. soutadnic, komponent impulsu,
impulsmomentu, energie hmotného bodu atd.) jest zakladnf kol
a vlastn® cely obsah vlnové mechaniky, nebot predpovidini
pravdépodobnych hodnot jest nyni jediny zésadnd moZny zpisob,
fysikdlntho predpovidéni budoucnosti. Tim je dano té% dne¥ni
nové pojeti fysikdlni kausality. ’

®) P¥i Wilsonovych ml#ngch drahéch- oviem nejde nikdy o isolovany
hmotny bod. K jejich vykladu je proto t¥eba tiplné teorie 2 oci’snt 3 .o
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O Diracovych rovnicich lze dokézati, Ze neméni svdj tvar pfi
Lorentzové transformaci plynulych soufadnic z,y,z a &Sasu ¢,
pfifadime-li ji jistou linearni transformaci funkei ,.

Rovnice (12’) maji jesté dalsi vlastnosti zcela zasadni daleZitosti.
K vyfe uvedenym nutnym podminkém pro pravdépodobnostni hustotu @
pfistupuje v relativistické teorii jesté podminka dalsi. Je totiZ nutné, ma-li
novy pojem hmotného bodu miti vitbec smysl, aby pravdépodobnost  dr
byla relativistickym invariantem. K tomu je viak tfeba, aby z funkei y,

"bylo moZno kromé vyrazu @ sestrojiti jedtd t¥i vyrazy S, Sy, S,, které by
se spoleénd s @ transformovaly stejné, jako se transformuji plynulé soufad-
nice z, ¥y, z spoletné s 8asem ¢, nebo komponenty vektoru p” spoleéné s ener-
gii W’. Ukazuje se, ¥e vzhledem k vySe zminénym transformadnim vlast-
nostem funkei g, jest tato velmi obt{#né podminka skuteéné splnéna. Kompo-

nenty S, Sy, S, vektoru @ jsou definovény takto:
8, = Ty oy,
8y = Zy,*ouy, (18)
S, = ZyFogy, -
Dokonce plati na zéklad$ rovnic (12°) pro vektor & a veliéinu @ zndmé
rovnice kontinuity 3
1 o

div@ =———. . (19)

Veli¢ina e. @ udévé pravdépodobnou hustotu (pravdépodobnou hodnotu
hustoty) elektrického néboje. Je tedy e . @ = g. Podobn& miiZeme vzhledem
k (19) pséti ~
e.c. =1
Ptirozend je rovnicemi (12’) docfleno i néleZitého souhlasu se zkusSe-
nostf. Cha.raktt_aristicky stav hmotného bodu, v ném# mame jistotu nalézti
uréity impuls p’, je popsén &tvefici funkef y, tohoto tvaru:
- 21‘ > ot ' — W
'I’,(“: Y, 2,1) = a,.e % (P'z.5+9'y.y+0'z.2—W .t).
Predstavujf rovinnou vinu o frekvenci

1 =, 1 —_—
v=7‘—.W =7{°Vc’p”+mo’c‘

a déloe viny A = h/p’, kde% p’ je absolutni hodnota vektoru p’. Pomocf
t&chto vin lze kvantitativn® vyloZiti interferenci & ohyb -materidlnich
paprskii. K danému p’ existujf dokonce &ty¥i linedrn nezévislé Stvefice
charakteristick)"ch_funkci, které v8echny maji tvar rovinné viny postupujici
ve sméru vektoru p’. Dv&ma z nich odpovidé kladné hodnota energie
W =+ Vi + mgtet,

druhym dv¥ma hodnota — W’. P¥esny fysikéln{ vyznam t&ch ,,zépornych*
FeSeni neni jedtd Gplnd jasny. V p¥padd elektronu jsou v souvislosti s po-
sitrony. Dosud se viak nepodaf¥ilo tu souvislost zcela uspokojivé matema-
ticky formulovati. Oba dva stavy hmotného bodu odpovidajici ,,kladnym*
viném se vzéjemnd li¥f riznou (opa¥nou) orientaci t. zv. spinu. Tak nazy-
vime vektor 8, jeho komponentdm odpovidaji operdtory: s, —> agxg,

8y > Oq0y, 8 > g0y O jeho vyznamu se'zminim prileZitostnd v dalSfm.
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2. Druhd zdkladni fikce: Kvantované elektromagnetické pole. Rov-
nice klasického elektromagnetického pole ve vakuu popisujf
i kvantované pole. Také vyrazy pro hustotu energie a impulsu pole
zistdvaji pfirozené v platnosti. Velidiny 4,, 4y, 4,, D (viz I, 2)
v8ak jiz nepokliddéme za obydejné &fsla, nybrz (podobn& jako
v predchézejicim odstavei velidiny g, ...) za &sla obecndjsf,
pro jejichz nasobeni neplati zdkon komutativnosti, ale plati tyto
zaméhovaci relace:

ch

¢¢—¢¢=—%.D(l,r).l (20)

’ r ch ’
A,.A:,——A,,A,,—%.D(l,t).l a cykl., (20%)
D'A; — A9 = 0 a cykl, (20")
A'24y — 4,4’ = 0 a cykl. (20"")

Pti tom je @ = D(r,t) a @' = P(¢',t'); analogicky pro ostatnf
veli¢iny. Déle funkce D md tento vyznam:

D, 1) = 7 {3 + ov) — 81— cn)},

kdez I = |t—1'|, T =¢—1¢ a d(¢) je definovano rovnicemi (4).
UkéZeme v tomto odstavei pouze na nejjednodud$im pifpadd
disledky a fysikdlnf interpretaci zamétiovacich relaci (20)—(20").

Budiz déna linedrné polarisovand svételnd vlna, postupujfef
ve sméru osy z, rovnicemi

h p— M o 2niy _
Az =9 ]/Tc Be 5 (z—ct) + B*e o (z ct))
. 7T )

Ay=A, = =0

Faktor pfed zdvorkou byl zvolen jen pro pohodli. Pro energii
této viny, obsaZenou v krychli, kterd m4 hrany rovnob&zné s osami
a délku hrany rovnu c/» (je to nejmensi a nejjednodus$i dutina,
v niZ mohou interferenci viny (21) a vlny postupujfcf v opaéném
sméru vzniknouti stojaté viny), plyne vyraz

(21)

T = él?z [ (6 + ) dr — "2—” (BB* + B*B). (22)

Amplitudy B, B* nejsou tu obydejnd komplexnf é&fsla, nybrz
veliéiny nekomutativni. Po dosazeni za A, z rovnice (21) do
rovnice (20°) a jednoduché tipravé, kterou zde netieba provadsti,?)
dostaneme pro né tuto zaméhovaci relaci: ‘

?) Zahrnuje téZ prostorovou integraci pfes zvolenou krychli o hrang
c/v.
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BB* — B*B = |. _ (23)

Veli¢ina T' dana rovnici (22) také oviem neni obydejné &islo.
V experimentilni fysice vSak jest energie elektromagnetického
pole, jakozto vysledek méfeni, nutné obyéejnym &islem. Vysvétleni
jest zase toto: Nekomutativni veli¢iny, jako A, (rov. (21)), B, B*
a podobné lze zobraziti pomoci operdtortd, puisobicich na funkce
jisté proménné «. Existuje nyni funkce y(u), kterd charakterisuje
kvantovy stav pole (21), a pomoci niZ 1ze stanoviti pravdépodobné
hodnoty (Erwartungswerte) onéch veli¢in v pifsluiném stavu pole.
Obecny predpis pro jejich vypodet jest zase tento: Je-li U operator
pisobici na funkce proménné u, jest jeho pravdépodobnéd hodnota

U= [y*Uydu (24)
(Srovne] formuli (14) =z odst 1.) Analogicky s (16) musi téZ platit
Jx*xdu = 1. (25)

Pravdépodobné hodnoty udivaji zase pravdépodobné vysledky
fysikédlnfch méfeni. Tim je ddna prakticka fysikalni interpretace
kvantovdn{ pole pomocf{ nekomutativnich &isel.

Budiz £ (resp £*) operétor, ktery ptsobi na kazdou funkci
proménné u tak, Ze ji méni v touZ funkeci promé&nné u -+ 1 (resp.
u—1). Operé,tory Q0* a Q*Q tedy neméni vibec onu funkei.
Veli¢iny B, B*, splitujici relaci (23), lze zobraziti takto: _

BoJu+1.02, B> Ju. Q* (26)

Aby teorie mohla byti v souhlase se zkul¥enostf, jest nutno,
aby kazdé pravd&podobni hodnota T energie T svételné
vlny (21) byla zaroveii hodnotou jistou. Tento pozadavek
stadf k tomu, abychom mohli urditi jak tvar funkce y(u), tak
i vBecky naméiitelné hodnoty velidiny 7. Podle (24), (22), (26)
plat{ pfedn& ' ‘

T =4hv.[y*.(BB* + B*B) ydu = v . [ x* (2u + 1) y du.10)
Aby T byla hodnota jistd, musi byti ,

u.xy=N.z ‘ (27)

kdez N je konstanta. Z (27) a (25) plyne, Ze y musf byti tvaru

V8 —N), kdei 4 je funkce definovana rovnici (4). Pak je prostd

T—N.h+ 1hy. 2 (28)
(P¥i58t8 dokondeni.)

_ %) Operator pf'isluﬁny vyrazu BB* + B*B jest toti
Vu + 10 Yu* + Vu* Vu + 10 = (24 + 1) QQ*.



VYUCOVANLI

Poznamky k pokusim v uéebnici
Petirové-Smokové.
Vratislav Charfreitag, Hradec Krélové.

(Cést pata.)

Str. 202. Souznéni (sprdvné resonance). Rozezvudeni druhé
ladi¢ky lze objektivné ukazati pomoci sklenéné kulitky (knofliku
8 otvorem) podobné jako pii ukézanf uzli ladi¢ky. Kulitku pové-
sime tak, aby se dotykala ramene ladi¢ky blize horniho konce. —
Jsou-li ladi¢ky dobie sladény, moZno prenésti je§té chvéni druhé
ladi¢ky zpatky na prvni; rozezvudéime silné& prvou laditku, vez-
meme ji do ruky, tim ji utlumime, pak ji pustime, utlumfme
druhou ladi¢ku a prvni opét zni — ovSem slab8. — Na klaviru
zmédkneme klapku c tak, aby tén nezavznél, a pak ostfe a kratce
vezmeme t6n C; tén ¢ zni dile na dikaz, Ze ve zvuku. C byl obsaZen
jako tén harmonicky a resonanci se rozezvudel. Analogicky dajf
se rozezvuceti i dalsfi tény harmonické (g, c,, €, ¢;), ano 1 cely
trojzvuk c,e,9; zni — byl-li pfed tim neslySitelng zmatknut —
vezmeme-li silné tén C (ihned jej pustiti). — P&kny pokus k objas-
néni resonance je tento: dosti t&zkou olovénou nebo zeleznou kouli
zavésime bifilirné na Strouhaliv stojan tak vysoko, aby se doty-
kala malého, ale dlouhého 3t&tecku pfipevnéného k tydince metro-
nomu. Posuvnym zdvazitkem na metronomu upravime jeho dobu
kyvu tak, aby souhlasila s dobou kyvu kyvadla. Pranepatrné na-
razy StéteCku stadf, aby kyvadlo se zna&né rozhoupalo. Rozla-
dime-li zdvazitkem soustavu, koule se nerozkyve.

Str. 202, obr. 274. Nemdme-li - pfistroj s posuvnou trubicf,
stadl vziti valcovy sklenény cylindr (k lampé) a zasunovati jej do
vody tak dlouho, aZ nastane nejsiln&j§i resonance. Pak jej upev-
nime. ‘

Optika. Str. 205 a nisl. Zatmén{ Slunce a Mésice.
Slunce znazornime siln&jdi Zarovkou uzavienou ve vé&t3i kouli
z mlééného skla. Mésic a Zem& budou dievénymi koulemi, na-
ttenymi bflou matovou barvou o polomé&rech asi 3, resp. 8 cm,
jez zavésime na tenky &erny dratek na Strouhaltiv stojan. Voli-

me-li vzdAlenost st¥edt Mésice a Zem® mendf ne¥ —'o—, kde 7

1‘, —Tl
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je polomér Mé&sice, ry pol. Slunce a ¢ vzdalenost jejich stiedi,
je na Zemi velmi dobfe vidéti vrZeny plnostin i polostin. Za-
mé&nfme-li pak kouli zndzortiujicf Zemi mapou zemské polokoule,
ve které jsou na riznych mistech otvory, jimiZ se divime, moZno
vhodnou volbou téchto otvoru predvésti zatméni Slunce tplné,
distedné i kruhové. — Zatméni Mésice ukiZzeme pak tim,
ze men&i kouli ddme za v&t&i, aby byla bud zcela nebo &istedénéd
v jejim plnostinu. Upozornfme pii tom, Ze stin Zemé na Mésici
(nejen na modelu, ale i ve skutednosti) je vidy kruhovy, z &ehoZ
soudime, e Zemé je kulata.

Str. 206. Codky. Jako predmétu lze pouZiti bud svice nebo
Zzarovky s uhlikovym vlaknem.

Str. 210. Kulovd vada. Na rovinnou plochu plosko-

vypuklé &odky (priméru asi 5cm) pfilepime (stadf navlhé&iti)
tmavou papirovou clonu tvaru mezikruzi tak, aby wvnitini ast
dotky pruméru asi 1 cm a vnéjsf mezikruzi §ifky asi 6 mm ztstaly
- volné. Zachytime-li rovinnou plochou piimé sluneéni paprsky,
mozZno na stinftku pozorovati zietelné dvé ruznd ohniska,
pochézejicf od paprski nulovych¥aYokrajovych. Zakryjeme-li jests
vnitén{ $4st maliskymYstinitkemY(pétihalét pripijeny k dratu),
shledéme, Ze krajovym paprskim piisludijohnisko bliZ8i —
Obyéejnou (nekorigovanou) spojkou priméru 6—10 cm s krét-
kym ohniskem zobrazime &tvercovy otvor o strané 3—4 cm,
zezadu silné osvétleny na nepifli§ vzddleném stinitku; strany
obrazu jsou prohnuty dovnit¥. Nebo zobrazime touz d&otkou
driténou sitku (té%e velikosti) rovnéZ jasn® osvétlenou; podaii
se nam zobraziti ost¥e bud kraje nebo prostiedek, oboji sou-
dasné viak nikoli. -
: Str. 211. Postup pfi fotografovani. Do dvou zkumavek
nalijeme trochu roztoku dusiénanu stifbrného v destilované
vods$ (1 : 10), pFilejeme néco z¥eddného roztoku kuchyiiské soli
a jednu ze zkumavek s vzniklym chloridem st¥{brnym vystavime
pfimému sluneénfmu svétlu; chlorid poznendhlu zdernid. Do
druhé zkumavky nalijeme. pfiméfené mnoZstvi nasyceného roz-
toku girnatanu sodného v destilované vodé (1 :3) a protfepeme;
chlorid se rozpustf. — Kopirovaci papir (celoidinovy, na ,,dennf
svétlo) pokryjeme z poloviny dervenym sklem; na druhou
déme né&jaky negativ nebo vylisovany list na pf. javorovy,
pokryjeme jej sklem, vlozime celek do kopirovactho rdmeé&ku
nebo piipevnime skla tenkou gumidkou a vystavime pf¥imému
slunednfmu svétlu; ve fixadnf lazni obraz ustalime. Pod Servenym
gklem zistane papir bily, %ebrovi listu se p&kn& prokresli.

Str. 212. Oko lidské. — O jsoucnosti %2luté skvrny mozno
se plesvédéiti timto pokusem: Do Serného papfru udéldme jehlou
otvor a dr¥ime jej asi 1'/;cm pfed okem (druhé zavieme) a hle-
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dfme otvorem na jasnou oblohu. Opisujeme-li nyni otvorem malé
krouzky (priméru 4—5 mm), vidime %edé pozadi oblohy protkané
tmav8imi Zilkami. Je to obraz Zilek na sitnici naSeho oka;
uprostied je misto prosté Zilek, a to je obraz Zluté skvrny.

Str. 213. Obraz musi vzniknouti na sitnici. Spojkou
(f = 60 cm) utvoifme na stinftku vzdileném 90 cm ostry obraz
predmétu (zarovky), vzdileného od otky 180 cm (5 + thy = o%);
stinitko predstavuje tu sitnici naSeho oka. Déme-li predmét
blize na p¥. do vzdalenosti 72 cm od &olky, je obraz na stinftku
nezfetelny; uZijeme-li v8ak spojky o ohniskové vzdilenosti f =
= 40 cm, je obraz opét ostry (a ve&ts) (% + iy = 74); tuto
zménu ohniskové dilky provadi oko akomodaci dotky. — Misto
uvedenych dodek a vzdilenosti moZno oviem pouziti i jinych;
pifsludné hodnoty si jednou pro vidy poznamename. Jako &odek
lze pouZiti lacinych skel do brejli. Pokusy providdime na optické
lavici. -
Str. 214. Oko kritkozraké a dalekozraké. Krom& po-
kusi na optické desce, uvedenych v knize, mo#no postupovati
takto: Kombinaci spojky (f = 5cm) a rozptylky (f =—1m)
vytvofime na stinftku (sitnici) ostry obraz pfedmétu. Odstra-
nime-li rozptylku (brejle), je obraz nejasny a musfme predmét
dati blize k &obce; kratkozraky, &te-li bez brejlf, musf dati
knihu do krat8i vzdélenosti. — Obdobny pokus s dvéma
spojkami (f, =5cm, fy=1m). Po odstranéni slabd spojky
musime dati pfedmét dale od &otky; dalekozraky &te bez
brejlf z v&t8i vzddlenosti nez s pouitim brejli.. -

Str. 215. Drobnohledy a dalekohledy. Ve &kolnich
sbirkdch byvaji dasto (ze starfich dob) modely t&chto p¥stroji
na prkénku, na ném# je vyznaden chod paprski, Nemaji valné
ceny a je poudné&jsi sestavovati tyto pristroje pifmo na optické
lavici.

Str. 216. SloZeny drobnohled. Za okulér pouZijeme
spojky f = 5cm, za objektiv spojky f = 2,6 cm. Jako pfedmé&tu
mozno uifti na p¥. kiidla mouchy nebo n&jakého mikroskop.
preparatu (tfeba mechu); pfedmét déme do vzdélenosti asi 2,5 cm
od objektivu. Okular bude pak od predmétu vzdilen asi 22 cm;
pfedmét osvétlime pomocnym zrcitkem. Hledime okuldrem, p¥i
¢emZ objektiv jemn& posunujeme; p¥i urdité vzdalenosti uvidime
asi 40krit zvétSeny obraz piedmétu; zorné pole je oviem malé.

Str. 217. Dalekohled hvézda¥sky. Dv& spojky (f; = 5 cm
& fy = 20 nebo 30 cm); slab&f je objektivem, siln&jéf okuldrem.
Hledime-li na vzdaleny pfedmét, jevi se jeho obraz nejzietelnsji,
je-li vzdélenost obou dodek 25 cm (35 cm), t. j. rovné-li se soudtu
ohniskovych vzdilenost{ obou &odek. : _

Dalekohled holandsky. Objektiv spojka (f, = 20 cm),
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okulér rozptylka (f, =—5cm). P¥i vzdilenosti obou &odek
15 cm (20—5) je obraz vzdéleného piedmétu nejzietelnsjsi. V obou
-piipadech moZno obraz zlepXiti uZitim clony mezi ob&ma
¢o¢kami. ’

Str. 218. Dalekohled hranolovy. Z obrazce 301, uvedeného
v udebnici, neni Zikovi patrno, %e se obraz po Gplném &tyina-
sobném odrazu pievrati; na tabuli provedeme chod dvou paprskii
(riznobarevnymi kiidami) asi tak, jak je v Rysavého Fysice
pro nizif t¥. stt. kol obr. 295. Pochopeni tohoto zjevu podepreme
ukédzdnim modelu, kde totalné reflektujici hranoly jsou nahrazeny
dvéma péry zrcadel, sklon&nych pod tthlem 90°. Model si snadno
zhotovime podle obr. 490 v II. dflu knihy Dr. K. Rosenberg:
Experimentierbuch fir den Unterricht in der Naturlehre,
4. vyd., 1924. Uvadim tu jen rozméry svého piistroje: zrcadla
10 X 15cm, desky 20 X 24 cm; zrcadla jsou zasazena do pii-
slugné velkého plechu, ohnutého v pravém thlu. Jezto objektiv
triedru ddvé obraz pievridceny, uZijeme za predmét pro nad
pifstroj na pf. titulu nékterého denniho listu, ktery prilepime
na tuhy papir a pfevrdceny umistime za p¥fstrojem; hledime-li
smérem AB v shora uvedeném obrazci, vidime pismo spravng,
jak mé byti.

Str. 218. Spektra svételnych zdroji. Misto pozorovéni
spekter pouhym hranolem jest vyhodné pozorovati je malym
piimohlednym hranolem. Pozorujeme jim svétlo Zirovky, které
vhodnym reostatem regulujeme.tak, aby Zarovka z tmavé Serve-
ného zafen{.pieSla aZz do bilého Ziru; ve spektru pozorujeme
zprvu jen barvu dervenou, k nf% pfibyvd postupné oraniova,
zlutéd atd. az fialovd. — K ukdzéni spektra sodiku je vhodn&jif
bromid sodny neZ kuchyiiskd sil (neprskd a nerozsttikuje se).
Kromé spektra sodiku ukdZeme je&té jedno spektrum, vyznadené

vice ¢arami, na p¥. Ca, Ba, Sr. — Pozorujeme-li spektroskopem
-rozgvicenou doutnavou Zirovku, uvidime krasné spektrum

neonu. . (Prist& dokondeni.)

Dynamika letu v pokusech.
Frantifek Bodek, Praha. '

Rozvoj letectvi a jeho vestranny vyznam upoutévs viechny
vistvy obyvatelstva bez rozdilu stavu a sti¥f. Zejména vojensks -
strdnka, tak dileZitd pro obranu stitu, vyZaduje, aby bylo co
nejaéinnéji propagovéno, a to hlavné tam, kde lez{ jeho budoucnost,
mezi mliddei. Proto 8kola miZe se stati hlavnim &initelem, nebot
~ v nf se mlideZ soustfeduje a zde je tudiZ nejkrésn&jsi moznost,
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jak ji zaujmouti pro letectvi a ]a,k vybudovati kiddr obdant, ktef{
by méli Zivy a. bezprostredni zajem.

Domnivim se v¥ak, %e to, co dnes %ak ve $kole sly¥{ o 1ét4ni,
o jeho vzniku, zejména pak o jeho teorii, samo o sobé& nestaéi,
i kdyZ vyklad je sebe lepsi. Mladi dychti podiva,ti se kazdé véci
na kloub — prosté vidéti. Ma-li slovo vniknouti do hloubky,
musi byti, zejména u tak eminentné praktické aplikace fysiky,
jako je létani, doprovozeno pokusem. Po této strance zustaly
nim dosavadni uéebnice mnoho dluzny, omezujice se témér vy-
lu¢ng na teorii. A prece jest sluSnd Fada p&knych pokusi, které
lze provésti s velmi jednoduchymi a levnymi prostiedky, takZe
zak hravé porozumi podstaté 1étani, a vyuéovani samo se jemu
i uditeli zpifjemni a zradostni. V Némecku na pi. spravné vystihli
dulezitost aerodynamickych pokust ve 8kole a vybudovali metody,
pokusy i piistroje, které se vyborné osvédéily. Upozorfiuji tu na
zajimavou knizku ,,Einfilhrung in die Physik des Fliegens® od’
Dra K. Schiitta.*)

Vysvétlim nyni nékolik zékladnich pokust vybranych z teto
knihy (t. zv. Schauversuche) a nékteré vlastni. Piedeviim tfeba
osvétliti zadkladni problém, to jest fysikdlni poméry vznikajici
kolem télesa obtékaného proudem vzduSnym — jeho odpor,
rozvrstveni (proudmce) viry a tlaky. Odporem se rozumi sila,
kterd je namifena proti pohybu, kters tedy pohyb brzdi, pii
demz jest relativné stejné, co jest v pohybu, zda téleso &i prostredi
Pro méteni uzivd se prakticky piipadu, kdy téleso jest v klidu
a prostfedi proudi (aerodyn. kanaly, tunely). Obr. & 1 ukazuje
jednoduché, pro pokusy orientadni postadujici zafizeni k méFeni
odporu. Obydejné listovni vaiky upravime tak, Ze odebereme
¢odku i misku a na krat$i rameno nasadime pevné asi 20 cm
dlouhy tenky drat. Jako ukazovatele vychylek pripevnime k ose
asi 100 cm dlouhé lehké rameno ze stébel do sebe zastrkanych.
Déle si opatiime nékolik odporovych télisek ruznych tvari, na pt.
dedti¢ku kruhovou, kouli, polokouli dutou i plnou a koneéné
téliska tvaru kapkovitého a vejéitého. Upravime je tak, aby se
dala jednotlivé na drit nasaditi, aneb upevnime kaZdé zvlast
na samostatny drat. Prvni detitka jest o priméru 1 cm, druha
2cm. Diéle si obstardme zdroj pfiblizné homogenniho proudu
vzduchového, a sice elektricky vysuSova$ vlasd, z néhoZ odstra-
nime topnou spiralu, aby se proud nezeslaboval. Tento piistroj
vyrabi proud o podatedni rychlosti asi 15 m/sec. Koneéné potie-
bujeme &erny stojdnek, na némZ kifdou poznamename dilky,
odpovida]ici polohém ukazovatele pfi kalibraci vaZek zavazimi

, 3 g atd: Usti vysuSovade_ budiZ vZdy od &elné plochy télisek .

*) Nakladatel C. J. E. Volckmann Nachf., Berlin - Charlottenburg. —
Zprévu o ni podal v tomito Casopise ro&. 61, str. 366, prof. dr: A. Zédek.
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vzdaleno 5 cm. Celnou plochou rozumime maximéini fez, kolmy
ke sméru proudu. .

Nyni providime méfeni tak, Ze nejprve zjistime odpor samot-
ného dratu (bez téliska) véetné pohyblivych &tasti véZek, na néz
proud dopadé. Zjistime na pt., Ze jest asi 1 g. Na to mé&ifme odpory
postupné pro dalsi téliska. Pro desku prvni ukéZe se vychylka 2 g,
pro desku vétd{ 4 g, plnd koule 2,1 g, polokoule nahoru vypoukla
2,3 g, polokoule nahoru vyduté 5,0 g, téleso vejéité 1,8 g, koneéné
téleso nejmenstho odporu tupym koncem vzhiru 1,4g a totéz
téleso hrotem vzhiuru 1,8g.

Odeéteme-li nyni ode viech hodnot 1 g, to ]est piibliZznou
hodnotu odporu samotného dritu, jsou odpory po fadé: 1, 3, 1,1,
1,3, 4,0, 0,8, 0,4, 0,8. Vidime tudii, Ze télesa riznych tvarﬁ pii
stejné delné plode a rychlosti proudu kladou rizny odpor; nej-
mensi odpor klade kapkovité téleso napfedu tupé, a sice asi f, od-
poru desky o stejné ploSe &elné. Prekvapuje, %e odpor téhoZ télesa
se znadné zvétdi, je-li obriceno hrotem proti proudu. Vysvétlen{
tohoto zjevu jest prosté, pozname-li blize zptisob proudéni vzduchu
v okoli télesa a tvoreni virt za nim, jeZ sméfujf proti hlavnimu
proudu a odpor zvétiuji.

K tomu téelu improvisoval jsem piistroj k sestaveni, jeZ
schematicky podéva obr. . 2. Na osu odstfedivého stroje na-
Sroubujeme malou dfevénou desku a potfeme ji hustou vaselinou,
nade% na ni pfitiskneme vélcovitou sklendnou misku (odpafovact)
o praméru aspoii 25cm. Cim jest Sirdf, tim lépe. Jeji dno musi
byti k viali projekei rovné a bez vétiich kazd. Do misky nalijeme
¢isté vody do vyse asi 1—1%/; cm a posypeme bud plavuni nebo
velmi jemnymi korkovymi pilinami, ne vsak p¥li§ husté. Vzdu-
chové bubliny vytvofegé na dné odstranime michénfm. Zdola
osvétlime misku obydejnou Zirovkou vétsi svitivosti. Mezi ni
a misku vloZime pifpadné vhodnou dosku jako kondensor. Cen-
trélné nad Zarovkou se umisti projekéni soustava, k niz pfidame
eventudlng totdlné reflektujici hranol, abchom dostali obraz na
svislé stinftko. Dile si vyfefeme z gumy nebo korku a pilnikem
opracujeme fadu profili, na p¥. vélec, poloviéni vélec, desku
étvercovou, kifdlo letadla, auto starého a "nového typu (viz obr. 2).
Vyska jejich asi 1cm, velikost takové, Ze pokryjf minci 20 h.
Tyto profily nasazujeme na drit upevnény na stojinku (posou-
vatelném vzhiru a dolt) a vklddame je do vody centralng vzhledem
k projekénimu zafizeni. Ponor budiz asi do ?/,. OtdSime-li nyni
odst¥. strojem velmi pomalu, uvidime po zaostfeni na ro;ekéni
sténé krésné obrizky proudnic a vznikajfcich vird, taﬂ
%e nés za trochu té némahy dokonale odmé&ni. Nejdﬁleﬁltélﬁi
‘a nejzajimavéj¥f jsou viry vznikajfef za profilem letadlovym
ktery natédime vic nebo miil proti proudu, pak u profilu nej-
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menéfho odporu a koneéné u profilu auta tvaru aerodynamického,
za nimZ vznikaj{ viry jen nepatrné. Kratce po provedeni této
improvisace dostal se mné do ruky prospekt,*) kde je nabizen
podobny piistroj v ponékud jiném uspotadani (t. zv. Drehwanne).

Z projekei vidime, jak se homogenni pole pfi pohybu zméni,

a sice na strand vypuklé se zhusti a rychlost dastetek je vétsi,
naopak na duté strané proudnice zi{dnou a rychlost je mensi.
Dalsfm pokusem dokézeme, Ze zhuiténi proudovych Sar a zvyseni
rychlosti mé za ndsledek zmenSeni tlaku a tedy ssini; naopak
zmenSeni rychlosti vyvolava zvyfeni tlaku, pfi éemZ oba udinky
jsou téhoz smyslu, tedy se navzajem podporuji.

. Vezméme pohlednici a udélme ji prohnuty tvar jako na
obr. 8. 3. Na konci ji zahnéme vice, abychom mohli provléci drat,
kolem né&hoz by se mohla lehce otddeti. Foukdme-li shora na ni,
prekvapi nas, Ze se vidy vychyli na stranu vypuklou, at proud
dopadé zprava ¢&i zleva. TotéZ lze ukazati pomoci tenkého plisku
téze formy (1 cm §itka, 6 cm délka), pustime-li nafi vedni paprsek.
Odchyli se opét na vypuklou stranu asi o 30° Tim je dokazéno,
Ze na strané vypuklé ptisobi ssani, na duté tlak. TyZ ukaz piichazi
nékdy pii prudkych vétrech, kdy vzduch proudici nad stiechou
domu zvétdi svoji rychlost, takZe vznikne ssdni (podtlak), jimz
muZe byti kryt nadzdviZen a snesen (obr. &. 4). Zeneme-li proud
vzduchu na dvé podobné karty k sobé vypuklymi plochami obra-
cené, tedy vidime i slySime, jak chvéji, mdme samoéinny pfe-
rusovad proudu (5). Vyklad je zfejmy. TotéZ nastdva u znamého
piistroje Clément-Désormesova (6, aerodynamické paradoxon),

- ktery lze improvisovati velmi jednoduge tak, %e foukdame shora do
mezery mezi ukazovadkem a prostfednim prstem levé ruky, zatim
co pravou rukou pfidrzime na chvili ped Stérbinou na plocho
kousek papiru velikosti asi 4 X 4 cm. Papirek se drzi u Stérbiny
a odpadne teprve, pfestaneme-li foukati.

Nazorny je téZ pokus s balonkem (7), nejlépe protahlého tvaru.
Polozme jej na sklenici a fouknéme se strany prudce na jeho
vriek. Uvidime, %e se vznese pfimo do vyse, ziejmé vtladen okol-
nim pretlakem do ziedéného prostoru, jenZ se vytvoif za prvotnim
narazem. Kdybychom p#ibliZili balonek ke vzdusnému & vodnimu
proudu, bude balonek nassivan a strzen do jeho sméru, po p¥ipadé
ziustane ve vzduchu viseti. Podobné, foukdme-li shora na balonek
‘na stole lezici, uvede se v pohyb.

Také jest vhodné pFipomenouti Za4kim pokus s Venturiho
trubicf (obr. &. 9). Na ztizeném misté jevi se ,staticky tlak vzdus-
ného -proudu mendf ne% na Kirdfm, proud ssaje, podobn& jako
u vodni vyvévy, u rozprafovade, u splynovade, u parntho injektoru

- *) Phys. Werkstatten A. G. (Gottingen).
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(péra tryskajici z trublce strhuje s sebou vodu do parnﬂmo kotle),
u Bunsenova hotraku.

Tlakové poméry kolem nosné plochy mizZeme také demonstro-
vati formaci jednoduchého, §ikmo poloZzeného manometru (obr. 10).
Po vlozeni profilu k¥idla mezi rourky r,, 7, posune se sloupec v kapi-
late vzhiru. Kazd4 rourka sama o sobé zpusobi stoupéni, z éehoz
je zfejmo, %e nad plochou je zfedéni, pod plochou pretlak. A sice
ssan{ je znaéné vétsi. Tento tlakovy rozdil muZeme sledovati po
celé délce profilu. Z toho také plyne, Ze nosné plocha jest nahofe
vice namahdna neZ vespodu. TotéZz ukiZeme v projekeci pomoct
profilu 8 rozdéleného mezerou ve dv& &asti. Kapalina proud{
zespoda na svrchni ¢ast nosné plochy, kde je tlak mensi.

Povi&imnéme si dale tvofeni vird a jejich vyznamu pro pohyb
télesa. PonévadZ vznikaji pohybem té&lesa v prostiedi, je ziejmo,
Ze jejich ziva sila tvoii se na tutraty energie potfebné k udrZeni
télesa v pohybu a ptedstavuji tudiZ ztratu, odpor. Ponévadz se
viry za sebou od télesa postupné odpoutdvaji, je jasné, Ze vznika-
jici odpor nemuze byti dasové konstantni, nybrz kolisa, jak také
pozorujeme na difve popsanych vazkich. Tim zptsobem se také
uvadéji telegrafni draty ve chvéni, zpivaji.

Viry také zpisobuji ssidni télesa. UkdZeme to jednoduse
takto. Nasadme na osu odstiedivého stroje krabici od konservy
a uvedme ji v prudkou rotaci. Pfiblizime-li étvrtku papiru, tedy
se pfitahuje. Nasledkem tieni o sténu uvede se okolni tenka vrstva
vzduchu v rotaci a vzniklé viry papir nassavaji. Tvofeni virt
vystupuje zejména mocné v tropech pii tornadu a tajfunech,
kdy vzduch rotuje kol svislé osy obrovskou rychlosti. Podobné
tlakové niZe (cyklony) jsou rovnéz mocné viry o prameéru nékolika
set km, déle i viry na slunci a vifivé proudy Foucaultovy.

Zvla¥t vyznamné jsou viry vznikajici u letadel. Cim jest
thel nabséhu vétsi, tim jsou mocn&jsi. Jimi se pravidelny chod
zhusténych proudnic nad letadlem rusi a tim oviem kless i ssani,
to ]est nosivé sfla. Proto pii piekrodeni jisté hodnoty tohoto thlu
muzZe nastati propadnuti, zi{cenf letadla.

Na konec miZeme jeit& upozorniti na zajimavé dusledky
rotace téles pfi postupném pohybu. Uinime pokus nasledujici.
Polozime na sttl lehky (30g) lepenkovy valec (obr. & 12) po
straméch opatieny kotou¢ky na zpisob civky (primér 5cm,
délka 25-cm). Ovineme jej Sir8fm paskem (1,56 m) upevnén),"m
na konci hilky jako bi¢. Trhneme-li prudce hilkou, tedy valec
.dostane vedle postupného pohybu i prudkou rotaci a vzlétne
obloukem do vy¥e az ke stropu, po piipad® se vrat{ zp&t jako
bumerang. Tento pffpad nastiva, souhlasf-li rotace vélce se smérem
vzniklych proudnic na strand horni pfi opadném navinuti pasku
b&zi na okra.] stolu a nahle, prudce a s narazem dopadé k zemi.
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Z toho pozndvéme, %e na vélec plisobi pietlakové vzduiné sily,
jez jej z puvodnfho sméru silné odchyluji. Vysvétleni tohoto
efektu (Magnus 1852) jest jednoduché. Rotujici vélec strhne
8 sebou a v rotaci uvede pfilehlou vrstvu vzduchu. Nad vilcem,
kde rotace této hraniéné vrstvy mé tyZz smér jako proud vznikajicf
postupnym pohybem télesa, nastane zrychleni proudu, zhusténi
proudnic a tedy ssénf, na spodu, kde rychlosti maji opaény smér,
pak rychlost se zmensi, proudnice ziidnou a nastane pretlak
vzhiru. Oba Géinky se pak, ponévadz jsou téhoZ smyslu, séitaji.
* Tohoto zjevu uZil Flettner k sestrojeni rotorové lodi. Dva
svislé, vysoké valce uvadéji se Dieselovymi motory v rotaci.
Prichézi-li vitr se strany, tedy pii spravné rotaci vznikd pretlak,
jenz Zene lod kupiedu. Tento efekt byl pozorovan koncem 18. sto-
leti pii délostieleckém cvitenf, kdy v jednom piipads® -stiela se
obloukem vratila a dopadla za délem k zemi. Patrné jen proto,
ze nisledkem excentrické polohy t&Zisté upadla v rotaci kol osy
priéné ku sméru vystielu, takie se vychylila jako zminény lepen-
kovy valec. Tyz tkaz pozorujeme nékdy pi#i golfu a tenisu.
Domnivam se, Ze tyto pokusy Gplné postaéi k osvétleni téch
zvlastnich sil, jez podmitiuji let. Dala by se sice provésti jeste
fada jinych,*) avSak Sasova tisefi pfi nynéjdim zmenfeném postu
hodin fysiky ve tf. 6 sotva dovoli, aby se latka rozsifila. Proto
by bylo spravné, nékteré tyto pokusy prenésti jiz do t¥idy &tvrté.

*

Pozndmka. Velkeré piistroje a potfeby pro shora popsa-

né pokusy vyrabi a doddva FYSMA, spolednost s rué. omez,,
Praha XIX, Bubeneg, Piettova 180.

J
*) Viz na p¥. 8ldnky vztahujici se k tému¥ tématu v 15. rodnfku Saso-

‘pisa ,;Praktische Schulphysik* (1936) na str. 2 (K, Wildermuth), str. 33
- &.161-(B. Roller) a str. 248 (G. Leimbach), Pozn. red..
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ZPRAVY A DROBNOSTL

0Osobni zpravy. Na ¢eském vysokém ulenf technickém v Praze byl
zvolen na rok 1935—36 rektorem prof. Dr. Jindtich Svoboda; dékany
byli zvoleni prof. Dr. FrantiSek R4 dl na vys. 8kole strojnfho a elektro-
technického inZenyrstvi a prof. Dr. Karel Dusl na vys. 8kole specidl-
nfch nauk. Dékanem ptirodovédecké fakulty Karlovy university byl
zvolen prof. Dr. Milo§ Kossler. Rédnymi profesory pirodovédecké
fakulty Karlovy university byli jmenovéni dosavadni mimofddnf
profesofi Dr. Viclav Dolej§ek pro experimentélni fysiku a Dr. Voj-
téch Jarnik pro matematiku. Mimofddnymi profesory byli jmenovéni
Dr. Vladim{r Kof{nek na pifrodovédecké fakulté Karlovy university
(pro matematiku) a Dr. Rudolf Kreutzinger na némecké vys. $kole
technické v Brné (pro deskriptivni geometrii). Dr. Otomar Pankraz
habilitoval se na pifrodovédecké fakulté Karlovy university pro obor
pojistné matematiky a matematické statistiky. Prof. Dr. Véclav
Hlavaty byl zvolen mimotddnym ¢lenem II. tifdy Ceské akademie.
Dne 10. ledna 1936 se doZil 60 let prof. dr. FrantiSek Rédl. Dne
13. ledna 1936 dosshl 50 let prof. dr. August Z4dek.

Poznimka o soustavich &iselnfeh. Ulohy o soustavich &fselnych
jsou dvoje, budto 4 — (4)p nebo (4)p - 4, t. j. ¢islo v desitkové
soustavé pfevddi se na &fslo v soustavé o zdkladu B nebo naopak.
K témto moZno pricleniti i dali typ, kde dané ¢islo v soustavé desitkové,
je pséno v nezndmé soustavé ve tvaru (4),. VSechny tii ulohy provadéji
se velmi prakticky a jednotns, piSeme-li

A=(A)p=ay+a,B+ 0B + 0B+ aBt+ ...,

na pf. pro péticiferné &fslo ve tvaru

A = (A)p = {{(ayB + a3) B+ a5] B+ a,} B+ a, *)
Prvni tloze v udebnicich uéi se tak, Ze se stanovi nejdifve cifra nejvys-
#ho F4du tim, e se déli dané ¢islo nejblie ni?%f mocninou nového
zékladu. Vhodnéj¥ je — jak upozornil p. vl. r. Cervenka na tomto mists,
R. 56, D, str. 46 — stanoviti ¢fslice v hledaném ¢&isle od nejniZstho Féddu,
co% se déje tak, %e délime dané &fslo novym zdkladem, zbytek je &fsliof
nultého fddu a s podilem zachizime stejné, jak- je patrno z tvaru (*).
Ale i druhou tlohu lze pondkud prakti¢téji a rychleji provésti, neZ je
uvéddéno v udebnicich; prosté poéneme s vyrazem v kulaté zdvorce.
Na pt. (325661)yy jest pievésti do soustavy desftkové. Vypodstu déme
pak tvar:

7
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3.7 Jest bedy (32561)yy; = 8177. Zvykneme-li si Ppi-
2142 ¢itati nasledujicf &islici z paméti, je i zpisob vypsénf
23.7 velmi kritky.
161 4 5
166.7
. 1162+ 6
1168.7
8176 4+ 1
8177
V. tiet{ Gloze jsme vedeni k rovnici n-tého stupné o kladnych
celych koeficientech aZ na absolutni ¢len, jenZ je zdpornym:
AnZ" + G 2" 1t @y 22" 2+ 4ozt ay—A=0,
jez vznikne ze soustavy rovnic — vzhledem k tvaru 4 (*) — :

A = ylx + at.‘"
Y= %X + ay,
Yy = Ys% + ay,
Yn = Oy,

Tato se d4 ruznymi zpusoby Yesiti. Budte? nékteré uvédeny. Piedné

stanovime, zda symbol 4 = (4),, tak jak vypsdno, &fm% je rozhodnuto,
je-li zdklad z vétsf ¢i mensf nez 10. Pro ¢fsla (4),, v nichz vyskytujf se
znaky pro &islice vétSf ne 9, je to ziejmé a nejvétd z éislic v éisle (4), je
dolnf mez{ pro zédklad z. Pak postupujeme nésledovné: Vypoéteme
A —a,, na tento rozdil provedeme rozklad prvoéiselny a vypfieme
viechny mo#né délitele (stati oviem zjistiti ony, jeZ hovi vyse uvede-
nému omezenf). Necht jsou tyto sefazeny podle velikosti dy, dy, dy, . . ., d,.
Cislem d, délime 4 — a,, odesteme od podflu a, a opétné délime atd.,
pokud je délen{ beze zbytku proveditelné. Neni-li tomu tak. nutno po-
kroiti k dalsfmu déliteli dy. Neni-li tomu tak vibec, je (4), chybné
udéno a tloha je nemoZnj. ‘ '

~ Ale je mo#né prakticky tlohu i jinak Fegiti. Na pf. 12658 = (2314),.
Zde je ziejmé, Ze '10 << x << 20, nebot 2.20% = 16 000, tedy cislice
“desftek zdkladu je 1. Hledejme nyni é&fslici jednotek. Je-li T

; zakonéeno z na 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
koné{ 228 ,, 0, 2, 6, 4, 8, 0, 2, 6, 4, 8, .
3372 i) 'O, 31 2’ 7) 8; 5’ 8’ ‘7’ 2) 3’

b A 22%+ 322 +.2 ,, 0,6,0,4,0,0,6,0, 4, 0.
Tedy, jetto 22® + 8a% + x = 12654, je z zakondeno budto 3 nebo 8.
Dosazenfm nebo jinak snadno zjistime, Ze x» = 13. Stad{ na pk. urditi
poslednf &fslici vyrazu 2% + 32® pomocf uvedené tabulky. - .
; Karel Lerl, Valafské Mezii¥f.
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Nobelovy ceny za fysiku a chemii v 1. 1936 byly udéleny J. Chad-
wickovi v Cambridgi (z fysiky za objev neutronu) a manZelim Jollioto-
vym v Pafi?i (z chemie za objev umélé radioaktivity).

Neutron byl Chadwickem rozpoznin vlastné jiz r. 1932. Umyslné
pisi rozpoznén, protoZe ponejprv ho objevili — aniz si vSak jasné byli
védomi, co nalezli, Bothe a Becker jiz r. 1930. Také manZelé Jolliotovi
(Fréderic Jolliot a Irena roz. Curie, dcera slavné Marie Curie) r. 1931 pri
svych pokusech pracovali vlastné s neutrony. Vsichni tito predchudei
Chadwickovi poklddali neutrony za velmi tvrdé (pronikavé) zafenf
gama. Dnes vime, Ze neutrony, ponévadZ nemaji elektrického néboje,
pronikaji obrovskymi vrstvami i- tézkych kova; elektrické ndboje
v atomech na né nepusobi tak jako na dastecky nabité (Cdstice alfa,
protony, negatrony, positrony). Je zajimavé prohliZeti prace tykajici se
vlastné jiz neutronu pfed Chadwickem. V&ichni badatelé snazi se v nich
odhadnouti energii domnélych paprski gama; svoje udaje postupné
zvySuji, az Jolliotovi, tésné pred zédsahem Chadwickovym, uddvaji jiz
35.10¢ elektronvolti. Nejtvrd$i sloZce zdfeni gama prvka radio-
aktivnich pfirozenych prislusi necelych 12 . 108 e. v. JiZ z toho je mozno
souditi, jak zdhadné se jevilo nové zaieni. .

Chadwick se prvni pokusil o stanoveni hmoty neutronu. PouZil
k tomu energetického zabarveni procesu jddrové premény, specidlné
pfemény boru bombardovaného ¢asteckami-alfa. Prislusnd atomovs
rovnice znf:

B;1t 4 He,* = N, + ngl. :

Vysledkem bombardovéni boru ¢ésteckami alfa (Het++) je dusik a ne-
utrony. Na jednu stranu rovnice doddvdme kinetickou energii ¢éstecky
alfa, na druhé strané rovnice musf se ndm tato energie objeviti jednak
jako kinetickd energie neutronu, jednak jako kinetickd energie vzniklého
jédra dusfkového, které je nérazem také uvedeno do pohybu. Tak bylo
mo#no odhadnouti hmotu neutronu. Prvni vysledek byl ten, Ze se
hmota neutronu ne'i§{ valné od hmoty volného protonu, pravdépodobné
je o néco mens{. Rozdfl hmot protonu a neutronu mél byti asi o 20%,
men§f neZ hmota elektronu. Celd tato- otdzka neni dosud spolehlivé
rozieSena; co viak se jiZ asi nezméni, je tvrzeni, Ze se hmota neutronu
prakticky neli$f od hmoty protonu. V poslednf dobé (zejména zésluhou
Némeii) vznikd Gsili po pfesném rozpoznéni energetické bilance téchto
atomovych rovmic. To usilf pfinese na konec jisté také piesné stanoven{
hmoty neutronu. .

Objev neutronu byl nejvétsim objevem r. 1932 a potomn{ leta jen

dokézala, jak dulezity a plodny je to objev. Piipomindm jen véci no-
véj&i, na pf. zjevy umélého zpomalovdni neutroni hmotami obsahuji-
 cfmi vodik, stoupdn{ uéinnosti takovych zpomalenych neutront pti
vyvoldvén{ umélé radioaktivity atd. Také fysiologické tiinky neutroni
se jiz zadfnajf studovati a nejsou ani zde vyloudena riizné piekvapen,
protoZe se jednd o édstetky, jakych dosud nikdy nebylo pouZito.
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Zjev umélé radioaktivity, objeveny vlastné jiz r. 1933 a popsany
podrobné r. 1934 manZely J olhotovymi, byl ve své podstaté také vliastné
objevem rézu fysikdlnfho a bylo pfi ném pouZzivéno metod a piistroji
prevéainé fysikdlnich, jako pocitace paprski, elektrometru Hofmannova
a ' Wilsonovy metody mlinych drah. Podstata objevu byla popséna
v Casopise ro¢. 63, str. 314, 1934. Struéné jen rekapituluji s hledlska
dnesnfho.

*  Prvnd uméle radmaktwni prvky byly radiodusik, radiokiemfk
a radiofosfor, isotopy dusiku, kifemiku a fosforu. Na pf. radiofosfor
vznikd bombardovdnim hlinfku édstedkami alfa a rozpadd se samovolné,
kdy% bylo bombardovén{ zastaveno, 8 polodasem 3,2 minuty. K dikazu
bylo poutZito i chemické evidence, Ze bézi vskutku o isotop fosforu. Objev
umélé radioaktivity byl umoZnén v paiiZském Institut du Radium tfm,
%e byly k disposici silné zdroje polonia, které vysild zéteni alfa potiebné
k bombardovin{; zdrojem Po ekvivalentnim 100 milicurie radonu bylo
zfskdno mnozstvi umeéle radioaktivnich atomu fddu 108, jehoi rozpa,d jii
bylo mozZno konstatovati. VytéZzek umélé radloaktxwty je totiZz jen asi
.téhoZ tddu, jako vytéZek rozbfjenf atomu, t. j. 10— a% 10—" na jednu
dhstecku. Céstetky, které tyto prvné objevené uméle radioaktivnf prvky
vysilaly, byly kladné elektrony, positrony, jejich% existence jiz tri leta
pred objevem umélé radioaktivity byla dokazovéna a diskutovéna. Zihy
se ukdzalo, Ze novy zjev je zdkladem celého nového oboru radiologie
a také — fysiky (nebojme se toho slova uZiti, i kdyZ ndm to vie ptipadd
zvléstn{ ve svétle té pravé a staré fysiky). Postupné dokézéno, ze radio-
~aktivnich isotopa je veliké mnoZstvi a Ze mnohem wuéinnéji vyvoldvaji
umélou radioaktivitu neutrony (pokusy Fermiho a jeho §koly) a zejména
deutony (= diplony, jédra atomu tézkého vodiku). Postupné se fysikové
snaz{ osvoboditi od pomérné malého podtu Gdstecek, které jsou pro
bombardovdn{ k disposici a pouZfvaji ¢dstetek uméle duvtipnymi
zpusoby zrychlenyeh. Tak se podatilo vytezky pokusu silné zlepsiti
a pomy#lenf na umélé radium nenf dnes jiz takovou utopif, jakou bylo
pred nékolika lety. To by také znamenalo moZnosti praktického vyuzit
umélé radioaktivity. . . V. Santholzer.

Lawreneovo umlslé radium. V poslednim rodnfku Casopisu
(str. D 68) bylo referovino o predb&iném sdéleni kalifornského
fysika E. O. Lawrence, o pokusech s radiosodikem, uméle pti-
-pravenym bombardovédnim sodiku (&istého nebo i ve sloudening,
na pf. v kuchyiiské soli) deutony (diplony, ionty atomu tézkého
vodiku). Ty byly urychloviny ve specidlni akcelerdtorové trubici,
v nf% deutony probihajf nékolik stupiii niZ&fch napét{ zafad&nych
za sebou. V jednom z poslednich &isel americké Phymca.l Review
(47, 17, 1935) uvefejnil Lawrence podrobnou zprdvu o svych
pokumh 8 radiosodfkem. Od pivodnfho napétf 1,75. 108 volti
postoupil k napétf 2,16 . 10 volth, zrychlené deutony pak vypoustsl
“tenkym hhnikovym okénkem do vzduchu. Deutony za okénkem
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mély dobéh asi 5 cm a tvofily mod¥e Zhnouef chvost. Jen u malé
Sasti deutoni jevil se anomalni dob&h a% do vzdalenosti 9 cm.
Sodik (nebo litka sodik obsahujicf) byl umistén 5 mm od okénka.
Statilo jej ozafovati asi 30 minut, sodik jevil pak po zastaveni
bombardovani umélou radioaktivitu s dobou poloviénfho rozpadu
15,5 hodin.

Samotny radiosodik vysfla jen zdfeni gama a Gastecky beta;
nyni ukéizal Lawrence, %e radiosodfk vysild i protony, neutrony
a Sastedky alfa, ale jen pokud trvd bombardovani deutony. Rizné
typy zafeni bombardovanym sodikem vysilané byly studovany
ruzné upravenymi ionisaénimi komorami. VytéZzek radiosodiku
byl pomérné znadny a pravem zatfadil Lawrence do svoji price
kapitolu s nadpisem: ,,Uziteénost radiosodiku‘‘. P¥i napéti 2, 15 . 108
voltu a proudu 1 mikroampéru dostal tolik radiosodiku, zZe zaFeni
beta a gama jim vysflané bylo skoro stejné jako zafeni jednoho
thgra.mu radia. Lawrence uvadi, Ze brzo bude mozno jak napéti,
tak i proud zvysiti, aby vjrtézek radiosodiku stoupnul stokrat.
Lze tedy mluviti o umélém radiu, kterym pravdépodobné bude
mozno radium v budoucnosti v nékterych piipadech nahrazovati,
aZz ovSem technika vybojovych trubic jesté vice pokroéf.

Transmutaci sodiku vzniklpu bombardovénim deutony lze
nejlépe popsati atomovou rovnici

uNa®. 4 D2 » , Na* 4 ;H! (= proton);
umeéle radioaktivn{ isotop sodiku ,,Na® rozpadé se pak da,le podle

rovnice
uNa# > Mg | _ e (= dastedka beta)

Zadstetni pochod vi8ak muZe také probihati pies radiohotéfk
uNa® + ,D? » ,Mg* + (n' (= neutron)

anebo pfes radioneon
nNa® 4+ D2 5  Ne  ,He* (= éastetka alfa).

Tak lze si vysvétliti vznik viech &Sastedek, které bombardovany
sodik vysila, t. j. &4stedek beta, ¢astedek alfa, protonit a neutroni.
Radiosodik vysfld mimo to je§té zafenf gama, pravdépodobné jeden
foton doprovazi jednu transformaci beta. Maximalnf energie
tastedek beta odpovidala 1,2 .10 energie paprski gama 5,5 . 10¢
elektronvoltii. Paprsky gama jsou tedy vysiliny z radiohoiéiku
1sMg* (protoZe nésledujf po rozpadu f), a zajimavé je, Ze gama
paprsky podobné energie vysfld také radiouhlik (4C'?) a radio-
kyslik (301¢), latky zndmé z pokusi o umélé radioaktivité v malém.
Vgechna tfi jadra lze povaZovati za typ zbudovany z &astedek
alfa (8isla 24, 12 a 16 jsou délitelna ¢tyimi) a pravdépodobnd
tato jadra maji stejné exeitatni hladiny.
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Podet vysflanych protont je tyZz jako podet utvoFenych
atomu radiosodfku. Protony, neutrony a &astedky alfa jsou vlastng
jen doprovazejici zafeni, vznikajici p¥i tvofeni jader sodiku ,, N2,
hotéiku ,,Mg* a neonu ,,Ne2. Céstetky alfa maji dob&h 6,5 cm
ve vzduchu za norméalnich pomérid, protony aZ do 49 cm. Reakce,
kterou vznikaji &¢asteCky alfa, neni tak dastd jako ostatni dvé -
reakce, coz je v souhlase s nazorem, Ze potencidlni hladina kolem
jadra je pro dastetku alfa vyssf. Vlastnimu radiosodiku piislusi
jen zéfeni gama a dasteCky beta; oboji zafeni mé pro znaénou
_pronikavost velky vyznam prakticky. Podet vysilanych neutront
je asi stejného Fadu jako pocet protont.

Pro lepdf porozumeéni zrekapitulujme: sodik, bombardovany
atomy tézkého vodiku, ménf se, pokud bombardovini trvé, podle
uvedenych &tyf rovnic. Podle prvni rovnice vznikd radiosodik
uNa#, ktery je nestily a rozpadd se jako radioaktivni atom,
Zije tedy jistou stiedni dobu Zivotni. P¥i rozpadu vysle dastedku
beta, zméni se na jadro atomu hotéiku ,,Mg?, které je excitované
a vysle paprsek gama. Vyslanf paprsku gama (fotonu) tedy na- -
sleduje po vyslani &iste¢ky beta. Pokud bombardovani trvi,
muZe se stejnou pravdépodobnosti nastati také jiny zpisob zmény
sodfku, piimo na hoiéik ,,Mg* za vysilani neutronu. Jesté jiny
zpisob zmény sodiku zéileZi ve vytvofeni jadra neonu ,,Ne?!
za vysilani dastetky alfa. Tento zplsob viak je méné pravdépo-
dobny. Pokud bombardovani trva, musi byti vysilany také protony;
ziejmé je vysilino celkem tolik protont, kolik se vytvoii atomu
radiosodiku, a tedy také kolik se celkem vysle ¢asteek beta nebo
fotoni. .

KdyZ bombardovani je zastaveno, jsou vysiliny pouze 64-
stedky beta a zafenf{ gama, protoZe se rozpadaji jiz jen atomy
radiosodiku ,;Na®, které bombardovéni prezily, t. j. nerozpadly
se v dase, po ktery bombardovani trvalo. Pro pouzit{ praktické
jsou pravé dileZité tyto atomy, které prezily; t&ch je podle svrchu
uvedeného tak veliké mnoi#stvi, e na praktické pouziti radio-
sodiku mo#no vskutku pomyaleti. ' V. Santholzer.
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A. Recense védeckych publikaci.

Stefan. Banach: Théorie des opérations linéaires. Monografjé
matematyczne, sv. 1. Warszawa, Sem. matem. uniw. Warsz., 1932. VII,
254 str. K& 81,—.

Tato kniha je v&novédna studiu prostorti, které, a¢ maji nekoneénd
velkou dimensi, jsou velmi podobné obydejnému prostoru. Popf§i nskolik
nejdileZit8jsich piikladd takovych prostort. Jejich elementy (,,body*)
nejsou oviem body v obyé&ejném smyslu.

Prostor C. Elementy jsou spojité funkce z(f) v intervalu 0 <t < 1.

Prostor c¢. Elementy jsou konvergentni posloupnosti {£,} redlnych
éisel.

Prostor L? (p = 1). Elementy jsou funkce x(tf) definované v intervalu
0=t <1 a takové, %e :

1

{ | (2) {Pd¢t (v Lebesgueov® smyslu)

je konvergentni, p¥i Sem¥ dv§ takové funkce z(t) a y() povaZujeme za
stejné, kdy%

1
J12t)—yle) P dt = 0
0

(coZ je podminka pouze forméln¥ z4visléd na p).
Prostor P(p > 1). Elementy jsou posloupnosti {£n} takové, ¥e Fada

[

Z | &, I? je konvergentni. _
n=1 R— . :

VEecky tyto prostory jsou vektorové prostory, co¥ mé nésledujicf vyyznam.
Predné, jsou-li x & y dva body kteréhokoli z naSich prostord (oznadme jej H)
Ize jim pfifaditi jako jejich soudet bod = + y prostoru E (Stené¥ snadno
uhodne konkrétni definici soudtu v ka¥dém z hotejsich prostori) tak, Ze
jsou splnéna nésledujfci pravidla: (1) (z + y) +2 = = + (y + 2), (2) exi-
stuje ,,nulovy‘‘ bod @ (ktery étendf sdm sestrojf), t. j. takovy,%e = + @ =
= 0 + z = z, (3) ke ka¥dému bodu z existuje bod — z (zase je snadno jej
sestrojit) takovy, fe « 4+ (— ) = 6, (4) * + y = y + . Za druké, je-li =
bod prostoru K a je-li ¢ redlné &islo, lze jim ptifaditi jako jejich souéin
bod ¢z prostoru K (jeho¥ definjci v ho¥ej¥ich p¥ikladech op¥t tené¥ uhodne)
tak, %ot (1) o +9) =ta+ 1y, (2) (a+h)m=hot b @) bihe) =
= z, . B = a.

_ - Hotej&i prostory E jsou déle normovand, co¥ mé nésledujicf vyznam;
Ka¥dému u z lze pfifaditi jako jeho ,,normu* redlné &islo || = || tak, Ze:
(1) 18{=0, (2) lz]| >0, kdyZ 2+ 6, (3) ||z + y|| S |[=l.+ Mlli
(4) litz]|=|2]|.llz|l . Konkrétnf definice normy v hotejiich prkladech
Je tato: Bod & = %(f) prostoru C mé za normu [f z || nejvétéi z disel [ x(t) I
(0 £t < 1). Bod # = {§,} prostoru ¢ mé za normu nejmensf z Sisel,
nejsou mensf neZ £4dné z &sel | §, | (n = 1,2, 3, .. .). Bod & = z(t) prostoru
I? mé za normu &islo :

Oasopls pro plstovin! matematiky a fysiky. D 6 ~ bs



, . .
el = (fl x(t) P dt)?
0

: L 1
Bod z = {£,} prostoru ? mé za normu || z || &islo (Z | &, IP ?'
n=1

Jak zndmo, nazyvé se metrickym prostorem libovolné mno¥ina E, ve
které kaZdému péru z, y bodi (elementit) bylo pFifazeno realné &islo (z, y)
(zvané vzddlenostt = od y) tak, Ze: (1) (z, z) = 0, (2) (=, y) > 0, kdyZ = =+ v,
(3) (z, ¥) = (y, @), (4) (z, y) + (y;2) = (=, 2). KaZdy normovany vektorovy
prostor je metricky prostor, definujeme-li vzdélenost (x, ) rovnici

(@, y)=llz—yl. :
V ka¥dém metrickém prostoru E je zvykem definovati relaci lim z, =
(kde =, (n. = 1, 2, 3, ...) a « jsou body prostoru E) jako ekvivalentni s relaci
lim (z,, ) = 0 (coZ je limita v obydejném smyslu, nebot (z,, ) jsou éisla).
Aby relace lim z, = = platila, k tomu je vidy nutné, aby ka¥dému kladnému
¢islu ¢ bylo lze pfifaditi index N tak, aby vzdélenost (2 z,) byla mensi

ne# ¢, kdykoli oba indexy p a ¢ jsou v&tsf neZ N. Tato podminka neni vidy
postatugjict; je-li, pak se metricky prostor E nazyvé uplnym. Normované
vektorové Gplné prostory se nyni zpravidla nazyvaji Banachovy prostory
(espace du type (B) v Banachov® knize). Viecky ho¥ejii ptiklady jsou
Banachovy prostory.

Predmétem studia v Banachovs knize jsou v pozdéjiich kapitolach
Banachovy prostory, v prvych &tyfech kapitolach obecnsjsi (ale analogické)
prostory.

Jdsou-li ¥ a E, dva Banachovy prostory, a je-li U operace, ktera kaz-
dému bodu z prostoru E ptitazuje bod y = U(z) prostoru E,, pravime, %e U

je aditivni, kdy¥
Uz + y) = U(x) + U(y).
O operaci U pravime, %e je v bod® = prostoru E spojitd, kdy?¥
lim U(z,) = U(x), kdykoli lim z, = 2.

Aditivni operace U, kter4 je spojitd v jednom bod$ (Banachova) prostoru E,

je spojité v kazdém bod& prostoru E a nazyvé se linedrni operace. Misto slova

operace uZivéme slova funkciondl, kdy¥ K, je mnoZina reélnych &isel (co¥ je

Banachiv prostor, kdy% soudet  + y a soudin ¢z dvou reélnych &fsel je

(}Jlbyéej y soudet a obyéejny soutin a kdy# normou v E, rozumime absolutnf
odnotu). '

Je-li f(x) aditivnf funkciondl v Banachov® prostoru E, pak f(z) je
linedrni, kdy¥ a jen kdy¥ existuje &islo m > 0 takové, Ze
. [ fz)| S m.| 2| pro kaZdy bod z,
Volime-li m co nejmensi, pak m je t. zv. norma linedrniho funkcionélu f.
Je-li E systém viech linedrnich funkcionaltt v Banachovs prostoru E, pak
Ize definovati soulet f + g (f a g v E) a soutin ¢f (¢ reélné &islo, f v &) zpt-
sobem, ktery &tené¥ uhodne. Definujeme-li je§td normu v E zptisobem, ktery
byl vy#e naznalen, pak E je novy Banachtv prostor. Jako pfiklad vezmé&me
prostor E = L? (p > 1). Definujme ¢ > 1 rovnief B

1 1
L A A
P+,q
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(tak¥e p = q pouze v pFipads p = 2, coZ je t. zv. Hilbertiw prostor). Ka¥dému
elementu y = y(¢) (0 < ¢ < 1) prostoru L? Ize p¥ifaditi linedrni funkcjonél f
v prostoru L? takovy, Ze pro ka¥dy bod & = x(t) prostoru L? jest
1 g
fz) = J @(t) y(t) dt.

Obrécend kaZdy linedrni funkecionél f v prostoru L? vznikne popsanym
zpusobem pfesnd z jednoho bodu prostoru Lf: takZe méme jednojednoznad-
nou korespondenci mezi body prostorti L? a E (kde E = L?); tato korespon-
dence je takovs, Ze obrazem soutu je soudet obrazii, ¥e obrazem soudinu
¢isla t s bodem y je soudin &isla ¢ s obrazem bodu y, a %e norma bodu je rovna
norms obrazu, takZe prostor E (kde E:L")_je v podstaté totoZny s prosto-
rem L. Podobns pro B = P(p > 1) prostor E je v podstat& totoZny s prosto-
rem . - 5
UZ jsem uvedl, jak lze definovati konvergenci

limg, =« (*)

v Banachové prostoru E; to je t. zv. silnd konvergence. V Banachov prostoru
I1ze definovati relaci (*) jeSt& jinym zpusobem. Je to t. zv. slabd konvergence,
kters podle definice nastane, kdy% a jen kdy% pro ka¥dy linedrni funkcionél f
v prostoru E plati )

lim f(z,) = f(z)

(kde limitu je chdpati ve smyslu oby&ejném; f(x,) a f(x) jsou &isla). Silné
konvergence mé vZdy za dusledek slabou konvergenci. N&kdy to plati také
naopak; na pf. v prostoru I!; zpravidla tomu vSak tak neni. Rozdil mezi
silnou a slabou konvergenci je zvlasté veliky na p¥. v prostoru C. Jsou-K
z, = x,(t) & = =(¢) body prostoru C, pak (*) ve smyslu silné konvergence
znamend, Ze )

lim @, (¢) = «(¢) ' (**)

stejnomérné pro 0 < ¢ < 1; kdeZto (*) ve smyslu slabé konvergence znamené
pouze jednak, %e (**) plati pro ka¥dé ¢, ne v8ak nutn& stejnomérnd, jednsk,
Ze existuje &islo 4 takové, Ze | z,(t) | < 4 pro vieckan =1, 2,3, ... a pro
viecka £ (0 <t < 1). )

Co jsem Fekl, postaéi snad, aby étendf poznal, co je vcelku pfedmdtem
Banachovy knihy. Nepoustim se do detailnfho rozboru jednotlivych kapitol,
které obsahuji velkou spoustu rozmanitych vysledk. Mnohé z nich byly
dfive znémy ve zvlaStnich p¥ipadech (pro nsktery konkrétni p¥ipad Bana-
chova prostoru) a je zajimavé pozorovati, jak jeden a ty¥ abstraktni teorém .
¢asto shrnuje nékolik na prvy pohled hodn& od sebe vzdélenych vysledki.

Myslim, %e¢ Banachova kniha je jednou z nejzajimav&jsich matems.-
tickyeh knih posledni doby. Otézky zde vySetfované jsou dile¥ité pro celou
fadu vyznamnych matematickych disciplin, a metociy zde volené se zdaji
zv145§t8 slibné pro studium otéazek dosud nefeSenych. Nemohu oviem za-
ml&eti, e jeji detba je misty hodns obti%né, co je snad mnohde zavin&no také
ne dosti pedlivou korekturou. Ctené¥, kterému je mno¥inové matematika
zcela cizf, sotva bude s to, 8 Gsp&chem ji studovati. Doufém vSak, ¥e na p¥.
Gesky &tend¥, ktery pozorn& prodte moji knihu ,,Bodové mnoZiny I‘, je¥
v brzku vyjde nékladem JCMF, bude néleZit¥ pFipraven ke studiu Banachovy
knihy, které Z4dného dobfe pfipraveného ¥tenéfe nezklame.

Nové Banachova kniha, vénované tentokrate nelinedrnim operacim,
se pFipravuje a bude tvofit jeden z dalifch svazkii té¥e sbirky.  -Cech. -
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. -Stan. Saks: Théorie de l'intégrale. Monografje matemastyczne,
gv. 2. Warszawa, Sem. matem. uniw. Warsz., 1933, VII, 290 str. K& 108,—.
-~ Pojem integrélu, ktery je ve své elementdrni form& jednim z nej-
zékladnéjsfch pojmé v matematice, byl postupem dohy rozmanitymi zpi-
soby zobecnén, a %ivy vyvoj v tomto sméru trvéd dodnes. V posledni dobd
bylo dosaZeno velmi pozoruhodnych vysledkii a pot¥eba soustavného kni%-
niho vykladu byla velmi citelns. Ulelem Saksovy knihy je pravé vyklad
nejmodernéjsich vysledki v teorii integrélu, a budiZ ihned poznamenéno,
%e.80 tento t&Zky kol podakil autorovi zcela brilantné. Je prost® tZasné, jak
mnohern soustavndj&f, pfehledndj&i a jednodusii je Sakstiv vyklad na mno-
hych mistech, ne# jak se jevi v origindlnich publikacich. A jako po strance
logické, tak stéjnd dokonalou je Saksova kniha i po strénce didaktické;
u-étené¥e se pfedpoklédéd pouze znalost nejjednodusSich pojmt matematické
analysy, formulace definic, v&t i dikazh je vSude bezvadn® jasnd, a tisko-
vych chyb prakticky nenf.
. .- Knihu lze dobfe rozdéliti ve dv& poloviny, z nichZ prvé je vénovéna
dnes klasickému integralu Lebesgueovu, & druhéd neabsolutnd konver-
gentnim integréldm. . v

Prvé kapitola shrnuje-zdkladni vlastnosti funkef s koneénou variaci
& absolutng spojitych. Druhé kapitola obsahuje na pouhych 24 stranach
tplnou teorii_ Lebesgueovy miry. Tfet{ kapitola studuje derivabilitu funkei
8 konenou variaci a je p¥pravou ke kapitole nésledujici, ve které je studo-
vén Lebesgueliv integral definovany jako absolutn® spojitéd funkee, jejiZ
derivace mé skoro viude pfedepsanou hodnotu. V péaté kapitole je Lebes-
guetiv integral v euklidovském K, studovén znovu na zéklad® nové definice
(podle ni% integrédl v E, je roven Lebesgueovdé mife specidlnich mnoZin
v E, .,). Tim jé skonlena prvé polovina knihy, na niZ navazuje kapitola
festé (na ni% jsou dal¥i kapitoly nezévislé), ve které je Lebesguetv integral
aplikovén na teorii plo&ného obsahu ploch z = f(z, y) (kde f je funkce, u ni%
8e pFedpoklédé pouze spojitost).
.- - Kapitola sedmé je vénovéna Perronovu integrilu, ktery lze. zhruba
definovati takto: Perrontv integral funkce f(z) je funkce, jejiZ p¥iriistek je
vidy vétsi ne¥ pfirtistek funkee majici vSude derivaci mensi neZ f(z), a v%(;y
men&f neZ pfiristek funkce majici v¥ude derivaci v&tsi ne¥ f(x).
: V o0smé kapitole jsou definovany a studovdny funkce, které jsou
zobecndnim funkef & konednou variaci a funkei absolutnd spojitych; jsou dvé

" rlzné takové zobecnén{. Pfedm&tem devaté kapitoly jsou teorémy o derivo-

vanych '8islech funkei jednak zcela libovolnych, jednak néleZejicich speci-
4lnim t¥idém. V desité kapitole je definovdn Denjoytv integral zplisobem,
ktery: odpovidé. definici Lebesgueova integralu volené v kapitole &tvrté; tato
definice je mnohem jednodus&i neZ ptivodni definice Denjoyova.

. V kapitoléch I—V a VII je studovén integrél v n dimensfch. Kapitoly

. VIII—X jsou omezeny na funkce jedné realné proménné; teorie derivovéni

& integrovéni funkef jedné proménné zde vyloZend je pravd&podobnd
v hlavnich h definitivni$ uzav¥ena. Naproti tomu diferencovéni funkef
nékolika ych proménnych dnes daleko jefté neni v tak zakoneném

.-tvaru; hlavni z v&ef dnes zde znamych jsou vylofeny v kapitole jedendcté.

Po nf nésleduji dva dodatky. Prvy je vénovén abstraktni teorii aditivnich
funkef mno#in. Teorie Lebesgueovy miry a integrélu — pokud je nezévislé
-od t. zv. Vitaliovy v&ty — objevuje se zde znovu, nyn{ jaltd specidini p¥ipad
abstraktnéjif teorie. ]gruhy odatek (psany Banachem), je v&novén t. zv.
Haarové mife, kterd mé zdkladni am v modern{ teorii grup.

Kondim sviij referat vielym pi4 .aby Saksova kniha nalezla u nés
0o nejvice &tenaFh!’ Jeji detba nenf nikterak nesnadné, a pro ka¥dého, kdo
pe_choe orientovati v moderni matematické analyse, je zcela nepogte:;da-



Pplk. ing. Bohumil Kone¥ny: Zéklady vysokofrekventni tech-
niky, I. 84st: PouZiti vektorového po&tu, pfi politéni s harmonickymi
_ funkcemi, 1935. 123 str. 87 obr. K& 36,—. Kniha je rozdé&lena ve dvé &asti.
V prvni se pojednévé o harmonickych funkeich &asu a jich grafickém znézor-
fovéani pomoci -diagramovych vektorti Fresnelovych, je tfeba dobfe odli-
%ovat od vlastnich vektoru fysikélnich. Autor odvozuje obecnd a obirnd
'veikeré operace s t¥mito vektory a uZiva rozkladu do kosouhlych soufadnic.
Déle pfechézi na soufadnice pravouhlé a ukazuje, za jakych pfedpokladi
lze u¥iti komplexniho zptisobu potiténi. V druhé ¥éasti probiré autor harmo-
nické funkce &asu a mista (postupné viny), je% znézoriiuje Fresnelovymi
vektorovymi plochami §roubovymi, a vinéni stojaté; celek dopliiuje n&kolik
pFikladd. V této knize je symbolika disledn® provedena pro viechny uve-
dené operace s harmonickymi funkcemi. Vysledky sloZit&j&ich tkont (na p¥.
nésobeni dvou harmonickych funkef stejné frekvence) ve form8 vektorové
jsou jist§ zajirhavé, ale st&#i nézorn&jsi; nézvoslovi pro n8které pojmy lisi
se od obvyklého. Hlavni vyznam spisu zéle#i v odiivodnéni a vykladu
komplexniho zptisobu po&itani, které dnes mé velkou duleZitost ve vysoko-
frekventni technice a technice st¥idavych proudil vibec. Chlddek.

Wien-Harms: Handbuch der Experimentalphysik. Ergéinzungs-
werk, herausgegeben von M. Wien u. G. Joos. Bd. II. E. Fues: Beugungs-
versuche mit Materiewellen.  Einfiihrung in die Quantenme-
chanik. Akad. Verlagsgsch. Leipzig, 1935. XIV, 351 stran, K& 204,—.

Prvni, mensi d4st svazku (126 stran) je vénovana prakticko-technic-
kému popisu a klasicko-vlnové interpretaci dileZitych experimenti tyka-
jicich se ohybu a interference materiélnich paprski. Teoreticky vyklad je
zalo¥en v podstat$ na Kirchhofov¥ klasické teorii ohybu vin. Nejprve je
pojednéno o ohybu katodovyeh paprski (elektronovych vin) na jednotlivych
atomech a molekuléch (ohyb v plynech), pak nkolik slov o ohybu v kapa-
lindch, a konednd je obiirndji vykldddno o rozliénych tkazech Kﬁ ohybu -
a interferenci katodovych paprskii v krystalovych m¥i%ich. (Laueho bodové
interference, Kikuchiho $arové, Debye-Schererovy diagramy, interference
p¥i reflexi na krystalovych plochéch & pod.) '

V druhé' ¢sti vykladé autor nejprve zpisobem ve v&t&ind udebnic
obvyklym o statistické interpretaci de Broglieovych vin. V druhé kapitole
je pojedndno o Schrédingerovd elementarni vinové mechanice jediného
hmotného bodu a propottena Fada p¥ikladd, v tfetf kapitole pak o vinové
mechanice soustavy hmotnych bodd. Dalif kap. obsahuje struény vyklad
o principech kvantové mechaniky, o Diracov¥ teorii elektronu a positronu
a o statistikdch. V predposledni kapitole je vyloZena v podstat® staré
0. Kleinova korespondenéni elektrodynamika, v posledni pak Bornova
teorie atomovych sra¥ek (Stossvorginge.) Celkem nep¥indsi tento novy
svazek Wien-Harmsova Handbuchu nic pozoruhodného po strénce didak-
ticko-metodicksé, poslou¥i viak dob¥e k informaci o otézkéch, jimiZ se zabyvé.

V. Votruba.

- B. Recense didaktickych publikaci.

Zeitschrift fiir mathematischen u. naturwissenschaftli-
chen Unterricht aller Schulgattungen. Roénik 65; 1934. Tento ronik
dasopisu se vyznaduje zcela jinym rézem, neZli pfedchozi, a rod. 64 byl
k nSmu pFechodem. Algebraickych &lénki jest tu tentokrét mélo. Jun-
geho ,Eine Veranschaulichung der Formel eix = cos & + i 8in z*, kde
u¥fvé vyrazu (1 + i/n)r pro n=2,3,4,...,10,...,100, n—> oo. Potom
Péschliv ;,Ein Verfahren zur angenaherten ‘Auflésung der kubischen und
biquadratischen Gleichungen*, p¥i ném¥ u¥ivé soustav parabol a hyperbol.
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V posledni t¥{d¥ dob¥e upot¥ebitelny jest Miinznertv &lének ,, Uber eine
einfache Losung einer Wahrscheinlichkeitsaufgabe in der Kundenwerbung*,
jenZ se zabyva tlohou, kolik asi kusii zboZi, k némuz se pfibaluji serie obréz-
ki, musi zékaznik koupiti, aby ji sebral uplnou. Vysledek: n . (1 + { +
+i++i+4+ ...+ 1/n) kus.

Z geometrickych &lankd jsou tu: Geckuv ,,Affingeometrische Be-
handlung der Kegelschnitte‘‘, odvozujici analyticky vlastnosti elipsy z vlast-
nosti kru#nice, hyperboly z hyperboly rovnostranné a paraboly z k¥ivky
uZité pfi grafickém FeSeni rovnice druhého stupné. Ohniskové vlastnosti
zustanou stranou. Fladt uvddi v kratkém &lénku ,,Eine kurze Behandlung
der allgemeinen Kegelschnittsgleichung‘, vychézeje z vrcholové rovnice
kuZeloselky y? = 2pz + qa?, jak odvoditi rovnici os — Bf%y + (4 — C).
V'xfy + Bf%y = 0 tim, %e soustavu soufadnou nejdfive oto¢i o tuhel «
a obdrZi podminku, aby obecné rovnice druhého stupn& bez prostého ¢lenu
znamenala kuZelosetku s vrcholem v poéatku, a potom poSine soustayu
soufadnou, nade? srovnénim vzniklé rovnice s obecnou rovnici druhého
stupng dostane Zédanou rovnici. Dobré pro septimu. Déle se zabyvé obecnou
rovnicf druhého stupné Schréder v pojednani ,,Herstellung des Kurven-
bildes auf Grund der Zerspaltung der Kurvengleichung*‘, rozkléddaje rovnici
k¥ivky ve dva &initele 8 proménnym parametrem; &initele t¥eba voliti tak,
aby znadily utvary, které se daji snadno konstruovati. Céry nale¥ejici téze
hodnot§ parametru uréuji body kfivky. Kromé& kuZeloseéek uvadi také
konstrukei Descartesova listu a lemniskaty. Lony v élanku ,,Die allgemeine
Giiltigkeit der Formeln der analytischen Geometrie‘‘ vzpominé toho, Ze se
formule analytické geometrie odvozuji zpravidla pro nejjednodussi polohu
atvard, t. j. v prvém kvadrantu, a ukazuje, jak dokazovati obecnou platnost
formuli. Bennecketiv &ldnek ,,n-Teilung beliebiger Winkel fiir alle ratio- -
nale Zahlen n‘‘ ¥e§f tuto tlohu jednak uZitim k¥ivek, jeZ maji polarnf rovnici
r = 2a cos p/n, jednak zvlasté konstruovanymi soustavami pravitek po-
hyblivé spojenych. Fuhriv ,,Konstruktionen mit dem Zeichenwinkel*‘ se
zabyvé ¥eSenim tiloh 3. a 4. stupnd timto néstrojem a to trisekei ihlu a kon-
strukei pravidelného sedmi- a t¥indctitthelnika. Zacharias ukazuje v élanku
»Die trilineare Verwandschaft eine Quelle dreieckgeometrischer Sétze, jak
uZiti tohioto vztahu v Zédkovskych matematickych krouZcich. Arndtav
élének ,,Der Sekantensatz mit seinen Nebenformen‘ uvadi dikaz této véty
bez uZit{ podobnosti & potom k diikazu v&ty Pythagorovy a vét Euklidovych
a ddle ke konstrukeim. Bégel tu mé &lanky ,,Uber die Berechnung der
Kugeloberfliche und der Kugelkappe“ a ,,Das Klostergewolbe und ver-
wandte Kérper, Gegenstéinde fiir ,methodische Ubungen®‘; v prvém vy-
chézi z objemt, aby uréil povrchy. Aplikacemi se zabyvaji Scholz a Stie-
gler v &lanku ,,Zehn Aufgaben von der Eisenbahn‘* z &4sti uZitim anal.
geometrie; hodi se velmi dobfe pro vyufovéni, aby nabylo prakti¢tdj&iho
a zajimavéjsfho zabarveni. Déle Wagner a Gentil v éldncich ,,Feldmef-
iibultgen als landheimgerechter und zeitgemé#Ber Mathematikunterricht*
* a ,,Kleinentfernungsmesser®.

ikalni 8lanky tu maji Miiller ,,Neuere Untersuchungen iiber Ul-
trastrahlung', v n8mZ popisuje rozvoj vyzkumi o radioaktivité a kos-
mickém zéFeni a jiny ,,Das Neutron und das Positron‘‘ také informativniho
rézu. Potom Eichler, jenZ v &ldnku ,,Ein einfacher U. V. Strahler fiir
Lumineszensanalysen u. Fluoreszenzmikroskopie*“ popisuje zafizeni pro
vytvéaFeni téchto paprskd bez rtutové lampy, ji nahrazuje obloukovou,
jeji% zé¥eni vhodnym za¥izenim filtruje. Gentil v kréatkém 8lanku p¥indsi
zndzornéni; jak postupovalo zkouméni elektromagnetickych vin v posled-
nich 20 letech a jak rychle neprozkoumané intervaly mizely. Mayer v élanku
ssFortschritte der akustischen MeBtechnik u. musikalischen ustik 11éf
pokroky na tomto poli fysiky a to po strénce méfeni energetickych. Své
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m¥Fici zaFizeni popisuji Ganzlin a Hermann v &lancich ,,Zur Einfiithrung
des StoBgalvanometers im Unterricht a ,,Zwei Spiegelmagnetometer*‘.
Adler mé tu popis svého zafizeni pro méfeni zrychleni zemské tiZe. Lampe
pak 8lédnek ,,Zur. Mathematik der Wurfiibungen im Geldndesport o hodu
kuli a kladivem. Engel: ,,Die lebendige Reibung*‘, v némz se zabyvé tkazem
postranniho smyku po néahlém zabrzdéni auta, coZ by jist& zajimalo i naSe
studenty. P¥i vyudovéani by se také hodil élének Weinrauchtv ,,Attische
Wasseruhren u. ihre -Mathematik' v ném% se vySetfuje tvar nddoby. Apa-
raturu k znézornéni vztahu sily, hmoty a urychleni popisuje Kahra. Také
obsah Miillerova ¢lanku ,,Die stabilisierende Wirkung der V-férmig
gestellten Tragfliigel eines Flugzeuges by naSe studenty, ktefi maji zdjem
o letectvi, zajimal. Petry mé tu kratké sdéleni ,,Ein Beitrag zur exakten
Behandlung der schiefen Ebene auf der Schule‘‘, v némZ odvozuje velikost
sily jako vyslednici tiZe a pevnosti roviny.

Z chemie je tu Herrmannav éldnek, jak provésti p¥i vyudovani nebo
v Zakovském praktiku dikaz Hesseova zékona. ,

Metodickymi hledisky se zabyvé Balser v &ldnku ,,Spiegelungen‘’
a Dreetz v ,,Gruppenbegriff u. Abbildung im mathem. Unterricht‘, je%
naleZi v okruh ankety redakce o zavedeni pojmu grupy, jeZ podala jiZ v mi-
nulych dvou roénicich. Dalsi éldnek toho druhu jest Seyfarthév ,,Zum -
Unterricht in der Infinitesimalrechnung‘, jenZ obhajuje nutnost jeho po-
nechéni na stf¥edni 8kole proti opaénym minénim, jeZ se v Némecku vyskytla.
Reinhardt doporuduje zaéinati inf. poéet na st¥edni 8kole poétem integral-
nim a ukazuje jak, v ¢lanku ,,Zur Behandlung der Integralrechnung auf der
Schule‘.

Psychologického rézu jest Herbstovo pojednéni ‘,,Uber mathema-
tische Begabung u. Erziehung‘‘, v némZ se pravi, e neni zvldStnich &ésti
mozku pro matematické nebo jazykovédné mysleni; matematika neginf
mensich ndrokl na pamé&t nezli uéeni fedi; jest omyl, %e by bylo moZno zapo-
menutou matematickou pouc¢ku snadno opét si odvoditi; védomi naprosté
(Lickenlos) souvislosti jest spiSe na pFekéd’ku zapamatovéni; po strance
citové jest udeni fefem ve vyhod&; matematika je pry odkézéna zcela na
mechanickou pamét a proto se brzy zapomind; logické my#&leni neni zvlastni
intelektudlni nadéni, nybrZ jest funkef pile, vytrvalosti a sv&domitosti
a zéleZi na charakteru. Rose v éldnku ,,Der GrundriB eines organischen
mathematischen Bildungsplans se sna%i vybudovati jej na zésaddch
némeckého nérodniho socialismu a Z4dé, aby se stejnomé&rnd pdstovala
abstraktni matematika i jeji aplikace. Hamel pluje plnymi plachtami
v modnim dnes sméru v N&mecku éldnkem ,,Die Mathematik im Dienste
des dritten Reiches‘‘. Tim vice dalsi autorové pisici o biologii; jest tu vidsti
Ze vystielky pFemrsténch, ktefi by chtéli pfedkladati své fantasie Zactvu,
délaji hodné starosti st¥izlivym lidem. Do okruhu této ideologie néleZi také
Hogrebeho ¢ldnek: ,,Altnordische Beobachtungs- u. MeBkunst an der
Sonnenbahn* a nemé k n&mu, myslim, daleko Lietzmann s &ldnkem
,»Geometrie und Urgeschichte‘‘. .

V referdtech o schiizich je zajimavé, %e se redakce stavi proti ndvrhtim
némeckého vyboru pro technické skolstvi na odstran&ni inf. po&th ze st¥edni
8koly. Na 36. valné schtizi spolenosti pro podporovéni p¥rodovédného
vyucovéani je s velikou pozornosti p¥ijat projev ¥iského ministra vélky.
Rothe tu pfednésel o matematice a vojenské v8d®. Jednalo se tam také
o vytvofeni né&meckého matematického nézvoslovi, jehoZ ndvrh &asopis

prinési. - Jos. Vavfinec.
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C. Pivodni publikace deskoslovenskych matematiki a fysikd.

F. Bouchal-V. Dolejfek: Sur lapplication de la méthode de
Valouch pour mesurer les constantes des réseaux cristallines
dlaméthodede précisionde Kunzlet Képpel. C. R. 199 (1934), 1054.

+ Dolejiek: Sur une modification de la loi de Moseley. Acta
Polonice 2 (1934), 439. :

V. Dolejfek-A. Némejcovia: Sur inversion photographique due
& Yaction simultanée de deux rayonnements différents. C. R. 198
(1934), 2081.

V. Dolejiek-J. M, Batkovsky: The L-emission Spectrum of Argon.
Nature 186 (1935), 643.

V. Dolejsek-M. Hylmar: Sur la structure fine de la discontinuité
d’absorption Ly;; des terres rares. C. R. 201 (1935), 600.

V. Dolejiek-J. M. Batkovsky: Occurence of the reversed absorp-
tion edges of the long wave lengths of X-rays. Nature 186
(1935), 836.

V. Dolejiek-J. Marek: Uber die L-Absorptionskanten des
Protactiniums. Zeitschr. f. Phys. 97 (1935), 70.

T. Gajdos: Akustickd mé¥eni na piStaldch metodou inter-
feren&ni. Spisy pFirod. fak. Masar. univ. &s. 218 (1935), str. 1:—12.

- Z. Kopal: Uber den Lichtwechsel von gHerculis. Astr. Nachr. 257
(1935), 11.

3 Z. Kopal: Uber die Atmospharen der Planeten. Astr. Nachr. 257
(1935), 129.

V. Kunzl: K-series of Magnesium and Sodium. Nature 186
(19356), 437.

V. Kunzl: Sur une nouvelle méthode de focalisation dans la
spectrographie des rayons X. C. R. 201 (1935), 656.

V. Kunzl-J. B. Slavik: Anwendung eines neuen Ventiles bei
S(():;émungen der Gase durch einen Spalt. Annal. der' Phys. 24 (1935),
409. :

\ V. Kunzl: Sur ’étude de I'absorption des rayons X dans l'anti-
cathodedutubeionique & tension basse. Acta Polonica 2 (1934), 447.

V. Kunzl-Z, Kiippgl. Une méthode nouvelle pour mesurer les
constantes cristallines. Journ. de Phys. 5 (1934), 145.

.. V. Kunzl-J, B. Slavik: Ventil fiir feine Regulierung der Driicke
von Gasen und seine Anwendung fiir Ionenréhre. Zeitschr. f. techn.
Phys. 16 (1935), oo,

: F. Link: Sur les éclipses de satellites de Jupiter. C. R. 200
(1935), 2063. Lo S

F. Link: Sur la structure et la composition de 1a haute atmo-
sphére. Journ. des Observ. 18 (1935), 113. 2

A. Zitek a V. Petriilkar Klinové piezoelektrické resonétory.

. Elektrotechn. obzor, 24 (1935), -687. I

A. Zidek a V. Petrilka: Uber keilférmige piezoelektrische

(lggo)naltt;ren. Ztschr. f. Hochfrequenztechnik u. Elektroakustik, 46
6), 157. i . .

. Autofi studovali kmity klfnovych piezoelektrickych resonatorti a uké-

— 1ia rozdil od dosavadnich pFedstav — %e takové resonétory netdinkujf

jako pésmovy filtr, nybrs %e kmitaji jako samostatny oscilaéni systém v ¥adé

diskretnich vlastnich frekvenci. ) e



SPOLKOVY VESTNIK.
Zapis o Ffadné valné schuzi JCMF

konané dne 9. prosince 1935 v posluchérn® fysiklniho ustavu Karlovy
university v Praze.

MistopFedseda v. §k. r. PETTRA zahajuje schiizi v 17h 30m za p¥i-
tomnosti 34 &lent. Omluvili se prof. BYDZOVSKY, vl. r. CERVENKA,
prof. PETR, prof. VALOUCH, prof. VYCICHLO a prof. ZACEK. Od &teni
protokolu minulé valné schéize bylo upusténo, jeZto byl otistén ve spolkovém
véstniku.

Mistopfedseda vzpominéd zemfelych &lentt Jednoty: d&estnych
a zakladajicich ¢lentt A. PLESKOTA a V. POSEJPALA, skuteénych &lent
L. BAHNIKA, V. FISCHERA, B. HOBZKA, E. KLEINA, V. NEJDLA,
0. OTTISE, J. PAZDIRKA, H. SECHOVSKEHO, J. SEDA, V. TVR-
DEHO, &inného &lena K. JANOVSKEHO, ktery#to projev vyslechli p¥i-
tomni_stojice.

Reditel dr. VALOUCH dopliiuje ti¥t&nou vyroéni zpravu nékterymi
poznémkami, zejména o ucebnicich, Rozhledech (podet odbératelt stoupl
proti loni o 546) & o zédvéreénych tétech. Doc. dr. TRUKSA upozoriiuje na
pFili¥né horko a nedostateéné osvétleni v &itarns.

Za kontrolujici komisa¥e navrhuje prof. dr. LENZ, aby bylo uds-
leno absolutorium vyboru a jemu pod&kovéno, co¥ bylo schvéleno jedno-
mysIné.

v Volby byly provedeny na névrh prof. dr. KORINKA aklamaci,
proti ni¥% nebylo némitek. Zvoleni byli jednomysiné podle kandidétni listiny:
feditelem VALOUCH, ¢leny vyboru (na 3 roky) HRDLICKA, HRUS-
KA, KOSSLER, RYCHLIK, SMOK, STEPANEK, ZAVISKA, (na 1 rok)
VYCICHLO, néhradniky TEPLY, LEHAR, ROSSLER, ZACHOVAL, -
KREJCT, PROCHAZKA, kontrolujicimi komisa¥i LENZ, SALAMON,
SRUTEK, ¢lenem fysikdlni sekce v8decké rady BREZINA (na 1 rok
misto resignovaviiho prof. FRIEDRICHA).

Je¥to volnych navrhit nebylo, kon¥ mistopfedseda valnou schizi
v 18h 10m, .

Vybor JEMF pro sprévni rok 1935/36 se skldd4 z t&chto &lent:
P#edseda: LADISLAV CERVENKA, vlédni rada v Praze (do konce r. 1936).

M hwpfedaeda: STANISLAV PETIRA, vrchni $kolni rada v. v. v Praze
(1936). ‘
Reditel: dr. MILOSLAYV VALOUCH, sekéni 8éf v. v. v Praze (1938).

Pokladnik: dr. BOHUMIL BYDZOVSKY, profesor university Karlovy
v Praze (1937). :

Jednatel: dr. MILOS KOSSLER, profesor university Karlovy v Praze (1938).

Knihovnici: dr. FRANTISEK ZAVISKA, profesor university Karlovy
v Praze (1938);
dr. JAN BREZINA, profesor redl. gymnasia v Praze (1937);
dr. KAREL RYCHLIK, profesor vys. udeni techn. v Praze (1938);
dr. VIKTOR TRKAL, profesor university Karlovy v Praze (1937).

Uéetni spravee: dr. JOSEF STEPANEK, vrchni Skolnf rada v Praze (1938).
Archivd#: dr. MIKULAS SMOK, ¥editel redlky v Praze (1938). ’
Zapisovatel: dr. ALOIS WANGLER, profesor reél. gymnasia v Praze (1937).
Bez zvldfint funkee: dr. JOSEF HRDLICKA, docent vys. udeni techn.
. v Praze (1938); : . . ‘ e
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dr. VACLAV HRUSKA, profesor vys. udeni techn. v Praze (1938);

VACLAV INGRIS, profesor real. gymnasia v Praze (1936);

dr. VOJTECH JARNIK, profesor university Karlovy v Praze (1937);

ing. dr. RUDOLF KUKAUQ, profesor vys. uéenf techn. v Praze (1937);

dr. BOHUSLAV MASEK, mistofeditel st. hvdzdarny v Praze (1936);

dr. FRANTISEK NACHTIKAL, prof. vys. uéeni techn. v Praze (1936);

dr. FRANTISEK NUSL, feditel hv&zdarny v Praze (1937);

dr. KAREL PETR, profesor university Karlovy v Praze (1936);

dr. FRANTISEK VYCICHLO, profesor redlky v Praze (1936);

dr. AUGUST ZACEK, profesor university Karlovy v Praze (1936);

JOSEF ZDAREK, profesor st. pramyslové 8koly v Praze (1937).
Nadhradnici (na rok 1935/36):

STANISLAV TEPLY, profesor redl. gymnasia v Praze;

dr. FRANTISEK LEHAR, profesor reél. gymnasia v Praze;

dr. KAREL ROSSLER, profesor reél. gymnasia v Praze;

dr. LADISLAV ZACHOVAL, asistent vys. uéeni techn. v Praze;

ZDENEK KREJCI, posluchaé university Karlovy v Praze;

FRANTISEK PROCHAZKA, posluchad vys. uéeni techn. v Praze.

Kontrolujici komisa¥i (na rok 1935/36):

dr. VACLAV LENZ, profesor vys. udeni technického v Praze;
dr. BEDRICH SALAMON, profesor university Karlovy v Praze;
JAN SRUTEK, profesor redl. gymnasia v. v. v Praze.

Védeckéd rada. Clenové sekce matematické (do konce r. 1936):

dr. VLADIMIR HEINRICH, profesor university Karlovy v Praze;
dr. EMIL SCHOENBAUM, profesor university Karlovy v Praze;

.dr. JAN VOJTECH, profesor vys. udeni technického v Praze;

dr. VOJTECH JARNIK jako#to delegat vyboru.

Clenové sekce fysikdlni (do konce r. 1936):

dr. JAN BREZINA, profesor redl. gymnasia v Praze;

dr. VACLAV DOLEJSEK, profesor university Karlovy v Praze;
dr. MILOSLAV A. VALOUCH, profesor vys. uéeni techn. v Praze;
dr. FRANTISEK NAGHTIKAL jakoZto delegat vyboru.

Zpravy é¢lenskych schiizi.

Matematickd sekee védecké rady porddala tyto schiize:

Dne 7. listopadu 1935 prednaSel prof. dr. VLADIMIR KORINEK:
Dilo Emmy Noetherové. Obsah pfednafky byl uvefejnén v éldnku
oti¥téném v tomto rodniku Casopisu, str. D 1.

Dne 16. ledna 1936 pfednésel doe. dr. OTOMAR PANKRAZ: O rov-
nici pro vyrobni rychlost.

Prednésejici vychazi ze své préce Zum Problem der Massenfabrikation,
Aktusrské védy, b (1935), 34—47, a odvozuje nové kriteria pro pomocné
funkce problému vyroby s respektovénim vyrobnich zésob. Déle hledé

" staciondrni stavy pro tento problém. Jedna &4st pFednésky bude uvefejnéna
ndmecky v Aktudrskych védach, druhéd 84st pak anglicky v americkém
¢as. Econometrica.

Fysikilni sekee v¥decké rady pofédala tyto schiize:

~ Dne 22. Hjna 1935 pFednéSel prof. dr. FRANTISEK LINK: Zatm¥ni
m&sfékd Jupiterovych a jeho atmosféra. :

. Atmosféry planet se projevuji jednak pii zdkrytech stélic odchylkou
paprskil a jejich absorpei, jednak zatmivanim kotoudku k okraji planety
& kone¥nd selektivni absorpei ve spektru planety. P¥i zédkrytech stélic jest
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odchylks paprskit velmi nepatrné, jefto pFichdzeji v tivahu jen nejvyssi
S4sti atmosféry. Mnohem citlivéjsi jest mé&Feni seslabeni svétla stélice, jeZ mé
ptvod hlavng v refrakei. Takto se daji odvoditi n8které konstanty charakte-
risujici vn&j8i atmosféru. )

Na ptipad zékrytu se daji pfevésti zatméni mé&si€ki Jupiterovych.
Jak plyne z méfeni Eropkinovych jasnost zatmivaného mési€ku poéne
klesati dosti daleko od hranic stinu Jupiterova. Vliv atmosféry v takovych
vyskach jest zanedbatelny. Jde spiSe o absorbujici vrstvu koncentrovanou
Sastetnd v rovnikové roviné ve vysi 109 -a% 5% poloméru a absorbujici
asi 79, aZ 5%, dopadajiciho svétla. O sloZeni této vrstvy se nedé dosud niéeho
¥ici. Analogicky pripad se vyskytuje pfi vykladu nékterych zjevt ve vysoké
atmosféfe zemské a Martove. -

Dne 5. listopadu 1935 prednéafeli dr. VILEM KUNZL a Ing. JOSEF
B. SLAVIK (Spektroskopicky tustav--Karlovy university): Proudé&ni
plynu §t8rbinou za vy88ich tlaki. (Pfednesl Ing. Slavik.)

PrednéaSejici podava aplikace nového ventilu pro regulaci velmi malych
tlakfi plynu (o kterém bylo zde referovdno dne 5. bfezna 1935) pfi studiu
proudéni plynu Stérbinou za vysSich tlakG. Své experimentélni vysledky
porovnévé s hodnotami teoretickymi a sice vySetfuje, do jaké miry plati
vztahy odvozené pro t. zv. skluzovy &len v Poiseuilleové rovnici. Rozborem
této rovnice ukazuje mo¥nost stanoveni Sifky &térbiny z naméfenych
vysledkii nezavisle na skluzovém é&lenu. Na zdklad® toho uréuje Sifku Stér-
biny dostateén® pFesnd a jednodufe ze smérnice prib&hu hodnot G jako
funkce stfedniho tlaku p. Z vysledkdi méieni uréuje déale spodni tlakovou
mez, pro kterou jestd plati Poiseuilleho rovnice p¥i proudéni plynu 8t&rbinou.
Pod touto spodni tlakovou mezi byla nalezena v prib&hu hodnot G v tomto
tlakovém oboru dosud nepozorovansd maxima, kterd s klesajicim stfednim
tlakem p mizf.

. Dne 5. listopadu 1935 prednéel dr. VILEM KUNZL: K-serie so-
diku, ho¥8iku a hliniku a nové vysledky v N-serii X-spekter.

Prednafejici referoval o vysledcich dosaZenych v K-serii Na, Mg a Al
za pouZiti iontové trubice pro nizké napéti ve spojeni s fokusadni metodou
jim vypracovanou, o ni% jiZz d¥ive zde referoval. Za tohoto experimentélniho .
uspotadéani poda¥ilo se autoru jednak n&které linie nalezené jiZ jinymi autory
u Mg a Al sledovati aZ k Na, na pf. v x-grup$ linie x, a &g, jednak nalézti
u téchto prvkt nékteré daldi linie dosud jestd nezndamé. Tak v «-grupé na
p¥. dublet og04, v B-grupd linie VI, BVIL s BVIIL, Vedle téchto linii, které
klasifikoval, vystoupily linie, o jichZ p¥isluSnosti na podklad$ dosavadniho
experimentélniho metridlu nebylo moZno rozhodnouti. .

. Dne 19. listopadu 1935 prednasel SWAMI INANANANDA: Nové
vysledky v pfesném mé&¥eni X-spekter. (Anglicky.) Vyslo soudasné
v Casopise 65, 97, 1936. B

Dne 3. prosince 1935 prednésel . JINDRICH M. BACKOVSKY:
O émisnim spektru argonu a o absorpénich hrandch v dlouho-
viném oboru paprski X. -

K zfskéni emisnich spekter inertnich plynt udal autor metodu uZitim
iontové trubice konstrukce prof. Dolej§ka a Dr. Kunzla, vypracovénim
vhodnych experimentélnich podminek udrZeni spravného charakteru vyboje
pro vznik X-spekter. Timto zptisobem nalezl hlavnf linky L-spektra argonu,
L; a Ly (viz Nature, ¥jen 19:?5) ; :

Pii vpousténi argonu se objevilo velmi silné rozpraSovani, tak¥e vy-
stoupily i linky vépniku ze skla, coZ pFisp&lo ke sprdvné identifikaci obréceni
absorpéni hrany drasliku z fotografické desky. MnoZstvi drasliku ve foto-
grafické desce postadujici pro a%rsorpci oéital pfednéSejici podle Jons-
sona. Toto mnoZstvi drasliku dokézal doc. Brdidka polarografickou analysou.
Timto vysledkem je dokézéna existence obréceni absorpéni hrany drasliku

.
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z fotografické desky a zmé&¥ena jeho absorpéni hrana dosud nemé&¥end. (Viz
Nature, listopad 1935.)

Déle autor diskutoval daldi obrdcené absorpéni hrany v ultramkkém
oboru X-paprskti, kde jednak potvrdil, jednak opravil vysledky dosaZené
Dolejskem & Janitkem, p¥i em¥ vysvétlil rozpory identifikace absorpéni
hrany st¥ibra v préci Prinsovs a Takensovs a vysvétlil a identifikoval rovn&s
absorpéni bflou linii nalezenou Siegbahnem & Magnussonem v okoli 115 A.

" Slovenské ucebnice podle osnov z r. 1933.

ARITMETIKA

L. t¥. stfed. 8kol: Cervenka - Budan, Aritmetika, I., 3. v., 12,20 (163)
II. t¥. st¥ed. 8kol: Cervenka - Budan, Aritmetika, II., 3. v., 14,80 (164)
III. t¥. st¥ed. kol: Cervenka - Budan, Aritmetika, III., 2. v., 11,— (165)
IV. t¥. st¥ed. 8kol: Byd#%ovsky - Teply - Vyé&ichlo - Ondrus, Aritme-
tika, IV., 2. v., 12,60 (160)

V.-VII. tF. stfed. BydZovsky - Teply - Vy&ichlo - Fischer, Aritme-

gkol: tika, V.-VIL., 2. v., pfipravuje se (161)
GEOMETRIE

I. t¥. stfed. Skol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, I., 3. v.,
8,40 (169)

II. t¥. stfed. 8kol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, II., 3. v.,
7,60 (170)

ITI. t¥. stfed. 8kol: Valouch - Spadek - Riman, Meroveda, III., 3. v.,
7,40 (171)

IV. t¥. stfed. 8kol: Vojt&ch - Buéan, Geometria, IV., 2. v., 11,60 (174)
V. tf. g. v&. typl: Vojt&ch - Vanovié, Geometria, V. g., 2. v., pfi-
pravuje se (175) .
y Vojtéch-Vanovié, Geometria, V. r., 2. v., pFi-
pravuje se (181) :
VL. tf. g. v&. typli: Vojt&ch - Vanovid, Geometria, VI. g., pfipravuje
se (176)
r.: Vojt8ch - Vanovié, Geometria, VI. r., pFipravuje
. se (182)
VII. tf. g. ar.g.: Vojtdch-Vanovié, Geometria, VII. g., 13,60 (177)
r.ar.r.g.: Vojtdch - Vanovid, Geometria, VII. r., 20,— (183)
VIII. t¥. r.r. g.: Vojtéch - Vanovié, Geometria, VII. r., 20,— (183)

DESKRIPTIVNI GEOMETRIE A RYSOVANT

IIL t¥. g. ar. g.: Klima - Ingri% - Riman, Rysovanie, g., 8,80 (172)
r.ar.r.g.: Klima - Ingri§ - Riman, Rysovanie, r., 10,80 (173)

IV. t¥.: bty téz
VIL.-VIIL tf. r. g. Klima - Ingri¥ - Fischer, Deskript. geometria, r. g.,

. ar.r..g.: p¥ipravuje se (168)
FYSIKA .
IIL.-IV. tF. st¥. &kol: Petira - Smok - Riman, Fyzika, 3. v., 30,— (167)
VI. t¥. r.: . Devorecky - Smok - Fischer, Fyzika, I., v tisku
R (179) ’

VII. tf. g. v&. typh: ta :

g T oo Devorecky - Smok - Fischer, Fyzika, II., p¥i-
: ' pravuje se (180) '
VII. t¥. g. v&. typh: t&%

" 'V zévoree je uvedeno orienta¥ni &islo udebnice. Prosime, aby: p¥i ka¥dé
objednévee bylo &fslo to uvedeno, nebot se tim zabrén{ omylu. Schézejici
ulebnice dluZno zatfm nehraditi ¥eskymi. : T



	
	Periodical issue
	Title page
	Table of contents
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Abstract
	Article
	Article
	Article
	Article
	Other
	Other



