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Poznamka k stejnoihlym rovinam étyfrozmérného
prostoru.
Libuse Kuderovd, Nymburk.

Dv& roviny ¢, % v Styfrozmérném prostoru S,, jejichz obé
extrémni odchylky jsou si rovny, nazyvidme rovinami stejno-
tihlymi.!) Kazdou pifmkou &tyfrozmérného operatniho prostoru 8,
jehoz ib&Znym prostorem je trojrozmérny elipticky prostor Hs, lze
vésti pouze dvé?) roviny stejnotihlé k pevné zvolené roviné o béz-
nicich @, @'. Tedy tb&Znikem b (na E;) pfimky, kterou roviny
proklddame, lze vésti pouze dvé abéznice 1@, 2Q stejnouhlych rovin
k ptvodni dané.

V niasledujicim ukdZeme, Ze 0bézinice zminénych piimkou
prolozenych stejnouhlych rovin &tyfrozmérného prostoru S, jsou
ve vzajemném vztahu s Cliffordovymi®) rovnobézkami eliptického
trojrozm&rného prostoru X (ve?enymi bodem k piimce).

I. Zakladem E, jest realny 'polarny prostor imagindrni plochy
druhého ¥adu. V obrizku zvolena imagindrni plocha kulova, jejiz
predstavitelkou jest redlnd koule o stfedu s, dotykajici se ptdo-
rysny m.

Uloha: Bodem k vedme obé mozné Cliffordovy rovnobéiky
k volené piimece Y. :

Z bodu & vedeme piicku K (elipticky kolmici) k Y a jeji abso-
lutni poldte Y’. Kolmice K protina piimky Y, Y’ v bodech e, 'e
a jeji absolutni polara K’ v bodech ¢, ‘c. Od bodu ¢ na K’ naneseme
pak ,elipticky* na obé strany délku ke do c¢m nebo do cn. Spojenim
bodu k s koncovymi body m resp. n obdriime jiz obé Cliffordovy
rovnobszky M, N z bodu k k Y, Y". '

Avak prenésti v eliptickém prostoru délku ek z K na K’ od c*)
znamend, nalézti na K’ takovy bod m, aby

(&:2&iek) = (&'i1Eicm). (1)
Pii tom { g}: 152"- jsou absolutni elementy na { ]Ig'.
Rovnice (1) .\,réak predpoklada projektivnost fad
K (&, ek, ...) nK' (£, 0,m, .. ),

1) Josef Klima: ,,K urdeni thlu dvou rovin v prostoru étyfrozmérném

a n&které tlohy s tim souvisici.* Casopis M. F., 62 (1933), str. 132—139.
) H. de Vries: ,,Die Lehre von der Zentralprojektion im vierdimen-

sionalen Raume*, str. 70.

3) Bonola-Liebmann: - ,,Die nichteuklidische Geometrie®, str. 199.

%) Vaclav Hlavaty: ,,Iffvod do neeuklidovské geometrie*’, str. 97.
Prenogs délek v hyperbolické roving. — Zde tlohu provédime v eliptickém
Prostoru. .
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v nich% zname §&;, &, e, k, &', &, c. Hledame m nésledujicim
zpisobem:

Projektivni fady na K a K’ (jichZz skutetné délky ziskdme
sklopenim do °K a °K’) udinime perspektivnimi v roviné tak, aby
stfed perspektivity byl v jednom y neb druhém y’ stiedu, z nichz
se promita®) absolutni involuce, uréujici dvojinu absolutnich ele-
mentth &;, & na K, do absolutni involuce, uréujici zdkladni ele-
menty &';, 1&’; na K’. Pii tom e = ¢ necht je samodruznym bodem
obou perspektivnich fad. Hledané stfedy v, y* budou tedy na spoj-
nici pfidruZenych bodu le, lc.

Absolutni involuce na K (&;, 1&;), obsahuje bodové pary ele,
flf, hlh; involuce na K’ (5'.-, 15’.-) pary clc, rir, IYl. Body jednotlivych
part si odp0v1da.]i tak, Ze na pf. volenému f na K (v roviné rovno-
b&iné s ndrysnou stiedem koule s) ptislusi priseéik f jeho anti-
polérné roviny ¢* (kolmé k ») 8 K (e, = K',).

Obé& absolutni involuce na sklopenych °K a °K’, urdené diive
zminénymi bodovymi pary (pfi éemz involuce bodova ze sklope-
ného °K’ jest pienesena do K’y tak, Ze % = ¢,), promitneme pa-
prskovymi involucemi ze stfedu *s na kruznici 2, jim jdoueci, Stred
absolutni involuce na °K je 7, na K’y 4. Par délici harmonicky

%¢0le °K _ . . .,
{ ety 2 { K',® nalezfef tedy absolutni involuci o dvojnych bodech

%, %e. a stfedu jest Pak jsou v prisedicich {7,=
o, Icy 6’ ) b b o ] P y'=

— (0,
((o:,bbf” ;‘ ;;“)) oba stiedy (na %lelc,), z nichZ se promitd jedna invo-
= 0

luce ve druhou a tedy i (°&;, °1&;, %, %) do (&'s, 1&s, Co, { :lz%).
' 0

Bod m, perspektivng ptidruZeny bodu % ziskdime promitnu-
tim % ze stfedu p. Pfemistime-li obs perspektivni &tvefiny (°&;, %1&;,
%, %) & (&'iy 1&'ig) Co» My) Zp&t na K a K’ v prostoru, dostaneme:

(62&iek) = (&'*& iem).
Tato rovnice, difvéjsi (1), viak definuje elipticky rovnost
ek = cm.

Promitneme-li °% z druhého stfedu y perspektlwty, dosta-
neme na K’y bod n, té vlastnosti, Ze zase ehptlcky

ek = ‘
Usetky { %" preneseme z preklopeni do primé&ti a spojenfm
y MoCo P pe P

5) Eduard Weyr: . Projektivné geometrie zé.kladnich utvam"l prvniho
Fadu“, str. 135.
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) Kisg, /S,

{kg dostaneme obg Cliffordovy rovnobéiky | 3 k ¥, Y’. Abso-

M
lutni poléry M’, N’, vychézejfce z %k absolutné p¥idruzeného ke k
na K, prochézeji body m a n sdruZenymi v absolutn{ involuci &
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na K’ viéi m, . Body m,, 'n, na K', jsou vlastné praméty bodu %
ze stfedl ¢ a 9’ na K',.
Pro kontrolu rovnobéznostl (hyperboloidické polohy) rovno-

bézek Y, Y’ {_JZ’VI N jsou vedeny v obrazku: pricka {g z bodu {

v, )%
z,t,q

II. Uvazujme nyni perspektivu ¢&étyfrozmérného prostoru!
Jsou-li v S, dvé roviny.e a l¢ stejnothlé,®) maji jejich tbéinice
@, 1Q i normilrovinové GbéZnice Q’, 1@’ hyperboloidickou polohu.
Pak jsou si rovny oba dvojpoméry (aa'bb’) a (a*a*'b*bx’), které
tvoii priseéiky zminénych étyi Gbéznic s obéma v obecném pii-
padé moinymi jejich- absolutné sdruZenymi transversilami @@,

@v.”) Ub&nice @, Q' pevné roviny protinaji transversily {8:

Qw

v pérech { Z?’(ax » absolutn{ involuce na { Qv

na {11%/7[ jez protina ¥, Y'» {ZJ\',I, postupné v bodech {
4

Stejnouhlé roviny povedeme v prostoru 8, piimkou, jejiz
abéznik necht je zvoleny bod b na Qv. Tim jdou jiz ob& moZné
GbéZnice 1@, *Q rovin stejnothlych k pevné roviné o Gbéznicich
@, Q'. Absolutni poldry (Normalebenenfliichtlinien) 1¢)’, 2Q" proché-
zeji bodem &', absolutné sdruzenym k b na Q.

Na druhé pfiéce Qv hledame takovy par absolutné sdruzenych
bodl b*b*’ (je mozny jesté druhy par b* xbx x’), aby (aa’bd’) =
= (@Xax'bxbx").

Pak spojnice

' {bbx =19 b'bx’ = 1@’
bhx x = SQ b'bxx' = 2Q'

jsou jiz abéinicemi stejnoﬁhlych rovin { :8 a maji hyperboloidickou

polohu s @, Q'.

a) V dfle Vriesové jsou pary b*b*’' — b* xb* %’ hledany zpu-
sobem, ktery, jak ukdZeme v odstavci f), je vlastné sestrojovanim
C]iffordovych rovnobé&znikt v eliptické geometrii (¢ili je eliptickym
pienosem délky abz Q¢ do a*b* neb v druhou stranu a*b* * na @¥).

Ke kazdému bodu p na @v je sestrojen jednak jemu pfidru-
Zeny p’ v a,bsolutni involuci a za druhé bod p* piidruzeny tak, aby

(@*a*'pp*) = (aa’bb’).
Body p... a p* ... tvoi na Qv dv& projektivni ¥ady bodové
8 dvojnymi body a*,a*’. Jsou tedy prostfednictvim bodd p .

®) H. de Vries: ,,Die Lehre von deér Zentralprojektion im vierdimen-
sionalen Raume‘‘, str. 66.

7) Kadetdvek-Klima-Kounovsky: ,,Deskriptivni geometrie*, II. dil,
str. 946. 2
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projektivni i Fady:.

y S / LN

Volime-li na @ takovy bod p = b%, aby jemu odpovidajici p’
v absolutni involuci i p* v ¥ad& o dvojnych bodech a*, a*’ sply-
valy v jediném b*’, pak tento je dvojnym bodem fad p’...
co s IPE L.
Dvojina b*bx’ je parem absolutni involuce na @* a vyhovuje
zarovenl podmince
(@*a*'bxbx') = (aa'bb’). (2)

Existuje jesté druhy par bx*bxx’ podobnych vlastnosti
jako bxb*’.

B) Abychom uké4zali, %e jsme ke konstrukei projektivnich
dtveiin (2) mohli pouziti eliptického pfenosu délek, uvedeme je do
perspektivni polohy tak, Ze udinime a = a* samodruznym bodem
obou nyni perspektivnich ¥ad. Stfedy perspektivity 4, 4’ jsou pak
na spojnici odpovidajicich boda a’, a*’. Par bb" absolutni involuce
na Qv se ma promitnouti zase do paru b*b*’ absolutni involuce
na @, vyhovujictho zéroveti podmince (2). Je proto nutno stfedy
perspektivity 4, ' na a’'a*’ voliti v jednom neb druhém sttedu,
z nichz se promit4 absolutni involuce na @¢ (dvojné body i, ;) do
absolutni involuce na Q¥ (x;, »;). Jsou pak perspektivni (7, 7's,
a,a’, b, b’) a (i, %', a%,a*’, b*, b*'). Po rozmisténi tedy

(r,-t’ia‘b) = (mx,,’axbx ),

¢im% definovéana elipticky rovnost délek ab a a*b*. Promitame-li
z druhého stfedu A’, dostaneme ab = b* XaX.

Ptenesli jsme tedy vlastng elipticky délku ab z Q? do a*b*
nebo b**a* na Qv pravé tak, jako jsme pii sestrojovani Cliffor-
dovych rovnobézek k Y, ¥’ bodem k (v oddile I.) pfenageli délku ke
z K do ¢m neb v druhou stranu nc na K'. Dostdvame tudiz:

,Ub&zny trojrozmérny prostor euklidovského &tyi¥-
rozmérného prostoru 8, je elipticky prostor K, UvaZu-
jeme-li v tomto prostoru E; ob& Cliffordovy rovnobéiky
M,N vedené bodem k k dané pfimce Y, pak tyto jsou
abéZnicemi dvou moznych stejnoahlych rovin étyfroz-
m&rného prostoru 8, proloZenych pfimkou (o abézniku k)
kroving, jejiz Gb&%Znice je pfimka Y.«
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