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Sur la stabilisation des oscillations par couplage.
Rostislay Kosfil, Praha.
(Regu le 20 novembre 1934.)
On cherche a établir des relations entre les coefficients de ’équation
_de mouvement pour 1’élément libre et entre les autres coefficients qui
" entrent dans I'équation de mouvement par suite du couplage pour que les

oscillations soient stables, c’est-a-dire que le couplage produise des oscilla-
tions stables.

Considérons un systéme de =» éléments libres; les oscillations
du systéme (stables ou non) soient données par les équations
ar + bigr + i = 0, 1 < k< n.
Couplons les éléments du systéme. Puis le mouvement de 1’é1é-
ment de I'indice k£ sera donnée par les équations
ar + bepr + aapr + Z' (@@r + biepr + ciopr) +
r

. - (1)
+ Z'(oaepr + Prowr + viepr) = 0, 1S kS,

ou X' signifie la somme pour tous les r, & I'exception de r = k.
Les trois premiers termes représentent le mouvement de I’élément
libre. On ‘déduit I’équation ci-dessus en portant des expressions
suivantes?)

n -
T=14 Zaﬂvkz'-i- %%‘2' A Prpr + 1}52’ X @i + %'Z" MirPrPrs
k=1 T 4 E ¥

n
V=1 Y ant + 422 compr + 3EZ yopid, (2)
st r b or
e nﬂ -2 ’ i 1’ ’ ')
=} Y s + 422 dupigr + 122 fupi®,
i=1 ki Er

1) Rost. Koéﬁé.l,- Les vibrations des systémes couplés. Publications de
la faculté des sciences de I'université Masaryk No. 140. 1931.
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oll Arr = Gpk, Cir = Crky Ay = Gpiy €ty = — €r, by = Mgy — My -
—+ diy = eg, + dir, par I’équation de Lagrange

i(i{;)_ﬂ 4+ o n—r—7

d¢ atpk a(pk alPk

Dans 'expression pour 7' il faut pour 1 < k < n a; = 0.

Si I’élément de 'indice & effectue 1’oscillation composée définie
par les équations (1), chacun parmi ces éléments libres ne doit
pas forcément effectuer le mouvement harmonique, c’est-a-dire
ses oscillations ne doivent pas étre stables. Nous allons chercher
les conditions entre les coefficients az, bz, cz et les autres -coeffi-
cients de 1’équation (1) qui y entrent par suite du couplage pour
que l’équation (1) donne des oscillations stables, autrement dit,
pour que le couplage produise des oscillations stables.

En éliminant, du systéme de » équations (1), les variables
@1 Do + + o> Pk—1, Pk+1, - - -» Pn, ON Obtient 1’équation différentielle
qui contient la variable g, et ses dérivées. Il s’agit alors de trouver
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1’élément &
effectue des oscillations stables.

Désignons par

e = @ + 2oy, bix = b + ZBrrs ik = & + Z'Vir
T r T

et I’équation (1) devient
n

Y @ + bigr + cupr) = 0, 1<k <, (3

r=1
ou la sommation est étendue sur tous les 1 < r < n. Désignons
les intégrales particuliéres de ce systéme des équations

pr=eM, g, =M, .. g =M, . gy = €M,
done .
¢r=1¢r, (Pr:}hz(Pn lérén

et en substituant ces quantités dans (3)

Z(akrﬂ.z + bird + ) pr =0, 1 ék é n.

r=1
C’est un systéme de n équations homogénes a n variables. La
solution est possible quand
ay A 4+ by + ¢y, @pA® + bk + g, ooy G10dR - biad + C1a
_ A A2 + bz}). + Cy, Agpd? + b,,?}. + Cooy - - ., AonA? +.b2,,}. -+ cap o

1anA% 4 bn‘lﬂ- + Cn1, Gn2A® + b;l2}' + cné: ApnA® +'brm}~ + Cnn
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d’otr ,
oA 4 o AP A2 2 b agy A oaey =0, (4)

ou '
Qps Oygs « v .y Qig | (@11, Qygy - - oy Ayp—1, b1n
g = | Qat> Taps - - o R Z 1@ Qo - - .; Aoy, oy
. . i 7 : [
Iaul; @n2s « « «y Qpp | n—1)1U0n1, A2, . . ., Ay y—1, bn'
; all’. Ay -« - oy al,n—l; Cin
g = Z Oz, Ao, - - .5 Ggn—1, Con EB
nl &
n=1)I\I@n1; An2, . . ., App—1, Cyn
(%)) a’12, CECIEEY al,n—2: ,bl,ﬂ—b bl'n
+ Z Qgy; Aopy -« oy ag ,—2, b2,ﬂ—17 b2n R
__nl :
(m—2)121 U@n1, Apg, . .., App—g, bn,n—la bnn
_ Cis C1s -+ o5 Clu—1, Qin
C C e o ey Cog— a
veBgp—g = 2 2:1; 225 y L2m—1, W2n + (5)
nl *
@—1)I\UCr1, Cn2, - -+, Cun—1, Qpp
) C1i> Ci2y - - «5 Cln—2, bl,‘n—l, blnll
+ E Co1s Cos - - o) C2,n—2, b2,n—1> b2n|
: 2
nl * l
(n—2)121 \ICn1, Cn2y « « -, Cpp -2, bn,n—l: bun
c117 612’ CRUICE) cl,n-——-la bln
Kopr—y = Z c2:11 Cogy «+ oy C2,n—1, b21& :
nl
m—1)I1UCn1, Cn2, « .« «, Cpp—1, b
C11y C12, - -+ Cin
C C o o iy O
Kop = 2:1, 225 s O2n
Cnl, Cn2; « - «, Cpp

Z'{} est la somme des déterminants (dont le nombre est indi-
queé & X) que 'on obtient en permutant les lettres a, b, ¢ cités dans
le déterminant. Désignons les racines de cette équation par 4,,
Ay . . ., An. Le nombre de racines deux & deux différentes soit »;
désignors ces racines par 1, 4, . . ., 4,. Pour chaque » + 1 < p <
< 2n il existe un 1 < o < » de telle propriété que 4, — 4,. Dé-
signons la multiplicité de la racine 4,, 1 < u < » par p,; on a alors.

: Z’p,, = 2n.
. s



La solution du systéme des équations différentielles (3) est donnée
par les expressions

v

_(pk = Z (Ok,”,oe’lut —+ Ck’,,’ltelﬂt + pee —+ Ck,”’pl‘_ltpu_lelut),

p=1
B2 » 27”—1
P — Ck,,‘,otaelllt, . (6)
pour k =1, 2, ..., n; ol en général Cy,, = 0 pour tous les k, p, 0.

I. Quand 1, est réel, trois cas peuvent arriver:
1. 4,> 0, puis pour ¢ > 0 et ¢t — oo est Cp,qtoeht — oo,
2. a) A, = 0, puis pour o > 0 et t > o0 est Cy, qt°e*ut — 0,
b) A, = 0, puis pour ¢ = 0 et ¢ — oo est O, st°e’st = const.,
3. 4, <0, puis pour ¢ >0 et t— o est Cp,qtoetut— 0.

_ II. Quand la partie imaginaire de 2, est différente de zéro,
en écrivant A, — o, + iw,; trois. cas peuvent se présenter de
nouveau:

1. 9, >0, puis pour 0> 0 et t— oo est Ci,qtetut — 0,
2. a) g, = 0, puis pour ¢ > 0 et ¢ > o0 est Cy, it t — oo,
b) o, = 0, puis pour ¢ = 0 et - oo les oscillations arri-
vent,
3. 0. < 0, puis pour ¢ > 0 et { — oo les oscillations arrivent.

Pour que les oscillations stables s’établissent, il faut que
I’élongation primitive infiniment petite reste toujours infiniment
petite, c’est-a-dire que les racines 1 ne doivent pas étre égales aux
valeurs mentionnées sous 1 et sous 2a, dans le cas I de méme que
dans le cas II. La condition pour les oscillations stables est que les
racines & la partie réelle nulle soient simples, les racines & la partie
réelle négative peuvent étre aussi multiples. Pour que les oscilla-
tions prennent naissance, il est nécessaire qu’au moins une racine
ait la partie imaginaire différente de zéro. ~

Il s’agit maintenant de trouver les conditions, auxquelles
doivent satisfaire les coefficients de 1’équation (4) pour que ses
racines satisfassent aux conditions citées ci-dessus. Nous n’avons
rien supposé & 1’égard des coefficients de 1'équation (1), sauf qu’ils
soient réels et a; > 0 pour 1 < k < n. On ne peut donc rien dire
des coefficients de ’équation (4). Supposons que le premier coeffi-
cient & + 0 — en partant des puissances élevées — ait l'indice
2n — m; divisons 1’6quation par ce coefficient et écrivons I’équa-
tion résultante sous la forme de C

HA) = am - Bm—t 4 B2 4 ..+ =0,  (T)
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B = 22tk ) <k < m.
X2n—m

I1 en résulte que I’équation (7) peut avoir la racine égale & zéro
-qui n’est que simple. Quand I’équation (7) a la racine égale a zéro,
écrivons F(1) = f(1)/A, dans le cas contraire posons F(A) = f(A);
le degré de F(A) soit m’. Puis F(4) doit avoir des racines purement
imaginaires exclusivement simples et des racines qui restent
4 partie réelle négative. Les conditions auxquelles doivent satis-
faire les coefficients de 1’équation donnée pour que ses racines posse-
dent les propriétés indiquées sont expliquées dans ma note ,,Contri-
bution a la théorie des équations du »-iéme degré.?)*

La condition nécessaire et suffisante, pour que les racines
purement imaginaires d’'une équation donnée a coefficients réels

fl@) =a" + a1 + aga®2 + ...+ a, =0, (8)

{a» &= O et @, = 0 pour sy n) soient s1mples et que les racines qui
restent aient la partie réelle négative, est
1. ay,—s, > 0 et ou tous les a, o, 1 posmfs ou tous égaux

a zéro pour 0 < v < [———2—1]

2. désignons par o la signature de la forme quadratique °
T T
E Se+n—2YeYn, (9)
E=19=1
ol les s sont les sommes des puissances des racines du plus grand
commun diviseur

d(y) Edoy’+d1y'*’ +...+d. =0,
des deux polynémes g(y) = g(«?), h(y) = h(?), I'un formé des ter-
mes aux puissances z paires, I’autre formé des termes aux puissances
2 impaires de I’équation (8) f(z) = g(z) + xh(a?). 11 doit étre

4, >0 pour 1 < » < n— 29,

Y

ou
a, Ay, Gp, . . -3 QAgy—1 3)
: 17 Ay, Agy . .., A2p—2 .
4, =| 0, a, a,, ..., @—3 | -

e iy vl E a,
i s

2) C‘asopls pro péstovani matem. a fysiky, 656 (1936), pp. 28—32.
3) Bi la signature ¢ de la forme quadratique (9) satisfait & la con-
dition 0 £ ¢ < §n, les n — 29 déterminants 4, pour 1 < v < n— 2¢ sont po-

sitifs. Alorsil faut qu’au moins un coefﬁcient impair a, ,, ; soit positif
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Les conditions de ce théoréme étant satisfaites, on a 4,= 0 pour
n—2 + 1 v . -

11 faut y ajouter encore la condition qu’au moins une des
racines soit complexe avec la partie imaginaire différente de zéro,
autrement le mouvement oscillant n’aurait pas lieu. Cette con-
dition arrive sous no 2. Alors nous allons résumer:

Pour que le systéme des équations différentielles (3) donne
les oscillations stables, il faut et il suffit que 1’équation caractéristi-
que (7) remplisse les conditions suivantes:

1. S'il y a racine nulle, elle doit étre simple. Dans ce cas.
introduisons la fonction F(A) = f(1)/A, autrement F(1) = f(4);
désignons par m’ le degré de F(2).

2. La signature de la forme quadratique

m' m'
zs'ew—zlsﬂm
E=1n=1
oll s’ sont les sommes des puissances des racines de l’équation
caractéristique F(A) = 0, doit étre moindre que son rang au
moins de 2.

3. fm—2, > 0 et ou tous les B2 positifs ou tous égaux
a zéro pour 0 < » < [m 2t—1]

4. Désignons par o la signature de la forme quadratique:

2 Z Se+n—2YelYn,
é=1n=1

ol1 les s sont les sommes des puissances du plus grand commun.
diviseur i

dly) =doy* + dyy—1 4+ ...+ ds —0

de deux polynémes, g(y) = g(A2), h(y) = h(4?), I'un formé des ter-
mes aux puissances x paires, ’autre formé des termes aux puis-
sances x impaires de I’équation F(1) = 0; F(1) = g(A?) 4 Ah(A?).
11 doit étre

4, > 0 pour 1 < v < m' — 29,

et, par conséquence, que tous les coefficients soient positifs—c’est le-
théoréme 2 de ma note citée ci-dessus.

8i la signature ¢ = n, c’est-a dire n est paire,-le degré du plus grand.
commun diviseur peut &tre égal & in, & condition que h(z) = 0 identique-
ment, c’est-a-dire que a,,_; = 0 pour 1 <9< 4n. Puisque la signature
est égale au degré g(y), la forme quadratique (9) doit étre définie positive,.
ce (gui est équivalent & la condition 2 du théoréme 1 de ma note citée:
ci-dessus. ’
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