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Prispevok k predchadzajucemu élanku
prof. L. Simka o analyze kriviek napiitia a pridu.
Ing. L. Kneppo, asistent.

(Doslo 3. ¥ijna 1933.)

Na popud p. prof. Ing. L. Simka previedol som matematicky

rozbor metody uvedenej v predchadzajacom é&lanku, ktory dosial
stiborne nebol v znamej technickej literatire podany.
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"‘Obr. 1.
a) Rozdelme mnohovinny priebeh v éase jednej periody T
pot¢inajic Iibovolnym bodom postupne na m dielov, kde
m=20,24,6,8,...

prebieha prirodzenym radom parnych (sudych) ¢isel. Vypoéitajme
si stredni hodnotu saétu neparnych (lichych) dielov (na obr. 1
st uvazované diely diarkované pre m = 8) vychadzajuc z analy-
tického vyrazu mnohovlnného priebehu daného Fourierovym radom

n
y= Z (ax sin kwt + by cos kwt),
k=0

kde k£ = 0,1, 2, 3, 4, ..., n prebieha prirodzenym radom ¢iselnym.
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Omedzeny integral radu pre hranice ¢ = ¢, resp. £, bude

123 tzn
fy . de :fZ(aksin kwt 4+ by cos kot) . dt =
k=0

= Z/‘_L — cos kot + Sk—k

Pre m = 0, t. j. pri nedelenej Vlne strednt hodnotu dostaneme pria-
mo dosadzenim ¢ = t, resp. 5, t. j. 0 resp. T a delenim s 7'

sin kowt.

Yso = by.
Pre m = 2,4, 6. ... strednt hodnotu prvého dielu dostaneme
dosadzenim ¢ =t resp. t,, t. j. 0 resp. T/m, o = 2x/T a delenim s 7'
T T

2nk
in 278 ¢ —

m
1 T 1 - akl’ bLT
":ﬁ”ﬂ;ﬁ@_ﬁlg—jﬂc — cos ‘+TZ
= 0

= + E2nk (1 —cos—-zn) Z——-sm— 2.

Stredna hodnota tretieho dielu pre ¢ = 27'/m resp. 3T /m

+ 2 (082—2n—cos3%2n)+

—1—2 (s1n3—2n——s1n2%2n)

a podobne pre ostatne neparné diely.
Potom stredns hodnota vSetkych neparnych dielov sa da
vyjadrit

by Z k k .
y,_(-— ) 2 (l—cosE2n—l—cos2E2n—...)+

_"
m
n—b—m £2 ——'n2£2 +sin3—k—2 — —
Zk(n n—sin 2 27 mn...)—

n m-—=1
by

k
:—- _ +2 Sl
3 E nk; 1)? cospm2n—|—

k=1

bx .k
+ Z%z_k Z (— 1)P+1 . sin P 27.

k=1 p=1
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Clenov by/m je §m, preto sacet jejich dava 1b,.

Clenov cos je 2. $m = m, preto (poéitajic s nultym ¢&lenom)
bud@ hranice sadtu p = 0 resp. (m — 1).

Clenov sin je 2. 4m — 1 =m — 1, preto (poditajic s prvym

¢lenom) budi hranice druhého stétu p = 1 resp. (m — 1).
m—1

k
U radu 2 (—1)?+2  cos p,; 2 moZeme vyladit oscildciu zna-
p=0
mienok jednotlivych ¢&lenov substituciou
(— 1)’+2.cosp£ 27 = cos P £2n + =
. m "

a potom stdet tohoto trigonometrického radu bude (srovnaj na pr.
podla tech. prievodcu I. str. 146)

m; ked (% 27 + n).E 0 mod 2xn

R ST
#o=t sin (;n. 2 + n)

ked (% 2n + n) == 0 mod 2n.
U druhej hodnoty &len sin v Citateli
sin%m(‘n% 2 +n) — sin (k 4+ m) @ = 0,
lebo podla predpokladov m méze byt len pémhym ¢islom a preto

(k + 3m) je vidy celym &islom. To znamené, ze druhy vysledok
je vidy O. &

Podmienku (7% 2n + n) = 0 mod 2z mézeme si formulovat

— 2
= T+ 7

27

+ 1 =¢dislo celé =1,2,8,4,...

vztoho ,4},%,-},.:.

Sl 3
(-

m—1 >
k . :
U raduz (—1)P*+1 . sinp o 27 zase vylagime oscildciu znamie-
. p=1 i
nok substituciou
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k k
— 1)+l g — 2t = sl —_—
( ) sin p - 2n = sin p (n po” 27:),
potom stéet tohoto trigonometrického radu bude
0; ked (n-—— %27:) = 0 mod 2n

. i sin%(m—l)(n—;nli%z).sm%m(n—£2n)

o=l sin 1 (n — % 27t)

ked (n X 2az) == 0 mod 2.
m
U druhej hodnoty ¢len sin v &itateli bude zase
sin m (n—%?ﬂ) =sin (Im —k)n =0,

tedy oba vysledky sa 0. .

Ked:shrnieme uvedené Vysledky, dostaneme obecne pre stredna
hodnotu sGétu im neparnych dielov potrojny vysledok:

bo; pre m =0

Yoym = L 1b, + 2% m; ked pomer k/m jezradul, $,%,... }(2)
k=1 : : :

AN
N

0; pre ostatné pomery k/m.

Postupnym delenim jednej viny mnohovinného priebehu na
m =0, 2,4, ... dielov prichadzame dosadzovéanim do rovnice (2)
za k a m k vyrazom: .

Yso = be . .
yﬂ:‘%bo_*_;(al"i_%a.'i + 3a; +...)

y82=‘}bo+%(“2+'§aa +%a1;,+...) }(3)

" 1
ysa;%bo'i‘;(%"l"%ao + da5 +...)

1
Yau = $bo + oo (@ + 30,5 + $a + . .4)

Casopls pro pdstovani matematiky a fysiky. Ro¢nik 63. 10
.
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oo = $b0 + = (25 + Fus + b+ - )
oo = 400 + — (0 + §10 + $0a0 + .. )
Yor = ¥ho + = (@ + o + dom ) (3)

1
' y88=%bu+;(as+%‘az4+‘15a4o+-~-)

1
Ysp = 5bo +; (ag + 3097 + $a45 + .. .)
atd.

",‘L !
N\ | -a"

Y
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Obr. 2.
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b) Posunme osu Y proti smeru asu o y (obr. 2) od zvoleného
podiatku, vymedzme si zase priebeh-odpovedajici jednej periody
a rozdelme tento opat postupne na m dielov. Strednd hodnota
saétu neparnych dielov vypodita sa analogicky jako v odstavci a).

Rovnica Fourierovho radu pre novy poéiatok bude

n 4 n
y = 2 [ex sin kw (8 — ) + bz cos kw (t — y)] =Z [(axcosy’ +
L k=0 4 . k=0
- 4 by sin ') sin kwt + (— ag sin v’ + by cos ') cos kwt],
ked rozvinieme goniometriéké funkecie stuéty thlov a dosadime za
B . wl e kww. '
Omedzeny integral pre hranice ¢ = #, resp. i,
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f}/’.dt———fz (ax cos p’ +bksmtp)smkwt+( aksmy) +
k=0 i i -

+ br cos ') cos kwt] . dt = ,
& (4)
—cos kwt 4

b
ty—t,) +Zakeos1p ~+ by sin ¢’

k=1

4

sin kowt.

ty

n : ’ ’

— az sin p’ -+ b cos p
+2 ko

Ked dosadime za

apcos ' + bpsiny’ Oy
_ kw " ko’
— agsin g’ + bgcos ' Dy
kw T ko’
dostaneme stejny vyraz, jako je rovnica (1), kde ag, by treba nahradit
C;,, D]; Ponevaé pri dalsej tprave tieto ¢leny nedoznivaja zmien,

mozeme pre tento pripad hned pisat vysledok pre strednu hodnotu
saétu 4m neparnych dielov

‘by; pre m = 0

1by+ 2—2% m; ked ponier k/mjezradu},4,%,...1(5)
i=1

L
ygm—-\

0; pre iné pomery k/m.
Vysledok plati pre I'ubovolné y. V pripade, Ze volime y vidy
také aby bolo vyhoveno vztahu
1/)—-2£ tedy o’ —-kww-—k n,
bude .

k .k
Cx = ax cos — 7 + b smﬁn = (— 1)¥im—1 b,

ponevadé k/m musi tieZ vyhovovat podmienke

kfm =444, ..

Tedy konetny vysledok bude mat obecny tvar
. 14*

.
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bo; pre m = 0 )

N DEm—t by
oo+ Y™ (6)

k=1
ked k/m je z radu %, 3,3, ...

0; pre iné pomery k/m.

y'l}m =

J

Postupnym delenim jednej viny mnohovlnného priebehu na
m=2,4,6,... dielov pri sidobom posunovani poéiatku proti
smeru dasu o 1'/2m = {T', T, &7, ... dostavame dosadzovanim
za k a m do rovnice (6):

Y'so = by (pre Iubovolny posuv)

Vo =P+ — by —3by 3 —..)

Yo = 3bo + % (b — $bs + 3byo— . .)

Yoo = 100 + — (bs — by + Bbis — .. )

Y'u = 3bo + nl'(b(; —3be + %bzo —.)

Yo = $bo + = (b — by + $bus — .. ) ™

r 1
3/86=‘y’o+;(bs—%b1s+%bao—---)

L 1
ya7=%bo+;(b7“}§bzl+%baa—---) )

’ 1 :
yw:%‘bo‘i';(bs—‘%‘bm + 3by —-. )
?/n=%bo+;;(bo_%bzﬁ + 3bys — .. )

atd.

Pri jednotnom posunuti podiatku o y = 17" proti smeru dasu
bude élen :

Cr = ar cos p' + by sin ¢’ = az cos tak + by sin fnlc

a stredné hodnoty pri réznom delenf m = 2, 4, 6, . . . budu dané
rovnicou - h
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