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Rady vhodné k pouziti p¥i p¥iblizné integraci.
' Pplk. Jan Gebauer.
(Doslo 15. prosince 1933.)

I. Uvod. V riznych podetnich metodich vn&jsi balistiky
uziva se k integraci systému diferencidlnich rovnic fady Taylorovy
nebo Eulerovy-Mac Laurinovy. . ' '

V této své praci hledam jiné fady vhodné k pouziti pti p¥iblizné
integraci podobné jako se v balistice uzivd fady Eulerovy-Mac
Laurinovy v metodé G. H. M.

Sumaéni vzorec Euleriv-Mac Lauriniv je v matematice viude
zatazovan do integralnfho poétu a vSecky zpisoby jeho odvozeni
uzivaji integralniho pod&tu.

Rizné rady, jez zde odvodim, vyvodim v3ak jen ryze alge-
braickym postupem (bez uziti integraci) z fady Mac Laurinovy
uzité na danou funkei a na vSechny jeji derivace. Tento algebraicky
postup skytd zajimavy priuhled do vzniku vniténi stavby vSech
téchto fad (Eulerovy-Mac Laurinovy i fad novych).

Panu prof. dr. Petrovi vdééim za laskavé upozornéni, e systém
fad 25, ktery jsem zde odvodil, je totozny s formuli, kterou on
bez dikazu, v jiné form& a s jinym zbytkem uvefejnil,!) o demz
jsem nevédél.

Postupnym derivovanim Mac Laurinovy rady

n=cw

y=g+ YL (1)
n!
v n=1
dostaneme fady
= n=0o (n)xn——l
B = 4 ® Yo T =1,2... . 2
y» =y, +,.;H(”“"’ pro 1 =1,2, (2)

Omezim.eée jen na takovy interval argumentu z, v ném# y, y®
jsou spojité a rady (1), (2) stejnomérné konverguji.

II. Algebraické odvozeni fady Eulerovy-Mac Lauri-
novy z ¥fad (1) a (2). Z rovnice (2) plyne

yo(H-l)xH-l . at oD e 1 b foall Ayo(”)x"r .

CFDr g+ W) —gx 1)!“=ZH2(n———l)!’ (3)

1) Petr, O jedné formuli pro vypodet uréitych integralt. Casopis ¢4,
1915; 454.
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a pro I = 1 dostaneme

n=wm

y”oxz . 1 yo(n)xn
A 2 &n—1)!
coz dosadime do (1). Vy]de
z 1~ (QOF
y=w+ -(y+yo—2—2n—2)-”° S

Odtud a z rovnice (3) (pro l1=2) vyluéme Yo'®; dostaneme

Y=ot o+ Y — Y +

n=o - (5)
_ [}
iz Y (=3 (n— 95
n=>5
. Z rovnic (3) (pro I = 4), (5) vyluéme y,®, vyjde
z , 22
Y=Y+ 5 +9)—350H — )+%(y“’—yo<")+ .
y (6)
0
— 35 2 (n— 3) (n— 5) (n — 6) (n + 8) ==
Odtud a z rovnice (3) (pro I = 6) vyluéme y,,(’), dostanerie
2
1=%h*5 (y + ) — W =¥+ 720 (?/(4)—%(4)) +
AP ©) 7
—m(y — %) + . (7

1 "== ) _ C ygmign
=3 — —_ s, 2 :
30240 "Za (n—3)(n—5) (n—7) (n—8) (n* + 8n + 36) =1
Z rovnic (3) (pro I = 8), (7) vyluéme y0(9), vyjde ndm

x x?

— — £ 4R P e (4) - ¢ (4)
y=%+ 5@ +¢)—330 — ?/o)+720(.7/ Yo) F
e (8) (¥® — y,®) +

30240 ¥ — %) T 1309 1209600 y Yo
1 ‘n=o ) (8)
1209600 Z (n—3) (n—5)(n—7).
=Ars "=1i ;o

- e yo(v”)xﬂ
. (n — 9) (n — 10) (n®+ 6n® 4 40n 4 128) i

11*
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Tak jsme.tu postupnym vyluovinim y,®, y®, y,®, y, y,® od-
vodili fady (5), (6), (7), (8), jejichz prvni &leny ]sou prvnimi éleny
zndmé fady Eulerovy-Mac Laurinovy

k=

V= ot S + Y0+ Y (g — y®) + Rapra, (9)

jeifz zbytek Rspis je v rovnicich (5), (6), (7), (8) nové vyjadien
ve tvaru
. n=oo (M) zn
Rypys = —ag Z Pop(n) %—n!—’ (10)
n=2p+3
kde Pgy(n) je polynom jenz je v n stupné 2p-tého.

O tadé Eulerové-Mac Laurinové je dokazano jinymi dikazy,?)
Ze mé tvar rovnice (9), proto mizZeme hodnoty jejich dalsich koefi-
cienti agx pro k=5, 6,... vySetfiti sndze aplikaci fady 9 na
nékteré jednoduché funkce.

Pro celistvou funkci y = 2?7 dostaneme tak rekursni vzorec

' p—1 Ay ay A2(p—2)
e e A 2[(2p)' TEe—on  Ee—on Y (Tﬁ]
' (11)

platny pro p =2, 3,...
" Pro y = a2+l dostaneme jiny rekursni vzorec
2p—1 . . ay _ a,
[2 (2p + 1)! + (2p— 1)! + (2p — 3)!
platny pro p=1,2,3,...

azp =

Aop—
+...+%],(12)

Pro y = sin 22 nebo y = cos 2z vyjde nam
R

=zcotgx =1— 2 (—1) 22kgy, 22k
k=1 (13)
k=om

- Aviak z cotg x = l—-—; borx2* = 1—[ + -|— mmf] (13")

..cos2x—[—1 g sin 2x
'sm2x 1 —cos 2x

Z porovnani fad (13), (13") plyne
ans = (— 122, (14)

kterym¥ vzorcem (14) vypotteme koeficienty as; nejsnaze z koefi-
cientl bge gndmé rady (13’'). Pro y = €** dostaneme -

1) Viz na pk. Petr, Polet integralni, str. 134.
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. k=o
x Cotg x = 1 —'Z (— 1)* boga2® (15)
E=1
a opét pfijdeme k rovnici (14).
III. Odvozeni nové Fady

k=p
Yy="Y+ E Aok 2 (yEF=D 4y BE=D) + Roppyprop = 1, 2, . ..
k=1 (16)

Vyjdeme z vySe odvozené rovnice (4), jez jiZ mé tvar rovnice (16)
pro p = 1. ’ 7
Z rovnic (3) (pro ! = 3), (4) vyluéme y,®. Vyjde ndm
X 0 , x3 l
y=%h+ 5@ + 9 —57P + %) +

n=c0

LI~ . 1%
+ 24”250» 2)[n(n— 1) — 122~ (17)
Odtud a z rovnice (3) (pro ! = 5) vyluéme y,(®. Dostaneme

y=1y _|_i(y’+y'-)_£(y(3)+y(3))+£(y(5)+y(5))+
LRI POET Tgg e 0 240 il
n=aow

— s Y =2 (—1) (n—3) (n— 4+ (18)
n="7

(B) 1
—10{n(n— 1)—12}] -"“n’

!_.

!

Z rovnic (3) (pro I =17), (18) vyluéme y,®, vyjde

x , , ; z?
Yy=%+ 5@ + ¥ —5; 4+ %) +
2 5) ®) 1727 @ M) 4 R b
+-270(?/ + Y% )—m(y + %) + R,, -

kde tvar zbytku R, vyjde obdobnd jako tvary zbytkovych fad
R;, R, v rovnicich (17), (18). Rovnice (4), (17), (18), (19) maji tvar
rovnice (16). Podobn& jako u Fady (9), téZ u fady (16) odvodime.
hodnoty dalich koeficientd a@g:—; snize aplikaci fady (16) na
nékteré jednoduché funkce. , 4

Uzijeme-li- fady (16) na celistvou funkeci y = 2%, dostaneme
vzorec '

_ 1 [ _a % dzp—3],
o1 = i —[mp e+ st w9

Utijeme-li fady (16) na celistvou funkci y = 2?#—1, vyjde nédm
TOvnice - ;o ey . ¥
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a 1 N 21)
i 2p—1)‘ Z [2( p—k)]'] (

Rekursni vzorce (20), (21) plati pro hbovolne p=12, ... 1in inf.
Pro y = sin 22 dostaneme

o k=
sin 2x
L — — 1)kl 92k—1g,  a2k—1 9s
cosos 1 = 87 ;1( ) gt (22)
coz porovnejme s Fadou
k= 3 5
x 2x
. 2k—1 — i - 2 : ’
tgx kZlbgk_lx :wz—i— 3 + 5 + ...in inf. (22')
Dostaneme
bor—1
Agk—1 = (— 1)k+1 227&—1’ _ (23)‘

kterym# vzorcem vypoSteme koeficienty as;_; nejsnize z koefi-
cientl bgr_1 zndmé fady (22). Pro y = €%* vyjde ndm

2T
v x3 28

- — 1)k+1 O (R N i
Tgx_Z( 1)k+1 boy ;22 x 3+15 ... in inf.
=1 (24)
a zase dospéjeme k rovnici (23). :
IV. Odvozeni nekoneéného poétu (k= 1,2,...ininf.)

fad tvaru

Y=1%Y% +2ak‘( ) (y® 4 [— 1]+ y(z)) 4
(25)

1V %Y (n—k— 1)] yyman
—_— (PERS| akk .
(2) m—2k —1)] nl
n=2k+1

Z tady (25) dostaneme Fady (4), (5) pro k£ = 1, 2. Pfes to odvodim
fadu.(5) znovu. zpisobem, ]ehoz v, daldim .uZiji k -odvezeni dalsich
fad (25) pro k= 2,3, 4, .

U#ijme oznadent

n—2 y M yman—2 2 n—2
— — e, L o 2
e 2 al (n—2)! 2n(m—1) (20)

Ponévadi

e s el g e e Y

92,3 = 2,4 = 1.3( )’
.0 . _ yo(")x _ 1 /= y(")x"“z_
S ,.23( A = 1.3( ) o (n—2)f

coz dosadme do rovnice (4). Ponévads Fada (2) pro ! = 2 dava
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n)xn-—z ) n= °"y‘)(n)mn—z
n—2 ¥ =Y 2 (n—2)¥

dostaneme'ihned fadu (5), kterou piSme ve tvaru

. 1 2 , ” :
y=yo+—;—(y'+ y’o)—m(%) ¥ — 9" +

YoM ,

+éﬁzﬁ(n—3)(n—4)ﬁ1—+ (5
1y L
Tt 3) (=70

Uiijmé oznadeni

_(m=3)(n—4)yMa" [ n— 4y _
Jaa = 2.3 nl 2 (n—2)| " )
x? n—3 (27)
2.3 n(n—1)
. 1 x\?
PonévadZz g3 = gs6 = — 3 5(—2—) , plati
1 n==6 yo(")x”
2. 3n_5("’ — e =T =

- 3o )

co# dosadme do rovnice (5'). V&imneme-li si zdroven, Ze fada (4)
(uiita na funkeci y” misto y) dava

- gt . o @ :
——2—27»—4 y‘;z__—g) =y —¥'o— 5 (¥ + %) +

1°=2 ; y.#")x"*z
+ ?;(n E "
vypoéte‘me

Y=v+ 5 + 90— [1%3+3%5](%)(y”——y”o)'+

: x 1 " (m— 4)' Yo (M

o (3) (3)) — s
coZz je fada (25) pro k = 3. Porovname- 11 jiis predeélou (k= 2)
fadou (5), vidime, Ze koeficient u z? se zménil, pristoupil élen
obsahujici 23 (y® + y®) a zbytek je v z fadu 7.

(28)
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Podobng dale uZijeme oznadeni
(n — 4) (n — 5) (n — 6) y™az"

_ 28 . 3.5 n! __x2 n—4
I = = T ) (n—6) ygmz—= 2 .5am—1) (29
: 2.3 (n — 2)!
. 1 x\?
Zase jest gaz =g4a=—ﬁ(?), tedy
) )(n— ) 4

n=8 n—;
SERWEE —"

coZ dosadme do fovnice (28) a zéroven si viimnéme, Ze fada (5')
(uiita na. funkei y” misto y) dava

— g W . ".__i 3) &)
T 3;@» N6 g = — Vo5 (0 + u®) +
1 1 S ()gn—2
+13 3( )(?/(4)“"%(4))““_2(n_5)(n_6)%{2__z)|’
n=9
vyjde nam

1 1 1 z .
1 11 3 1 .
s+ 5| (5) 00 + 0 — 55 () o —wr+

n—wm : i
(n— 5)! gz

o 3 .7 Z m—o)i a9

Rada (30) m4 tvar (25) (pro k = 4). Porovname li ji s pfedesly-

i fadami (28) (k = 38), (5") (k = 2), vidime, Ze s rostoucim k se

stale méni viecky koeflclenty ar; kromé prvniho (ap, = 1).

(U fady E. M. L. (5) i u fady (16) s pristupujicimi- dVOJéleny se
neménily koeficienty dvojélent predeslych.)

A DokéZeme nyni, Ze timto postupem moZno odvodit nekoneény
podet fad, jeZ maji tvar (25), a zaroveii odvodime vztahy uréujict
koeﬁclenty a,¢ vSech téchto fad. Zde k znadi potadové &fslo Fady,
¢ znad{ exponent argumentu z a zdrovei Fad denva,ci y(‘) y,,“)
obsaZzenych v dvojdlenu, jenZ mé koeficient az;.

Pfi-odvozeni fad (25) prok = 2, 3, 4 jsme méli odvozeny i"ady,
Jjez nazveme poslednf a predposlednf, a hledali j jsmeFadu né.sledujici
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TRady predposledni jsme uZili na y" (misto y) a =z této fady pro y” .
a z posledni ¥ady pro y jsme vZdy rdzem vyloutili oba prvni éleny
«druhé sumy na pravé strand rovnice (25). To nam bylo umoZnéno
stejnosti podili ‘

Ik,2k—1 = Jk,2k (31)
pro k = 2, 3, 4 [rovnice (26), (27), (29)]. Dokazme, %e (31) plati
pro ka#dé celé k > 2. Podle rov. (26), (27), (29) pro k=2, 3,4jest .

[z 2(n—k)
Jem = — ('2_) %k —3)(n—1)n _82)
‘Oznadime-li Jin = %%:—:_]3,
. ' z\2 1 '
Jest Qen = — (—2‘) T2‘k—_—3)-q";t,—n (33)
Se zietelem na (33) podminka (31) #adda, aby bylo
Qrok—1 = Qroe = 2k — 1 =, (34)

.co# plati identicky pro kazdé celé k.

Vidfme (34), Ze hodnoty tyto tvofi fadu lichych &isel a proto
‘pro né postadi kratsi oznadeni gx jen s jednim indexem k, jimZ jsou
uréeny. Podle rovnic (31), (33), (34) pro k=234 jest

Jk,2k—1 = Gk,2k = ( 2) qE105 gk

(s kratifm oznadenim gz).
Porovname-li rovnice (25), (4), (5), (28), (30), vidime, Ze:

1
a1y =ag; =0as1 = a1 = 1= q—;
1
tng — — 1 1 a1, . —2 _ 1
2 e e 4 g —
3 e g2 ® 5 22 s
a. - = Q L S
4,2 — 7 _' 3,2 qsq‘y
1 1 22 2
B3 s 60 0 21 Mt ety
_ 1 _ am -
AT 106 g0 |

Jiz v téchto rovnicich pro k = 2, 3, 4 se jevi nékteré z hledanych
.obecnych vztaht mezi koeficienty @i, na pt. )

ary = (— 1)1 . e _,_?k—-—l.k—-l CRRRERE T 1)
RSV IO o qk s
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Pro uréité k (na pf. k = 4) zname ay; i tvar zbytku rady (25).
Hleddme a1, a tvar zbytku nésledujici (¢ 4 1) fady. k-tou fadu
(25) napisme takto:

y—yo——(y + %) +ak2( )(y — %) +
2 () o + (=1 wo) +
AT TR
(?) “r m—2%k—1)! a!
n=2k+1 4
1\* "o (n—k—1)! yman
_"(”2‘) Ghs E m—2k—1)] 7l
n=2k+3
Predeslou (k— 1)-ni fadu dostaneme, dosadime-li £ —1
misto k do (25). Vyjadiime-li ji y” — y", (misto y — y,), vyjde ndm

i=k+1

i—2
V—yo= ¥ aus(G) O+ (0 0]+
1=3

1 \k—1 n=2k+2 o I __ 9| gy (m)gn—2
_( ) Breib o (n—k )! Y™

2 (n— 2k —1)! (n — )v+ (37

n= 2k+l

1 \k—1 (n—k—2)' yo(n)xu—Z
”(?) e Z (n—2k—1)I(n—2)1

n=2k+8
. = n=2k+2
Cleny fad (36), (37), obsa,hujici Z *, maji pomér
n=2%+1
a? Ak .k n—k—1 z \2 1
—_— 2 = ——) 38
G =5 DT (2) s 49
nebot podle rovnic’ (35), (33) jest -
e n—((k+1) 1 1 )
ar—1,4— n(n—1) qr 2qx+1,n

PonévadZ pro n = 2 (k + 1) jest
Tet1,n—1 = Qe = Qi1 = 2k + 1,
rovnice-(38) zde da

_ (=Y ! g
Je+1,2(k+1) = ( ) @E—1) (% F 1) = Jk+1.

Opét stadéi kratsf oznadeni gz, pro pomér jenZ umoziiuje vyloudit
z rovnic (36), (37) sumu od n = 2k 4+ 1 pon = 2k + 2. Dostaneme
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tak pro koeficienty hledané (k + 1)-ni fady rekursni vzorce

1 Ak —1,i—2
Ap+1,2 = A2 — y Bkt1i = Qi +————
qrqr+1 9 qk+1 (39)
iy = Ae—1p—1 _ @Ok _ 1)k 1 i
i BGri1 Gi+1 0z - Qe+t
a zbytek (k + 1)-nf fady vyjde jako soudet
_ i)k“ Ar—1,k—1 "2“ (n—k—2)! y™an
(2 g, g (n— 2k — 1)l (0 — 2)!
N (n—k—1)! ymar o
( )""" Z m—2%k—1)1 al (40)

n=2k+3

1 k+1
=% (-2—) ak+1,k+1
=2(k+1)+1

kterouz rovnost jesté dokazeme.

Na levé strané rovnice (40) je soudet dvou Fad, jejichz koresp..
¢leny ozname A,, B,. Jest

A_n-—_29k+1—n(T_T*— — 2(2k + ) (n_T’ (41)
nebot’ plati (35), a jest gi+1 = 2k + 1. Z rovnice (41) plyne
4yt By, M (24 DI [n— (2% + 2)] _

n(n—1) .
__‘_ 1 \&+1 (n—k—2)! y™anr
=—(3) @i p @
nebot jiz plati tfeti rovnice (39). Z rovnosti (42) zre]mé plyne
rovnost (40). Q. e. d.

V.Odvozeni vzorct pro pfimy vypodet koeficient i as

fady (25). Pro k=2, 3,4 jest
Lt k—1 . B—1
2= 1T @

kteryz vzorec plati pro celd k > 2, nebot podle prvni rovnice (39)
jest

]

n

C (n—[k+1]— 1) ymar
m—2[k +1]—1)! n!

?F

(

— (& +1)

(42)

; . (43)

. k—1 1 (k4 1)—1
B2 = TR 1 @k—1) (2 +1) . 2(k+1)—1T' Q- & 4.
Déle dokaZeme, Ze . . _
k—2 k—2 (44)

3= F @k —1) 3
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pro celé k> 2. PonévadZ ax—1,1 = 1, druhd rov. (39) pro s = 3 da
1
Qeqk+1

tedy vzhledem na prvnf rov. (39) z rovnice (43) plyne (44).
Déle podle druhé rov. (39) jest

Ari1,3 = Ars +

k—2
Trt1d = Mt ™ Gk —3) 2k — 1) 2k + 1) (45)
nebot’ jest
k—2
Ap—1,2 = — W——I):I’ g =2k —1, qg+1 =2k + 1.
- Podobné z rovnic (39), (44) odvodime

: ar—1,3 kE—3

Api1,5 = Qs + Qigees s T3 (2k—3) (2k — 1) (2k + 1) (46)

Rovnicemi (39), (43) az (46) vypodteme tabulku koeficientii ag ;.
V této tabulce si poviimnéme zlomki, jimiZ jsou koeficienty az ;
dany pro k<< 10. Shleddme, Ze jest
k=3 E—2 _ (k—)(k—3
6(2k—3) (2k— 1) * 302k —3) (2k—1)
o (k—=3)(k—4) (k—5)
k8= " "90 (2k — 5) (2k — 3) (2k — 1)
- (k—6)(k—5)(k—4)
~ 830 (2k — 5) (2k — 3) (2k — 1)
X dukazu, %e rovnice (47) plati téZ pro & + 1 (na pf. &k + 1 = 11),
postadi dosazovati z nich do rovnic (45), (46), po pt. uZiti rovnic (39).
Uplnou indukef plyne pak platnost rovnic (47) pro kazdé celé k > 2.
- Z odvozenych vzorci (43), (44), (47) miZeme jiZ ' uhddnouti
obecny tvar koeficientd aj; Vidime, Ze obecné
pro 6 > 1 = 23 > 2 jest '
2 (k—s8)(k—s—1)...(k—28+ 1)

Ag4 =

(47)

ag,7

Wt = o (2k—1) (2k—3)...@k—2s+1) Y
pro 721 =28—1 >3 jest :
21 (k—s8)(bk—s—1)...(k—28+ 2) (49)

a1 =(ge 1) (2%k—1) (2k—3)...(2k— 25 + 3)
Vskutku pohled na tabulku koeficienti a;; presvédéuje, %e vzorce
{48), (49) (odvozené jen pro ¢ <X7) plati pro <10, k< 10.

e plati obecnd pro kazdé k > 2, k > s > 2, dokdZ%eme, ukdZeme-li,
#e vyhovuji rovnicfm (39). Ze vyhovuji prvni rov. (39), jsme do-
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'

= 11804165 '

,}{ 1| 2 3 ) 4 5 6 a |

1] 1] — — } — — — 1
—1 . . . .

2|15 3t

j -2 11 . . .

31115 | 335°® 5t
—3| 2 2| —1 _= o _

Y11\ 5 | 53 3 (3.5.7 105 1

|

51 ¢|=4| 3 1 | =23 _=1 1 _ 1 - of
9 979 |6.7.9° 63 |357.9 5 :

6 ,{—_5_ 4 4 |=834_—2|-23 _ 1 -1 _=t 4}

| 3.11-33 (6.9.11 9 |30.9.11 48 | 3.5.7.9.11 1039
|

7l _s. 5 _5 |—4.5 —lo| 3.4 _ 2| —234 _ —4 |}
13 | 3.13°-30 (6.11.13 429 |30.11.13 715 90.9.11.13." 19305 .

| :

g| (|=1| 6 _2|=5.6 _—1]| 45 _2| —3.4.5 =2 |,
5 | 31515 |613.15— 39 |30.13.15 585 | 00.11.13.15 643>

o| =8| 75_1|—=67 _-7| 56 _ 1| —4.56 —4 |y
17 | 3.17 51 |6.15.17 255 |30.15.17 255 | 90.13.15.17 9345 —
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kazali jiz na podatku odst. V. Dokazme, Ze vyhovuji téz druhé
rov. (39). Pro ¢ = 2s jest

2 (k4+1—s)(k—s)...(k— 2s + 2)

Berze =" syl (2 + 1) (2k—1)... (2k — 25 - 3)
B 21 (k—s)(k—s—1)...(k— 25+ 2)
Be—tm—2 = 7 G 9) (% —3) (%k —5)... (2k—2s + 1)

Dosadime-li z téchto rovnic do druhé rov. (39), dostaneme identitu
platnou pro kazdé k, s, jak se miZeme snadno piesvédéit.

Pro 1 = 25— 1 jest

28—1 (k+1—s)(k—s)...(k—2s+ 3)

WAL= BT 2k + 1) (26— 1) . .. (2k— 25 + 5)

2 (k—s8)(k—s—1)...(k—2s + 3)

Her2—8 = 55— 3)1 (2k —3)(2k —5)... (2 — 25 + 3)
«coz zase dosadme do druhé rov. (39); zase dostaneme identitu platnou
pro kazda k, s.

Presvédéme se, Ze vzorce (48), (49) vyhovuji té% tieti rov. (39).
Pro k = 2s rov. (48) da ihned totéZ, co davé tieti rov. (39) pro
k + 1 = 2s. Pro liché k = 2s — 1 rov. (49) da totéz, co dava tieti
rov. (39) pro £ + 1 = 2s — 1.

Tim je dokdzédna platnost vzorci (48), (49) pro kazdé celé
k>2 s<k. '

VI. Srovnévaci posudek o vhodnosti ¥ad (9), (16), (25)
pouzitych k priblizné integraci. Zbytek Eulerovy-Mac
Laurinovy fady (9) jsme oznagdili Rp,,3, ponévadZ je v « Fadu
(2p + 3). Pfed nim je v této fadé derivace nejvys$iho fadu 2p.

-Zbytek fady (25) oznadme Rg.q, nebot je v x ¥adu (2k + 1).
Pred nim v fadé (25) je nejvyssi derivace Fadu k.

Zbytek fady (16) oznaéme Rgpq; je fadu 2p’ + 1 a pied nim
v fadé (16) je nejvyssi derivace Fadu (2p’ — 1).

Rad (9), (16), (25) uijme nyni k piiblizné integraci, t. j.
k vypodtu rozdilu y — y,. '

a) Uzijme jich k vypodtu rozdilu y — y, tak, %e interval z,
jenz k tomu rozdflu pifsludi, nerozdélime v intervaly mens, t. j.
vypoéteme hodnotu omezeného integralu

)

z
yax =y—1Y
frie=s—u

-jen ze zndmych hodnot y®, y,® piislu§nych krajim integraéniho

intervalu z. . , : ‘ :
Presnost vypotétu riiznymi fadami (9), (16), (25) smime po-

vaZovati za stejnou, jestliZe zanedbané chyby (zbytky R) jsou
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v z stejného fadu, tedy kdyz jest 2p + 3 =2p" + 1 =2k + 1,
neboli p' =k=p+ 1. T. zn.,, Ze v  Eulérové-Mac -Laurinové
fadé (9) musime vziti v poéet hodnoty ¥’, ¥’y a krajni hodnoty viech
sudych derivaci az k fadu 2p, v fadé (16) musime vziti v podet
krajni hodnoty vSech lichych derivaci az k fadu 2p'—1 =
=2(p+1)—1=2p+ l, tedy az k fadu o 1 vyS$Simu ne%
u fady (9), v fadé (25) musime vziti v podet krajm hodnoty v8ech
derivaci, aviak ]en azkiadu k = p + 1, jenz pro p > 1 je vidy
mens§i neZ nejvyssi ¥ady derivaci uz1thh v Fadach (9) a (16). Tu
se z fad (9), (16), (25) fada (25) jevi nejvyhodnéjsi.

b) Uzijme fad (9), (16), (25) k vypodtu y — y, tak, zZe interval
rozdélime na 7 stejnych diléich intervald A = x/n. PFi tomto
postupu je uZiti Eulerovy-Mac Laurinovy fady (9) nesporné vy-
hodnéjsi nez uziti fad (16), (25), a to proto, Ze suma v Fadé (9)
obsahuje jen rozdily 2% — 2%, takZe pfi soudtu téchto sum
prislusnych dfléim intervalim zmizi (rusi se) ¢leny obsahujici
hodnoty sudych derivaci v diléich bodech a zbudou jen rozdily
krajnich hodnot (pfislusnych krajim integraéniho intervalu z).

Piiklad. Vypodtéme piiblizné clslo e uzitim rad (9), (18), (25)
a Mac Laurinovou fadou

€z=1+x+ + -+H+Rn+1- (50)

PoloZme v nich z = 1. Zvolme ste]ny tad (9) zanedbanych zbytku R,
tedy 2p4+3=2p"+1=2k4+1=n+1=29, neboli p=3,
p' =4, n=8, k=4. Rada (9) (Eulerova-Mac Laurinova) da

e—lii(eJr 1)————(e 1) + 7;0@—'1)-—5@)(«3—1).

‘Odtud plyne
47839

= Jr=og = 27182794,

Rada (16) zde dé

1 1 1
e—l=g(e+1)—g e+ 1)+55l+1)— 40320 (e + 1),
‘odkudZ plyne :
58951
= 51689 — 2,718,01.
Rada (25) zde dé

e—l=g e+ D—gple— 1)+ gile+ 1) — g5 C—1),

.odkudz plyne
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