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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O jedné tiidé funkci spojitych.
o a Vojtéch Jarnik. :
(Doslo 8. ledna 1934.)

Tento ¢lanek je psidn tak, aby jej mohl éisti kazdy &tenar,
znaly zakladi diferencidlniho poétu; prosim proto zkuSenéjsiho
dtenafe za prominuti, bude-li se mu vyklad zdati zbyte¢né obsirny.
Ukolem jeho jest, sezndmiti ¢tendfe na dvou jednoduchych pti-
kladech s jednou metodou funkcionalni analysy, kterd se v posled-
nich letech osvédéila pfi mnoha podobnych otazkach. Tato metoda
spoéiva na teorii bodovych mnoZstvi v ,,prostorech obecngjsich,
neZ jsou prostory, vySetfované v klasické geometrii; v tomto
¢lanku budeme potiebovati zaklady teorie t. zv. metrickych
prostori. Ctendf nemusi z této teorie nic znéti; v8echno, co budu
v dal§im potfebovati, odvozuji v §2 (trividlni pomoenou vétu,
jiz je vénovan §1, uvadim zvlisté jenom proto, abych nemusil
prerudovati myslenkovy pochod v §2). V § 3 — jenz tvoii hlavni
84st tohoto 8lanku — uvddim jednu aplikaci zminéné metody;
abych ukdzal ¢tenafi, jak rozmanité jsou problémy, pfi nichZ lze
této metody pouziti, uvddim v § 4 jesté jednu aplikaci (podotykam,
%e obsah § 4 nenf pivodni — bliz&i viz v §4). O jaké otazky jde
a jak vypadéd jejich FeSeni, vylozim podrobnéji na zadatku §3
a § 4, az budeme miti piipraveny potiebné pojmy.-

Pozndmka. (Pfipojena 24. ledna 1934.) V&ty paragrafu 3 budou

uvedeny — v jiné souvislosti — té% v pojednani Uber stetige Abbildungen
der Strecke, je% -mé vyjiti v Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

§ 1. Pomeena véta.

Jsou-li x(f), y(f) dvé funkce proménné f, spojité v intervalu
[0, 1],') oznatme znakem - o(x(¢), y(¢) ¢&islo, Max | x(¢) — y(¢) |
o<t=1

1) [a, b] znadf mno¥stvi vSech &isel ¢, pro né’ plati.a <t < b; (a, b)
znadi mnoZstvi vech gisel ¢, pro n&Z plati a < ¢t < b. V oznaceni, tykajicim
se teorie mno¥stvi, pfidrZuji se jinak knihy K. Petr, Podet integrélni,
2. vyd., str. 667—662 (tyto stranky lze ¢fsti nezévisle na ostatnim textu).
Mimo to zavédim jestd toto oznadeni: a ¢ A znamené: ,,a je prvkem mnoz-

CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky. Rotnfk 63. - 10
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: “ Pomocné vita 1. Jsou-li funkee x,(t), X5(t), X5(t), . . . Spojité

v intervalu [0, 1] a lze-li ke kazdému kladnému & naléztl ¢éislo n,

tak, %e pro viechna n > n, jest o(Xa(f), Xn,(t)) << 8, potom existuje

funkce x(t), spojita v intervalu [0, 1] takova, Ze lim o(xa(?), X(¢)) = 0.
Dikaz: Z pfedpokladu plyne, %e posloupnost x,(t), X,(¢), . .

je v intervalu [0, 1] stejnomérné konvergentni. Tedy funkece

x(t) = hm x,.(t) je spojitd v intervalu [0, 1]. Ze stejnomérné konver-

gence plyne ke kazdému 6 > 0 lze nalézti n, takové, Ze pro viechna
%> mg & Pro vSechna ¢ intervalu [0, 1] plati | x,,(t) —Xx(?) | < 6;
tedy je téZ o(xa(?), X(¢)) < 6 pro viechna n > n,, ]ak bylo dokézati.

‘ § 2. Metrické prostory.

I. Budiz E mnozstvi; budiz ka?dému paru z, y prvkia z R
plifazeno urdité ¢&islo o(z, y). Potom nazyvame R metrickym
prostorem, jestliZe &islo o(x, y) ma tyto vlastnosti:?)

1. Je-li ¢ R, jest o(x, ) = 0.

2. Je-li xR, ye R, x + y, jest o(x, y) = o(y, ) > 0.

3. Je-li zeR, yeR, ze R, jest po(x,2) £ o(x, y) + oy, 2).

Prvky metrického prostoru R nazyvame téi body; ¢islo
o(2; y) nazyvame vzddlenosti bodu z, y.

. Budiz R metricky prostor; budi Z;, &y, . . . posloupnost
bodﬁ zR. Emstuje -li bod z ¢ R takovy, Ze hm g(:c,., :1:) = 0, fkdme,

~ %e posloupnost z,, %, .. . je konvergentm a bod z nazyvame jeji
limitou (zna¢ka lim x,. = x).3) )
n=wm

- III. Budi# z,, %,, ... posloupnost bodd metnckeho prostoru
R; jestlize ke kazdému kladnému islu o existuje éislo n, tak, Ze
pro viechna n > m, jest p(xs, %s,) < 6, nazyvéme posloupnost
Zyo gy 5 s fumlamentulni posloipnosts. Ka.zdé, konvergentni po-
: sloupnost bodﬂ z R je fundamentélni ,4) ale fundamentélni po-

stvi A (pismana. & neu¥fvam jinak ne¥ v tomto smyslu). Znakem 0 zna.éim

& ]ednak nulu, jednak mno#stvi prézdné; ze souvislosti je vidy jasno, o ktery .

p¥ipad jde, tak¥e nedorozuméni je vylonéeﬂo
%) Podminky 1, 2, 3 je mo¥no nahraditi ekvivalentnfmi podminkami, -

jo¥ jsou formaind ponakud jednodu¥i; viz t¥éba E. Cech, PHspdvek k teorii .
dimense, Casopis 62(1933), str. 277—391 (viz zv14&ts str. 280—281, odst. 5).
- .3 Takovd posloupnost mi¥e nifti ne, vyﬁe jednu limitu; nebot je-li
lim g(zn, z) = 0, hm e(wmy) =9, je podle e(z, y); o(x, zn) + o(@n, y)

n=c ¥
prokaidén tedyq(:c,y)=0 ted 2=y &
- . 4) Nebot: je-l lim glan, =) = 0 Ize ke'kadému & > 0 falézti u,, tak;

:’f: IQ’Z‘: "Z)"v jest e(wm w) < id. Pm "> ﬂo Jje tedy e(zu, Zng) S e(x», x) +
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sloupnost nemusi byti vidy konvergentni. JestliZe vdak kaZdd
fundamentdlni posloupnost bodd z R je konvergentni, mazyvdme
prostor R dplngm.

IV. Pro néas bude duleZity tento piiklad metrického prostoru:
Ozna¢me znakem C mnoZstvi vSech redlnych funkef jedné redlné
proménné, definovanych a spojitych v intervalu [0, 1]. Je-li
x(t) e O, y(t) € C, kladme p(x(¢), y(t)) = Maxll x(t) —y(t) | . Vlast-

o=t<

.nosti I1a 12 jsou zfejmé splnény, vlastnost I 3 plyne takto: Je-li -
x()eC, yt)eC, zt)eC a jei 0<t<1, jest | x(t) —z(t) | <
S Ix@)—y@O |+ 1y@) —20) | < ex(), y@) + eo(y), z()),
z Gehoz p(x(2), z(t)) < o(x(?), y(t)) + o(y(?), z(t)). Je tedy C me-
tricky prostor a z pomocné véty 1.(§1) plyne ihned, Ze C jest
uplny metricky prostor.®)

V. Budiz R opét libovolny metricky prostor. Je-li xzeR
ar > 0, potom mnozZstvi veech bodii prostoru R, jez maji od bodu &
vzdalenost mens&i ne# r, budeme nazyvati kouli (prostoru R) nebo
urditéji kouli (prostoru R) o stfedu x a poloméru .%)

V1. Budiz R metricky prostor; mnozstvi M C B nazyvime
nehustym, jestlize ke kazdé kouli K prostoru R existuje koule K’
tak, 2e K. C K, K'M = 0. (Na pf. mnoZstvi prazdné je nehusté.)
Je-li M nehusté a N C M, je ziejmé i N nehusté, nebot z K'M = 0
plyne K'N = 0. MnoZstvi M C R nazyvédme mnoZstvim proni
kategorie, existuje-li posloupnost mnozZstvi nehustych M,, M,,

M,, ... tak, Ze M =E M,. MnoZstvi nehusté (a tedy specialné

n=1
mnozstvi prézdné) je oviem prvni kategorie, nebot M = M +
+ M + ... Jeli M prvni kategorie a M’ C M, je oviem i M’
prvni kategorie, nebot’ ze vztahu M = EM » Plyne M’ =z M'M,.
& © =l a=1
Mno#stvi M C R, je% neni prvni kategorie, nazyvéme mnoZstvim
druhé kategorie. MnoZstvi druhé kategorie je tedy vidy neprézdné.
Je-li M C R a je-li B — M prvni kategorie, nazyvé se M residuel.?).
Je-li M, M,, ... koneind mebo mnekoneénd -posloupmost mnoZstvi
proni kategorie, je i M, + My + My + ... mmoZstvi proni kate-

%) Pismenem C budeme vidy znaliti tento prostor. Je$td jednodusii
p¥iklad tplného prostoru je n-rozmdrny cartézsky prostor (viz Petr, Polet
integréalni, 2 vyd., str. 692 a nésl.), jeji viak nebudemsé goti‘ébovati.

%) Stred a polom&r koule nemusi byti jednoznaln
sklédé-li se prostor R ze dvou bodi a, b, pro né% ¢(a, b) = 1, je koule o stfedu a
a poloméru 2 toto¥né & kouli o st¥edu b a poloméru 2 a té% s kouli ¢ stfedud
a polomé&ru 3. - ; T . v
. N Jeli M C M’ C R a jeli M residuel, je-tim spiSe M’ residusel;
nebot R — M je prvni kategorie a tedy tim spile R— M’ (. R— M.
: : - ; s 10*

-

uréen; na pf. =
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a

gorie: nebot je- i Mn=2 Mip, kde My ]SOU nehustd, je ZM =
=1

-—Z M, a nehusta mnozstvi My, lze srovnati v posloupnost.

k,n
Obdobné: Je-li N,, N,, ... koneénd mebo mekoneénd posloupnost
" residuelts, je ¢ N;.N,.N,... residuel. Nebot BR—N,.N,.
+ Ngs o s =Z (R — Np) je mnozstvi prvni kategorie, jezto R — N,

n
jsou mnozstvi prvni kategorie.

VII. BudiZ R neprdzdny 1plny prostor; potom R je druhé
kategorie.

Dﬁkaz Budiz 4 C R libovolné mnozstvi prvni kategorie,
t.j. 4 —2 My, kde M, jsou nehustd. Mame dokézati, ze A & R,

t.j. Ze ex1stu]e asponl jedno x ¢ R — A. =

Zvolme libovolnou kouli K?); ta ma né&jaky stied x, a polomér
ro > 0. Zavedeme posloupnost kouli K, K;, K,.... takto: je-li
koule K, (o stfedu z, a poloméru r,) pro urélte celé n >0 defi-
novana, oznacme znakem K’', kouli o stfedu z, a poloméru

Min (gr,,, o l) kouli K, (o sttedu z,.; a poloméru 7,.) se-
strojme tak, ze Ky1 C K'n, Kny 1M, +1=0.%) Pron > m>0je ziejmé
KuC K'ma tedy o(an, &) < Min (ﬂm —I:i) Tedy posloupnost

Xy, @y, ... je ziejmé fundament4lni; ]ezto R je tplné, existuje v ¢ R
tak, ' Ze ' fim Tp = T. Pro n>m=>0 jest o(x, Tm) < o(¥n, Tm) +

M=

+ o(xy, ) < 3rm —|— g(x,,, x} Tedy o(x, Zm) < $rm + hm o(Zn, ) =
= 3rm < tm. Tedy jest ze K, pro viechna m > O tedy (jeito
KMy =0) x nepa,trl k zadnému M,, tedy ze R— A4, jak
bylo dokézati.

Disledek. Budi? R nepmzdny wplny prostor budiz M C R
residuel; potom je M druhé kategorie (a tedy M &+ 0). Nebot R — M
je prvni kategorie; kdyby i M bylo prvm kategorle bylo by i B =
=M + (R — M) prvni kategorie, coz je ve sporu s v&tou pra,ve
dokazanou

8) Jde vesm#s o koule prostoru R. Jefto R # 0, emstuje aspon jedna
koule.

') To lze, jeito M,_;+1 je nehusté.
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§ 3. Hlavni véta.

Budeme se nyni zabyvati prostorem C. Je-li x(¢) ¢ C, potom
nabyva spojita funkce x(¢) v intervalu [0, 1] alespon pro jednu

hodnotu ¢ své maximalni hodnoty Max x(¢) a rovnéz své minimalni
0=t=1

hodnoty Min x(f). Ponévadz x(¢) je spojitd v [0, 1], nabyva x(¢)

o=t=1

v intervalu [0, 1] téZ kazdé hodnoty, leZici mezi hodnotou maxi-
malni a minimalni. DokaZeme nyni, Ze existuje residuel A takovy,
ze kazda funkce x(¢) ¢ 4 (t. j. tedy kazda funkce spojitda v [0, 1],
vyjma nékteré funkce, jez tvori dohromady mnozstvi prvni kate-
gorie) ma tyto vlastnosti: 1. Funkce x(¢f) nabyva své maximéalni
(a téZ své minimalni) hodnoty v intervalu [0, 1] jen pro jednu
hodnotu ¢. 2. Naproti tomu nabyva funkce x(f) kazdé hodnoty y,
lezici mezi jeji maximalni a minimdlni hodnotou, pro nekonetné
mnoho hodnot £.1°) Pripomeiime, Ze C je neprazdny Gplny prostor,
takze residuel 4 je neprazdny; t. j. existuje skuteéné aspon jedna
funkce x(t) ¢ C, ktera ma vlastnosti 1. a 2. Vysledky, o nichZ jsem
pravé mluvil, vyslovime podrobné v téchto trech vétach, jez
v nasledujicim dokaZeme:

Véta 1. Budiz A, mnoZstvi onéch funkci x(t) € C, jeZ maji tuto
vlastnost: existuje jen jedna hodnota te[0,1], pro kterou plati
x(t) = Max x(7). Tvrdim: A, je residuel.

0=r=1

Véta 2. BudiZ A, mnoZstvi onéch funkct x(t) e C, jez maji tuto
vlastnost: existuje jen jedna hodnota te[0, 1], pro kterow plati
x(t) = Min x(7). Tvrdim: A, je residuel. '

0=r=1

Véta 3. Budiz A, mnoZstvi oméch funkci x(t)eC. jez maji

ndsledujici viastnost: je-li 0 <a <f<1 a je- lz Mm x( I<y<

<Max x(7), potom existuje nekoneéné mnoho hodnot tele, Bl,
a=T =

pro néz plati x(t) = y. Tordim: A je residuel 1)

Poznamka. Poloime 4 = A4, . 4, . 4;; A je tedy téZ residuel;
t. j. také ty funkce x(¢) ¢ C, jeZ maji souéasné viechny -vlastnosti,
vyslovené ve vété prvni, druhé i tfeti, tvofi residuel (a tedy mnoz-
stvi neprazdné).

Pristupme nyni k dikazim. Pfipomindm piedev§im znamou
vétu Weierstrassovul?): Je-li x(¢) spojita v intervalu [0, 1} a je-li

10) Misto této vlastnosti dokédZeme ve vét® 3 vlastnost jeSt®é ostiejsi.

11) To je ono zostfeni, o ném% jsem mluvil v posledni poznémce pod
{z)a!iou specielnd pro a = 0, f = 1 dostdvéme pravd vlastnost 2, o niZ tehdy
yla ¥ed.

12) Viz tieba K. Petr, Podet integralni, 2. vyd. (1931), str. 332.
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{ 3

é > 0, potom existuje (realny) polynom w(¢)?) tak, Ze pro vSechna
te[0, 1] plati | x(t) —w(t) | < 6.
Poznamenejme jesté: je-li w(f) polynom, pak existuje &islo

w(t') — w(t)

P > 0 tak, Zze pro 0 <t <t <1 plati g < p. Staéi
totiz poloZiti p = Max | w'(t) | + 1; nebot potom jest podle véty
o stfedni hodnoté tht?__tw(t) =|w@) | <p, kdez t <& <.

Téchto dvou poznamek budeme stale pouZivati.

Dikaz véty 1. Je-li n > 1, n celé, ozname znakem D, mnoz-
stvi onéch funkei x(f) ¢ C, jez maji tuto vlastnost: existuji dveé
hodnoty t,, ¢, takové, Ze plati

05t <t, <1, ta— 1t > 1/n, x(4,) = x(t;) = Max x().

0=<r=1
Je patrno: funkce x(f) ¢ C patii aspoii k jednomu mnozstvi
D, tehdy a jen tehdy, nabyva-li x(¢) své maximalni hodnoty

v intervalu [0, 1] asponi dvakrate; &ili platiz D, = C — A,. Mame

n=2

tedy dokazati, Ze mnoistviz D, je prvni kategorie; k tomu staéi
=2

dokazati, Ze mmozstvi D, ]:ou nehustd. Budiz tedy n celé, n > 1;

budi K libovolnd koule prostoru C; mame sestrojiti kouli K '

takovou, ze K’ ( K, K'D,, = 0. Budiz v(t) stted a r polomér koule

K. Budiz ty £ [0, 1] jedna z hodnot, pro kterou v(f,) = Max v(7).

o=st=l1
Definujme funkeci z(f) takto: pro ¢ < ¢, ~§lﬁ a pro ¢t >t, +

1 i : v .
+ o budiz z(t) = 0; pro ¢ = ¢, budiz z(¢) = }r; v intervalu [to —

—§1~_, to] a rovnéZ v intervalu [tu, to + ——l—] budiz =z(t) lineé,i'n{.

Budiz K’ koule o st¥edu v(¢) + z(t) a o poloméru 4. Budiz x(t) e K',
t. j. X(t) = v(t) + 2(t) + &(@t), kde &(f) € C, Ma.x | &(t) | < §r; méme

- dokézati pi‘edné Ze x(t) ¢ K, za druhé Ze x(t) £ C D,,. Predeviim
pro 0K ¢<1 jest | x(t)——v(t) | <4+ }r <r tedy téZ o(x(t),
; v(t)) < 7, t;edy x(t) e K

a8 Viechny funkce pojiméme zde a.ko funkee, defmova.né v inter-
valu [0, 1]. Tedy'i tehdy, je-li plivodns funkce w(t) definovéna tf¥eba pro

viechna ¢ (na pl‘ je-hi wi ) polynom), beru v uvahu pouze jeji hodnoty pro
0t 5 1, .t. 3. omezun dodata&né “jeji definiéni-obor na mterval [0 1.
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Za druhé: pro t = ¢, jest x(ty) = v(t) + ir -+ &) > v(t) +
+ 47, kdezto pro 0<¢ <1, | t—t [ > 1/2n jest x(t) = v(t) +
+ &) < v(t) + 4 Funkce x(t) mize tedy v intervalu [0, 1]

1

Eh‘: to + % ’
jehoz délka jest pravé 1/n; tedy x(¢) nepatii k D,, jak bylo dokézati.

Dikaz véty 2. neni tieba provadéti, jezto je zcela obdobny
dikazu véty 1.

Dikaz véty 3. je ponékud sloZitéjsi. Ukéazi napred, Ze véta
3. je dtsledkem této pomocné véty:

Pomocna véta 2. BudiZ 0 < a < ﬁ < 1. Znakem Aqp oznaéme
mnoZstvi onéch funket x(t) e C, jez maji tuto viastnost: je- h Mm x( )<

nabyvati svého maxima jen v bodech intervalu (t,, —

< y < Max x(t), potom, existuje mekoneéné mnoho hodnot te [, ﬁ],

a=t=§
pro néz plat@ x(t) = y. Tordim: Aqp je residuel.
Predpoklidejme, Ze pomocné véta 2. je spravnd. VSechny
intervaly [e, #], kde a,f jsou racionalni éisla, 0< e <pB<1,
lze srovnati v posloupnost [ay, Bil; [@a, Bol, . . . Polozme B =

= I1 4,8, B je residuel (nebot A, s, jsou residuely podle
n=1
pomocné véty 2). Budiz x(f) e B, budiz 0<e¢ < f <1, budiz

Min x(t) < y < Max x(t). Jezto raciondlni é&isla lezi viude husté
a=t=p =8

a jezto x(t) je spopta. v [0, 1], existuje celé » > 0 tak, Ze plati
a<an <fn<pB, Minx(t) <y < Maxx(t). Jezto x(t) ¢ 4a,p,,
A =t=Pp ap=t=§8y
existuje v intervalu [a,, 8] — a tedy tim spiSe v intervalu [e, f] —
nekonednd mnoho hodnot ¢, pro n&z jest x(f) = y. Tedy jest
x(t) ¢ Ay; tedy ]est B ( 4,, tedy jest také A; residuel, jak bylo
dokazati. Zbyva nam tedy provésti:

Dilkaz pomoené vty 2. Budiz 0< e << 1; budlz n celé,
n > 1. Oznaéme znakem E, mnozstvi onéch funkm 'x(t) e C, jez

ma]i tuto vlastnost: Existuje aspoii jedna hodnota y ¢ (M<u‘1<x(t) +

+ , Max x(f) — l) které funkce x(t) nabyva, v 1ntervalu [e, B]

a<¢sﬂ

méné nez p-krate.
Zre]mé jest 2 E, = C’ A.,,p“), stad{ tedy doké,za,tl, Ze

n=2
14) Nebot: je-li p!-edné x(t) ¢ En pro ndjaké n, je jistd x(t) e 0 —Aas

Budi¥ za druhé x(¢t) e C — Aa,p, to znamené: exzstuje yé (Mm x(¢), Max x(t))
Stsp  est=p
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mnozstvi B, jsou nehusta. Budiz tedy » > 1, » celé; budiz K libo-
volna koule prostoru C o stiedu v(¢) a poloméru ». Mame sestrojiti
kouli K’ tak, ze jest K'C K, K'E,, = 0.

Existuje pfedevsim polynom W(t) takovy, Ze Max | w( ) —

— V()| < 3,—r Existuje dale ¢&islo p > 0 tak, ze pro Vsechny
hodnoty ¢, #’, vyhovujici vztahim 0 <t << ¢ < 1, plati nerovnost

'v_v%’)_tw_(_) < p. Polozme
1
== 1 PN § .
¢ = Min (2n’ zr), (1)
zvolme sudé &slo m > 0 tak velké, Ze plati
n -+ 2 _on + 2 .
pos <p—uea, P < {o. (2)

Definujme funkei z(t) takto:

z(%) =0 pro s sudé, 0 < s < m;

z(;n)za pro s liché, 1 <s<m—1;

z(t) je linearni v kazdém intervalu
sim<t<(s+1)/m (s=0,1,2,...,m—1).

Budiz K’ koule o-stfedu w(¢) + z(¢) a poloméru le. DokaZeme,
ze plati K'C K, K'E, = 0. Budiz tedy x(t)sK’ to jest x(t) =
= w(t) + z(t) + &), &) e C, Max | &(t) | < to; mame dokazati,
ze x(t) e K, x(t) e C — K.

Piedné jest pro 0 <¢ <1 [podle (1)]

[x@) —v(@) [STwE) — v |+ [z0) | + 180)] <
. <y +o+io<r,
tedy x(t) ¢ K. Za druhé: budiz
Min x(t) + < y < Max x(¢) — l (3)
ast=8 ast=p n’
tak, Ze funkce x(¢) nenabyva hodnoty y v intervalu [a, B] nekonednd mnoho~

krat; potom viak pro dostateénd velké n plati, e ye (Mm x(t) +
ast=p

1
Max x(t) — ——) a Z%e funkce x(f) nabyvé hodnoty y v intervalu [a, Bl méns
ast=g

ne? n-krat; tedy x(t) ¢ En pro dosti velké n.
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mame dokizati, Ze existuje » hodnot #,%,, ..., takovych, Ze
et <ty <...<ta<PB, x(t:)=y pro 1=1,2,...,n To
dokézeme takto: z (3) plyne

1
Minw() —o — %0 — }o + E<y——%c<Maxw(t)+a+—‘(a——

asit=8 a=t=p
. Sa —
a tedy podle (1)

Min w(t) < y — $0 < Max w(f); (4)
. as=t=p asti=§
existuje tedy aspoti jedna hodnota ¢, tak, Ze plati
a<t, < B, wlty) =y — ko (5)
Podle. (2) existuje interval [7,, 7,] takovy, Ze
2
Tz_‘len;: , eSS ST P . (6)
Nisledkem (6) existuje sudé ¢&islo s (0 <s < m) takové, Ze
1 2
body f—, e ,ij_—, £  Ji lezi vesmés v intervalu [7y, 7,].
m  m m m
Pigme (s +3)/m =u; (i =0,1,...,n). Pro sudé ¢ (0<i<n) je

tedy z(u;) = 0 a tedy [podle (2), (5), (6)]
x(w) = w(w) + Ewi) < wlty) + |wi — | .p + 10 =
v+ 2 g <wit) +do = u;
kdezto pro liché i (1 <1 < n) je z(u;) = o a tedy [podle (2), (5), (6)]
X(w) = Ww) + 0 + &w) > wlto) — | wi—t | p+ 0 — 10 2

n+ 2 30 )
>wit) 2225+ > wit) + 4o =y
Jerto uy < Uy < Uy < ... < Un & jeito X(u;) < y pro sudé ¢
a x(us) > y pro liché 7, plyne ze spojitosti funkce x(t), Ze existuje n

hodnot #, t,, . . ., t» tak, Ze plati ‘
aéuo<t1<u1<t2<u2<ts<-..<un—-1<tn<un§ﬂ>
X(ti)=ypr0i=l,2,.,,,n’ s s b ¢ v Eaees

jak bylo dokazati.

§4. O spojityech funkei bez derivace.

Abych &tené¥i ukézal, jak rozmanité jsou aplikace metody,
kterou jsme v predeilém paragrafu objasnili na jednom jedno-
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duchém piikladé, provedu zde podobnou metodou dikaz nésle-
dujici véty:

Yéta 4. Budiz P mnoZstvi onéch funkci x(t) e C, jeZ maji aspori
pro jednu hodnotu t € (0, 1) koneénou derivaci. Tvrdim: P je mnoZstvi
proni kategorie.

Pozndmka 1. MnoZstvi onéch funkei x(f) e C, jez nemaji
koneénou derivaci v Zddném bod& fe (0, 1), jest tedy residuel -
(a tedy mnoZstvi neprazdné). Existuje tedy funkce spojitd v inter-
valu [0, 1], jez nema koneénou derivaci v Zadném vnitinim bodé
tohoto intervalu. Existence takovych funkei byla dokazana jiz
davno (Weierstrass) a sice tak, Ze se takova funkce ptimo zkonstru-
ovala. Zde méme jiny, velmi jednoduchy dikaz této véty, pii éemz
neni nutno takovou funkeci skuteéné konstruovati.

Poznédmka 2. Jak jsem jiz v Gvodu podotkl, neni tento paragraf
puvodni. Vétu 4, ba dokonce vétu o néco ostiejsi, dokazali Mazur-
kiewicz a Banach.15) Dikaz, ktery zde provadim, pochazi v hlavnich
rysech od Banacha.

Ditkaz véty 4. BudiZz n > 2, » celé; budiz P, mnozstvi onéch
funkef x(f) e C, jez maji tuto vlastnost: existuje aspon jedno
te|—,1— —| takové, %Ze nerovnost Mﬁ) <n je

n n h =
splnéna pro v8echny hodnoty %, hovici nerovnostem 0 < |k | < 1/n.
Je-li x(f) ¢ P, existuje asponi jedna hodnota ¢, ¢ (0, 1) tak, ze x(t)
mé v bodé ¢, koneénou derivaci. Pro dosti velké n jest pak jist

X(f + h) — x(4) . X
7 < n jest splnéna

i1~ 1
toe|—, 1 — —| a nerovnost
n n

pro viechna A, pi'o néZ platf 0 < | k| < 1/m, t.j. pro dosti velké n
jest x(t) e Pp.

Tedy jeét PcC 2 P, a stadi tedy dokazati, Ze mnozstvi P, jsou

n=3 :
nehustd. Budiz tedy = celé, » > 2 a budiz K libovolna koule
prostoru C o sttedu v(¢) a poloméru r. Mame sestrojiti kouli K’ tak,
%e platf K' C K, K'P, = 0. Sestrojme polynom w(t) takovy, Ze
jest Max | v(t) —w() | < 4r; budiz p > 0 tak voleno, Ze pro
0st<1

= - .
viechny hodnoty ¢, ', splitujici vztahy 0 <t <t < 1, plati ne-

18) Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia mathem.,

IIT (1931), str. 92—94; Banach, Uber die Bairesche Klasse gewisser
Funktionenmengen, Studia mathem. ITI (1931), str. 174—179. Dalsi vy-
sledky v tomto sméru: Auerbach-Banach, Uber die Holdersche Bedin-
g:lg, Studia mathem. III (1931), str. 180—184; Saks, On the functions of
icovitch in the space of continuous functions, Fundamenta mathem. 19

7 '(1982), str. 211—219; Jarnik, Uber die Differenzierbarkeit stetiger Funktio-

nen, Fundamenta mathem. 21 (1933), str. 48—58.
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