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. &tendfi) a v bodech koncovych teény Pe, Pe. PovaZujme Pe¢ za
stopu tedné roviny o, dotykajici se kuZele podél povriky vp, a Pe
za stopu roviny g || ¢ protinajici kuZel podle véty Dandelinovy
v parabole K’. Zvolme opét na P¢ bod g a vedme jim v rovind g
piimku L, kolmou na Pe¢ a vyhledejme jeji priseéiky s kuZelem.
"PonévadZ pHmka L a povrika vp jsou spolu rovnob&iny, uréuji
rovinu A, jejiz stopa je pg = P3; tato protind kruZnici K v dalsim
bodé ¢, v némZ vedena povrika vc kuZele protind ptimku L v hle-
daném prisedfku m, patifcim parabole K’. Primét jeho m, =
= (L, X v,c) nalez{ pak parabole K’,.
Jezto A cmyg, A vpc jsou podobné, plati
: himy = mMC;
pripoéteme-li na obé& strany délku poloméru r vidime, ze
gm; +1r =myec + 1,
¢ili myGo = M.
Bod m,; je stejné vzdilen od pevného bodu f= v, a od pevné

pifmky D, vedené rovnobéiné s Pe ve vzdalenosti 7, le%i tudi% na
parabole K',, jejimZ ohniskem je bod »,.

Steinerovy elipsy.
Prof. Dr. V. Sukdol.
(Dokondeni.)*)

II.

Kolem pevného bodu P (p, : p, : ps) necht se otadi pf'imka P,
. jim prochézejici, dané rovnici

(kps ~+ Ps) &y — kpy %y — P15 = 0. (40)
-Tato pi{mka protind stranu BC v bodé&
' 2r sin « sin g sin y 2kr sin ¢ sin B sin y
D {0, — - y ——— : )
( sin f — k sin y sin B — ksin y )
stranu C4A v bodé '
2rp, 8in ¢ sin B gin y 0 2r (kp, + ps) sin @ sin B sin y
(pl-sina-i-(kp,—f-p,)siny > plsina—}-(kp,—}—pa)siny)

a’'stranu AB v bod&

*) V 1. 84sti 8lénku vyskytly se dv8 ‘malé tiskové chyby: Na str.
45 v rovnici (29) mocnitel' ve jmenovateli mé byti ; na str. 47 v rovnici
: 4
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2krp, sin a sin g sin y 2r (kp + Ps) sin a sin g sin y-
(Akpl sina + (kpy + ps) sin B kp, sin a + (kp, + ps) sin f’
Bod soumérny s bodem D podle sttedu 8’ strany BC jest
D'(O,——' 2kr sin « sin? y 2r sin a sin? )

sinf—ksiny > sinf—ksiny
Bod soumérny s bodem E podle stiedu S’ strany CA jest
; ( 2r (kpy + ps) sin B sin2 p 0 2rp, sin? ¢ sin f )
\pusina+ (kp, + ps) siny’ 7 pysina + (kp, + py)siny |
Bod soumérny s bodem F podle stiedu S’ strany AB jest
. ( 2r (kp, + ps) sin? f sin y 2rkp, sin? a sin y
kp, sin @ + (kp, + ps) sin B’ kp, sin @ + (kpy + ps) sin B’ )
Ponévadz determinant 3. stupné, vytvoieny ze soufadnic bodu D',
E’, F', jest identicky roven nule, leZi body D', E', F' v jedné
piimce p’, jejiz rovnice jest
kp2, sin® @ — (kpy + ps) 2 sin® f— k (kp, + ps) 25 sin® y = 0. (41)
Jakou &aru obaluje piimka p’, otaéi-li se pfimka p kolem pevného
bodu P? _
Derivaci rovnice (41) podle proménného parametru k obdrzime
Py, Sin? @ — Py, 8in? f — (2kp, + pg) Xz sin®y = 0. (42)
Eliminaci k z rovnic (41) a (42) obdrZzime rovnici obalky pimky p’:
P1*%,® sin* @ — 2p,p,2, 7, sin® @ sin® B + p,*x,? sin® f —
— 2,037, 23 Sin? @ sin? y — 2pP,Pyx,x; sin? B sin? y +
+ plxgsinty = 0. (43)
Obalkou piimky p’ je tedy kuZeloseéka vepsand do zakladniho
trOJuhelnika., jak sé snadno presvédtime srovninfm s rovnief (15):
¢, = pysin? e, ¢, = p, 8in? B, ¢; = pg sin?
KaZdému bodu P odpovida. urdité kuzelosetka vepsand do
A ABC a naopak kaZdé kuZeloselce vepsané do A ABC odpovidd
uréity bod P.
KuzZelosedka (43) je hyperbola, parabola nebo elipsa podle
toho, jsou-li jeji prusesiky s pfimkou tb&Znou (20) dva reilné body

rizné nebo splyvajicf anebo dva imagindrn{ body, t. j. podle toho,
je-li

PuPas (Py 8in @ + py sin § + py sin y) & 0.
Je-li bod P v nekoneénu, t. j. plati-li

Pisine + pysin f + pysiny = 0,
je kuZelosetka (43) parabola. Jinak je vidy :
P18in @ + pysin B+ pysiny = 2rginasin fainy >0 (44)
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a tedy neni-li kuZelosetka (43) parabola, je hyperbola nebo elipsa
podle toho, je-li

Pi1peps = 0
Je-li oviem néktera ze soufadnic bodu P rovna nule, t. j. lezi-li

“bod P v jedné ze stran zakladnifho trojahelnika, je kuZelosedka
zvrhla.

Kuzelosetka (43) je tedy elipsou, lezi-li bod P uvnit¥ A 4BC
anebo uvnitf nékterého z Ghli vrcholovych k vnitinim thlim
A ABC: v prvém pifpadé bude elipsa vepsdna dovniti A ABC,
v druhém bude trojahelniku vné vepsana.

Soutadnice stfedu kuZelosetky (43) vypoéteme jako sourad-
nice pélu Gbé&zné piimky (20). Polara bodu S (s; : s, : 8;) vzhledem
ke kiivee (43) ma rovnici

Py 8in? @ (Py8; SIN? @ — P,S, Sin% f — pys; sin? y) z; +

+ Ppsin? f (— pys; Sin® @ + P,s, Sin® f — pys; sin? y) x, +-

+ p3 8in? y (— p,8; SIN% @ — P,s, Sin? f + Pys, sin? y) zg = 0.
Srovnanim s rovnici (20) obdrzime

Py sin B+ p3s1ny pysiny + pysina
sin « sin f '
. P sin e + pysin g (45)
sin y
Tézisté A ABC jest T (sin fsiny :sin p sin « : sin a sin f).

A ponévadz determinant tietitho stupné vytvofeny ze sou-
fadnic bodi P, S, T jest identicky roven nule, lezi tyto 3 body
v jedné pifmce.

Znadi-li p,, py, ps vzdalenosti bodu P od stran zikladniho
trojahelnika, dale pak

pzsmﬂ+Pasm7’ p3smly+p181na p181na+p281nﬁ
2 sin & 28in 2 sin y
vzdalenosti bodu 8 od stran zdkladniho trojihelnika a
4rsin fsiny, $rsinysine, 2rsinasinf

vzdalenosti bodu 7' od stran zédkladniho trojthelnika, jest délici
pomér bodu 8 vzhledem k bodim P, T

(p,smﬂ-{—%smy_p) (pzsmﬁ—i—pasmy
1) :

818 18 =

2s8in @ 2 sin «
neboli vzhledem k (44)
(rsinfsiny —4p,) : (Frsinfsiny —4p) =3:1.

Stfed § kuZelosetky vepsané do A ABC le%i tedy vné tGsedky PT'
a jeho vzdélenost od téZi&té 7' se rovnd poloviné vzdalenosti PT.

2r sin # sin y)
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Predpoklidejme p, > 0, p, > 0, p; >0, t. j. Ze kiivka (43)
je elipsou vepsanou do A ABC. Kdy méi tato elipsa maximalni
obsah?

Transformujme soufadnice na pravouhlou soustavu, v niz
by elipsa méla rovnici '

s b2 |- azyz — a%? = 0;
vztahy (11), (12) a (13) nabudou tvaru '

C (a® + b2) = p,%sin® ¢ + p,%sint f + pg?sinty 4
+ 2p,p, cos a sin? B sin? y 4 2p,p,sin? ¢ cos fsin? y 4

+ 2p,p, sin? « sin? § cos vy, (11")

C?a2b* = 8rp,p,p; sin?  sin? B sin? y, (12")

— C3a*h?* = — 167%p,2p,%p,? sin® ¢ sin® § sin® y. (13")
Eliminacif C' z rovnic (12") a (13") vypodteme

ab = Virpwpaps. (46)

Obsah elipsy £ == V%—’”Plpzpa, kdez mezi proménnymi p,, p,, Ps
plati vztah (44). Jde tedy o vySetfeni maximalni hodnoty funkce
dvou proménnych

: : sin a sin
1(py, p2) = 2rpyp, sin a sin f— p,®py sin » — Pipe® o ﬁ (47)
Podminky pro maximum f(p,, p,) jsou '
of ' of
— =0, e (), 48
0P 0P, (48)
0%f 0% :
W < 0, 5})? <0, (49)
o \* ¢d oA
| — T < O 50
(81)1 81”2) op® 0py? : (50)
Podminky (48) vedou k rovnicim
’ . - sine sin f
2 _ B -
2rp, sin a sin ff — 2p,p, e Pe’ . 0,
, ; sin a sin f
9 - 2 — e ==
2rp, sin a sin  — p, P PiPr ” 0.
Z téchto dvou rovnic vyplyva &tvero Feeni:
a p=0 P =0,
b) p, = 2rsin B sin y, Py = 0;
c) p =0, Py = 2rsinasiny;
d) p, = 4rsin fsiny, Py = 7 8in a sin y.

Prvni tii fefeni nutno hned piedem vylouditi, nebot pak by neslo
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o elipsu, nybrz o kuZelosetku zvrhlou. Zbyvé feSeni d), pro n& jest
o . ; o
W=—grsmasmﬂ, Tpt
o
0p10p,

takZze podminky (49) a (50) jsou splnény.

Rovnici Steinerovy elipsy maximalnfho obsahu, vepsané do
- A ABC, tedy obdriime, dosadime-li do rovnice (43)

_ Py =4%rsinfsiny, p, = %rsinasiny
a vzhledem k (44)

= — 47 8in ¢ sin f,

— $r sin a sin g,

Ps = §r sin e sin §.
Tak ndm vyjde rovnice Steinerovy elipsy vepsané

z,? sin? ¢ — 22,7, sin « _sin ﬁ.—{- Z,? sin? .ﬂ— 2z,%3 sin @ sin y —
— 2z,xy 8in B 8in y 4 x,2sin?y = 0. (51)

Jeji obsah jest E = nA/3V3.
Soufadnice stfedu Steinerovy elipsy vepsané najdeme dosa-
zenim nalezenych hodnot p,, p, p;, do (45); tak obdrZime
sin #sin y : sin y sin ¢ : sin e sin g.
Stfed elipsy maximélniho ebsahu, vepsané do A ABC, splyva
tedy s t&Zistém trojihelnika. Body P, T, S se v tomto pifpads
ztotoZiuji.
Primér elipsy (51) sdruZeny s t&Znic{ p¥islunou na p¥. strand
BC, danou rovnic{ : )
i Zy8in f— x5 8iny = 0,
ma rovnici
2z, sin @ — x, 8in f — a3 8in y = 0, (52)
coZ je rovnice pimky rovnob&né se stranou BC. Tedy strana
zdkladniho trojihelnika a t&nice k ni pislusns maji sméry sdru-
Zené vzhledem k elipse (51).

Vypodtem vzdélenosti prisediku @ pimky (52) s elipsou (51)
od t&Zisté 7' nalezneme délku poloméru g, = T'G = r sin a/V3;
délka sdruZeného poloméru g, = T'S" = 4.

Z rovnic (11”), (12”), (13") vypoéteme délky poloos Steinerovy
elipsy vepsané do A ABC: '

3 [V2(sin? « 4 sin? B + sin? y + 2)/3 sin « sin f sin 7)
+V2 @sin* e + sin®B + sin*y — 2)/3sin asinfsing)]  (53)
a linedrni vystfednost

3 ]/4 [(sin® @ 4 sin? B + sin® y)? — 12 sin? ¢ sin® f sin? y]. (54)




R 83

Srovnanim s (38) shleddame, Ze jsou to pravé poloviéni hodnoty
délek poloos a linearnf vystiednosti Steinerovy elipsy minimalnfho
obsahu, opsané A ABC.

Z rovnice (51) jest na prvni pohled patrno, %e BC = z, = 0,
C4A = 2,=0, AB = z3 = 0 jsou teénami elipsy (51). Body do-
tyéné jsou stiedy 8’,8”, 8"’ stran. Je tedy Steinerova elipsa
vepsand do A A BC zaroven Steinerovou elipsou opsanou A S’S”’S".

Maximalni elipsa vepsand 'do A ABC a minimalni elipsa
opsand témuz trojahelniku maji spoledny stied a spoleéné sméry os;
jsou spolu homothetické: stfedem homothetie je t&Zi§té a pomér
homothetie je 1: 2. :

Z. astronomie dvojhvézd.
) B. Hacar.
(Dokongeni.)

Prvni dva z téchto elementt (P, 7) nazyvame dynamické,
ostatni geometrické.

V obr. 2 jest C stfed drahy, QC uzlovd pfimka, CN smér
k sev. pélu (vychodisko poéitani posié. Ghlu), QQPY pomocny
kruh o poloméru 2a v roviné skuteéné drahy, elipsa 2@Q'P’'C jeho
primét do bané nebeské. Elipsa zdanlivé drahy neni v obrazci
zakreslena. Bod P je periastron ve skutedné, P’ ve zdanlivé draze,*)
S’ prumét skuteéného ohniska 8, jest tedy CP = a velkd poloosa -
skute¢né drahy, CP’ = a’ jeji pramét. Budiz dale @, koncovy
bod malé poloosy skutedné drahy, @', jeho pramét, tedy CQ, = b
malé poloosa, CQ’y = b’ jeji primét, dile je CQ = a a CQ' = b,
pramét. Budiz dale « posiéni thel poloosy a’ a B p. 6. poloosy b’,
& p. G. vzestupného uzlu. Spudt'me nyni kolmice PR a QT na uzlo-
vou pifmku, pak bude A CPR N A QTC (X PCQ = 90° a proto
plati o primétech téchto trojahelniki A CRP’ = CTQ’'. A jeito

A CRP' = —a'?sin (e — ) cos (a — Q),
A CTQ" = b’y sin (B — Q) cos (B — Q).
Ze srovnani obou trojthelnfki plyne zakladni rovnice
—a'?sin (¢ — §3) cos (¢ — &) = b',?sin (f — &) cos (B — ) (6)

) s
nEbol sinz(az~§)=~-‘:’z}2 sin 2 (8 — Q). (1)

\

Posiéni tGhel uzlové piimky Q. Pi'edpoklé,dejme, Ze
zdanlivou elipsu i s obéma konjugovanymi priméry 2a’ a 26’ madme

*) Poznadeni bodit P’ a @ nedopatfenim v obr. 2 vynechéno, lze je
viak snadno doplniti.



R 84

narysovanu. JeZto poméry tsefek se promitnutim neméni, jest
C8:CP=C8 :CP' =¢eAdile CQ :CQ, = CQ, : CQ’y, ilia:b=
= b, : b'. Protoze viak a?/b? = 1/(1 — &?), jest b, = b'//1— &
Z rovnice (7) plyne

sin 2 (8 —a) b2

sin2 (B — ) a'?

a odtud -
sin2 (8 —a)—sin2(B—A1) b2—a
Sin2(Q —a) +sin2(B—R) b L az
a dale
Obr. 2.
cos (B—a)sin (2 —a—p) b P—a’
sin (B —a)cos (28 —a—=—pf)  b%+ a
neboli :
ton(zh f— 20y = 0 O a8 (8
i - bllg + alg an (a )' )
Velké poloosa a a délka periastra w. Jak z obr. 2 patrno,
jest a sin w = PR, a cos w = — CR. Jeito jest PR = CT a CR =

= a’ cos (8 — a), obdriime

@ sin w = b’y cos (B — ),

acos w = a’ cos (& — a). (9)

Délenim obdrZime
_ bhicos (B—2)

e = (& —a)

coz ve spojeni se zékladni rovnici (6) divéd po snadné apravé
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. tan (¢ — Q)
tan w = _tan (ﬂ —-T) (10)
Druhé z rovnic (9) dava
o — a’ cos (@ — §)

cos @
Sklon drahy i. Z obr. 2 plyne

. SP" SP' a'sin(a— &)
cos v = =

SP ~ CT ~ brcos(B— )

(11)

'.Z

Obr. 3.

Vyjadiime-li jesté a'/b’y ze zédkladni rovnice a dosadime, tu
cos 1 = J/— tan (@ — ) tan (8 — Q). (12)

Vzorce pravé odvozené divaji elementy geometrické. Ele-
menty dynamické (P, 7T') nutno teprve urditi.
Budiz L ngjaky bod v prostoru (obr. 3) vzdileny » jednotek
od sttedu O, P jeho pramét do roviny XY, dale L XOP = 4,
X LOP = B, pak jsou velidiny 7, 4, B poléarni prostorové soutadnice
bodu L. Dale budiz ¥ LQP =1 a X LOQ = u. Pak plati
x = rcos fcos A =rcosu,
y = rcos fsin A = r sin u cos 1,
z=rsinp = r sin % sin ¢

a tudiz
cos ff cos 4 = cos u,
cos B sin A = sin % cos 1,
sin = sin % sin <.
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Délenim prvnich dvou dostévame

tan A = tan u cos 7.

PovaZujme nyni O za hlavni hvézdu, L za druZici, rovinu XY za
rovinu kolmou k zorné piimce Z (za rovinu dotykovou ke sféie),
pak jest rovina LOQ rovinou skutetné drahy a tihel LQP = ¢
thel sklonu. Osa X jest pak totoznd s uzlovou p¥imkou a tudiz
u=w-49v, A=0—Q, takie nalezend privé rovnice nabude
tvaru

tan (@ — ) = tan (w + v) cos 1. (14)
K ni pfipojme rovnici (3) ponékud upravenou
1—e¢
tan 1K =V1 _{_etan%v | (15)

a dale rovnici Keplerovu
E—¢esinE = M = ut. (16)

Predpoklddejme nyni, Ze mame k disposici del§i ¥fadu pozorovani,
kterd jsme po pf. opravili vzhledem k precesi a vlastnimu pohybu,
z nichz jsme utvofili stiedy pro jednotliva léta a jez jsme prevedli
interpolaci na poéatky jednotlivych let. Vybefme nyni z téchto dat
dvé 7, 7’ dosti vzdalend, tu t =v— 7T, ¢ = v' — T jsou doby
uplynuvé{ od priichodu periastrem (epochy). Polozme

E —esinE =u(v —T)= M,
E' —esinE =p(t' —T)=M,
odkudz plyne
M —M T Mr— M
L T M —M
Ze stfedniho pohybu u dostaneme obé&inou dobu P = 27/u.
Piikrotme nyni k ¥eSeni piikladu. Zvolime piiklad, ktery
uvadi také Lewis a Baizef) totiz dvojhvézdu ¢ Herculis, jejiz
hlavni hvézda jest 3,0, druzice 6,5 vel.

- Tato dvojhvézda hodi se k tomuto udelu z nékolika duvodi.
Predevsim od objeveni jejtho W. Herschelem 18. &ervence 1782
aZ do dne&nfho dne vykonala vice neZli éty¥i Gplné obghy, jejf draha
je tedy dostateéné zabezpedena. Ale i jinak jest — jak uvidime —
dréha jeji nadmiru zajimavéi. Herschelova méfeni této dvojhvézdy
uloZena jsou v Pamétech Kral. Astronomické Spole¢nosti v Lon-
dyné. Pro nas pifklad omezime se na pozorovéni vykonans réznymi
pozorovateli v letech 1870 aZ 1905. Ro&ni sttedy utvorené z t&chto

pozorovani podava ndasledujici tabulka.

5) Bull, S. A. Fr. 1930. S. 371 a nésl.
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