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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Poznamka k vytvofeni prostorové krivky
4. ¥adu 2. druhu.

F. Vycichlo.
(Doslo 25. srpna 1933.)

I. Prométnost zakladnich dtvara 2. fadu vede pfimo k vy-
tvorenil) bikvadratické k¥ivky K4, ktera je druhého druhu, svazkem
rovin (s) 2. tf¥idy a prométnou k nému ¥adou p¥imek (R) na ploge
druhého stupné H.

Budiz s vrchol kuZele 8 obaleného rovinami a P ptimka vytéené
fady, ktera libovolné roviné n svazku prométné ptislusi. Rovina =
protind (£) v bodové radé na kuZeloseéce K a dany svazek rovin
ve svazku pfimek o vrcholu s, ktery je k této fadé prométny;
prochazeji tudiz t¥i pfimky tohoto svazku piislusnymi jim body
uvedené rady, a to jsou body nasi prostorové kiivky, jejiz Stvrty
bod v roviné = je priseéikem (x X P). Libovolna rovina g, ne-
obsahujici s, protina (s) ve svazku piimek 2. t¥idy a fadu (&) v fads
bodové 2. fadu, jez je k tomuto prométna. Prochazeji tudiz 4 pfimky
svazku prislusnymi body fady a tyto body nalezi kiivce K% Ale
i kdyZ prochdzi rovina ¢ bodem s, plyne z dané prométnosti, Ze
prochazeji 4 roviny svazku (s) p¥islusnymi body fady, v niz (&)
seCe tuto rovinu. KdyZ koneéné rovina o prochazi piimkou P
fady (R), pak protina H jesté v piimce fady druhé @, na niZ vzniké
bodova involuce prométna ke svazku piimek, v némz g sede sva-
zek (s); lezi tudiz t¥i body fady bodové na @ na pifslusnych piim-
kach tohoto svazku, z &¢ehoZ usuzujeme, Ze na kazdé primce
fady (R) lezi jeden bod a na ka%dé piimce ¥ady druhé nalezejici H
lezi t¥i body kiivky K<

Promitnéme uvazované Gtvary z bodu s do libovolné roviny u.
Piedev§im promits se fada (R) svazkem rovin 2. tiidy (¥), ktery
je prométny ke svazku (s), kdyz kazdé roving v (s) pritadime onu
rovinu tohoto svazku, ktera prochazi piimkou prométné ji prislus-
nou v (R). Tyto svazky vytvoruji kuzel 4. ¥4du K¢, jimz se promité
K* z bodu s.

1) Razné vytvofeni uvaZované kvartiky uvddi: Gino Loria: Curve
sghembe speciali I, pg. 276 etc., L. Vietoris: Eine besondere Erzeugungs-
weise der Raumkurve 4. Ordnung . . ., Sitzb. Wiener Ak. 1916, pg. 269 etc.

Gasopls pro pestovan{ matematiky a fysiky. Rodnik 63. 6



74

Pramét kiivky K* do u je tudiz kiivka 4. fadu K,

Uvedend prométnost nalezi kolineaci dvou trst o spole¢ném
vrcholu s. V této kolineaci prisluseji piimkam, v nichZ se roviny
svazku (s) dotykaji kuzele, pfimky kuZele soustiedného L a ted-
ného k H, v nichZ se ho dotykaji odpovidajici roviny ve svazku (7).
Budtez A4,, Az. Aj; samodruzné piimky uvedené kolineace. (Pred-
pokladdme, Ze tato kolineace, stejné jako prométnost, je obecnd.)
Teénym piimkam k S vedenym piimkou A, odpovidaji prométné
roviny v (7), které prochazeji rovnéz prlmkou A,; obdobné
pro A, a A,

Z toho plyne, Ze ptimky A4,, 4,, 45 jsou dvojnymi ptimkami
plochy K* a Ze tudiZ tato je racionalni. Je tedy také primét K,*
kiivky K* ktivka racionalni, ktera ma stopniky a,, a,, a; pfimek
A,, A,, A, na p za body dvojné. Odpovidaji si tudiz svazky 2. t¥idy
stopnich kiivek S,, L, ploch 8 a L v kolineaci, ktera mé a,, a,, a, za
body samodruzné a vytvoruji svymi pruseéiky kiivku K,

Z prométnosti svazkG teéen na L, a S, plyne, Ze 4 telny
ktivky S, prochéazeji body dotyku prométné pFislusnych jim teden
kiivky L, a naopak, jezto svazek teéen na S, je zdroveii prométny
s fadou bodu dotyku pfislusnych teéen kiivky L, a naopak. Z toho
plyne, Ze kiivky S, a L, jsou vepsany kiivce K,* dotykajice se ji
ve &tyfech bodech.

Zvolme nyni trojihelnik a,, a,, a; za zaklad prométné soufadné
soustavy. Pak rovnice kiivky K,* ma tvar:

A1 %207 + Aga®3? X% + Ay 2% + 2052 Xa%5® + 2095737,7, % +
+ 2a5 257, %,* = 0. (1)
Transformujeme-li kiivku tak, aby kazdému bodu ptislusela jeho
harmonikala vzhledem k trojahelniku @,, a,, a;, pak se transformuje
v kuzelosetku V, jejiz rovnice v piimkovych soutadnicich je:
Canty? o+ ggUs® + agug® + 205U, + 2005005 + 2agusus = 0. (2)
Libovolné teéné (u,, u,, us) k¥ivky V piislusi uréity bod (z;, x,, z,)

kiivky K,* a naopak jehoz soufadnice plynou ze soufadnic teény
rovnicemi:

x—l x—l x—l
91.‘—,“1.- Qz—uz’ Qs—us

Tim bodem je stanoven svazek piimek:
uy, + (% — 1) Uy — 2ugz; = 0. (3)

Kdy# («;) probiha k¥ivku (1), tu ptimka u; obaluje kuZelosetku (2)
a pro kaZdeé x obaluje piimka (3), jejiz soufadnice U; jsou dany
rovnicemi:

QUI Uy, QUﬂ (” - 1) Ug, QUS = — KU,
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kuzelosetku:

(x—1)? %%ugz + #PanUs? 4 (x—1)* agUs® + 222 (x—1) a,U, U, —
— ¢ (% — 1) apaU, Uy — 23 (x — 1)%2 aq U, U, = 0.

Bodova rovnice této kuzelosetky je:

g
(y 1o (13 2 — 1)
Zy
@2 Az Qa3 _x_ .
x |
3 (a3 Uss — 7
Lmmwm
2(x—1) x x—1

aneb, znad¢ime-li 4;; minory determinantu kiivky (2):
Apa® + (0 — 1)% Apxy® + 22 Ags® + 2 (6 — 1) Aoy, —
— 2% (x — 1) Apsxoy — 20 Az w52, = 0. - (4)
Mizeme ji psati téz ve tvaru:
#? (Ap®y® + Aggs® — 2A552,%5) — 20 (Agas® — Ao Ty — A3 +
+ Ans®) + Apy® + At — 24,77, = 0
Méni-li se », obdrzime soustavu kuzeloselek, jez obaluji kiivku
o rovnici: .
(Apxs® + Agp®s® — 2455%%5) (A@® + Ap®® — 245,0,7,) —
. — (Agty® — Agoty Ty — Aggpy + Agy32,)* = 0
¢ili ‘
Uy T Ts® + Aga®sTy® + Age®*Te® + 20,57, Xo%5% + 20052,%5%,% +
+ 205257, %, = 0.
Obaluje tudiZ soustava téchto kuZelosedek kiivku K,* Libovolné
dveé z téch kuZelosedek jsou prométné a piisluseji sobé v kolineaci
v roviné yu, kterd ma a,, a,, a; za body samodruzné. Nebot piislusi-li

jedna z nich K, parametru », druha K, parametru »’, plyne pro
soufadnice U, U,, U; teéen prvé z nich:

QU]. = ul, QUZ = (%_ ].) ’I,L2, QU3 = — %us
a pro soufadnice druhé U',, U’y U'; pak:
Uy =wu, oU,= @ —1)uy, o'U'3=—nu,
x—1

takde  @"Uy = Uy, ¢"Us= 5y U'y ¢"Us=xU"y

3 —
7 6‘
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a kiivka K,* je vytvorena prométnymi svazky teéen na téchto
kuzeloseckach.

KaZda z téchto dvou kuzeloseéek se dotyka kiivky K,* ve
4 bodech, ponévadz z nasi prométnosti plyne, Ze 4 teény kuzelo-
se8ky K, prochazeji body dotyku pifslusnych teéen kuzelosecky K,..

. Jedna z kuZeloseéek uvazované soustavy splyva s L,, prométné
" prislusnou S, miZeme tudiz nahraditi libovolnou jinou kuZelo-
se¢kou nasi soustavy.

Z toho plyne, Ze lze K* vytvofiti nekoneéné mnoha zpisoby
fadou pfimek na H a svazkem rovin 2. tfidy k ni prométnym, jehoz
vrchol je bod s. Je tedy mozno bodem s vésti nekoneéné mnoho
kuZelt 2. stupné, z nichz kazdy, jakoZto svazek rovin 2. t¥idy
prométnych k ¥adé (R), vytvotuje s ni kiivku K* Libovolné dva
z téchto kuZeld jsou prométné a v kolineaci, jiz tato prométnost
uréuje, jsou samodruzné piimky bisekanty kiivky K* bodem s
vedené. V8echny tyto kuZele obaluji racionalni kuzel 4. fadu.

Jelikoz je pramét kiivky K* z libovolného bodu v prostoru s,
do roviny u racionalni k¥ivka 4. ¥adu, soudime z toho, Ze pro kazdy
bod s,, jenz nelezi na K* (pro ktery je tedy primét K* nerozpadla
kiivka 4. Fadu) lze sestrojiti nekoneéné mnoho svazki rovin 2. t¥idy
prométnych k uvazované radé piimek na H, jez s touto vytvoruji
kitivku K4, jejiz prumét z s, do u je kiivka K,*

Kiivka K,* muZe miti ve zvlastnim pripadé v jednom z bodt
a,, @y, a5 inflexni uzel. Piedpokladejme, Ze tomu tak je pro bod a,.
V tomto piipadé prochdzeji piimkou s,a; dvé oskulaéni roviny
kiivky K*, z nichZ jedna oskuluje v jednom, druha v druhém bodé
kiivku K¢, v némz ji sebe bisekanta s.a; v tomto pripadé zvana
bisekantou hlavni.

Rovnice teéen kiivky (1) v bodé a; je

Ay + Gge®® + 204,212, = 0
ony protinaji kiivku jesté v bodech, jez lezi na kuZeloseéce:
UgsZ1 Xy + 209373 %5 + 205 Xy%5 = O,
ktera v pi‘ipadé, kdy tetny ty jsou inflexnimi, musi degenerovati
v piimky
takze gy = a5, = 0.
Rovnice (1) potom piechazi v rovnici:
B2 %205% + Apa322:2 + Ag®y2X% + 20157, To75% = O,
nebo, zménime-li oznadeni soudinitelt:
. 22 5? + Ag®s®2 — 45?2 %, + 20057, 2257 = 0.
Potom jsou tetny této kiivky v bodé a, dany rovnicemi:
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a,x3 — azx; = 0, a5 + azx, = 0.

Prvé z nich protind k¥ivku K,* mimo bod a, jest& v jednom bods
lezicim na pfimce
Ay + 20352, = 0.

Ma-li tato te¢na byti inflexni, musi tento bod splynouti s a, a tedy
piimka pravé uvedend musi splynouti s x, = 0, takie a;,, = 0
a rovnice kiivky jest v tomto pripadé, klademe-li a, = a2,

a2,%% + anas?x,? — asx 27, = 0. (5)

Z této rovnice jest také patrno, Ze také teéna a,x; + azx; = 0 jest
te¢nou inflexni, a proto je téZ a, inflexnim uzlem. Pak je téz a,
inflexnim uzlem. Z toho plyne, kdyZ bod s, nilezi jedné hlavni
bisekanté a kdyz jim prochazi dalsi bisekanta té vlastnosti, Ze
oskulaéni rovina kiivky K%, v jednom jejim bodé na ni lezicim,
obsahuje tuto bisekantu, pak ji obsahuje téz oskulaéni rovina k¥iv-,
ky K* v druhém jejim bodé na této bisekanté lezicim. Je tedy téz
tato druha bisekanta hlavni a bodem s, prochazi pak jesté tieti
hlavni bisekanta. Z nich mohou nejvyse dvé protinati K* v realnych
bodech.

Vyjadiime si jesté parametrické rovnice kiivky K* v p¥ipadé,
ze prumét K,* je dén rovnici (5). Pfi tom pro jednoduchost budeme
predpokladati, Ze rovina u je polarni rovinou bodu s,, a Ze soustava
soufadnd je vytknuta soufadnym Gtyfsténem ay, a,, a3, @4 = S,.
Potom stopa plochy H na roviné u, jako kuZelosetka Ly, je

aztas®x,? + (2 — 1)% as?a,%x,? — »%a,2a,%x* = 0,
nebot L, patii do soustavy (4).
Rovnice plochy H je tudiz
a?asx® + (% — 1) a3%a,%x,® — #2a,20,°x52 — a’x,® = 0,
kde a4 je ur¢itda hodnota. -

Vyjadiime nejprve parametrické rovnice kiivky K,*a pak pro
ktivku K* uzijeme rovnice plochy H.

Za tim Gdelem vytkneme si, jak zndmo, svazek kuZelosedek

Ty (@5 — g%s) + Amyy = 0; i
ponévadz kazd4a kuZelosedka tohoto svazku prochéazi dvojnymi body
ktivky K,* a dotyka se ji v bodé a,, protne ji jesté v jednom bodé,
pro ktery

x
a2
L3 Ty
ZX. Z.
LI W RN |
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Z rovnice (5) kiivky K,* plyne potom

x
2__ 9 A__j2—
a, ay P 0,
. takze
: % 0 — A oz az (a,* — A?)

Ty 20,k X, a (a2 — A%) + 2%,
Jsou tedy parametrické rovnice k¥ivky K,%:
o, = ay,t — A%, oxy = 2a,4 (a2 + A?), ox; = 2a44 (a,® — A2). (6)

Z rovnice plochy H plyne dosazenim pravé uréenych hodnot
78, Xy, Xy, Ty

20,222
Q% [42a,27% — (@, + A2)?]2.

ay%as?

Rovnice je kvadratickd — dostavame dvé kiivky K,4, K,*, v nichz
kuzel o vrcholu a, = s, a ktery promitd K,%, protind plochu H.
Uvazujme tu, pro kterou jest

0%,

o 4xa,%22 — (a,® + A%)2%

Pro parametrické vyjadieni této kiivky pf'istupujeAtedy k rovni-
cim (6) jesté rovnice '
0m = + 22 (4?12 — (ay? + 127,
4

Zvolme jesté misto parametru A parametr u tak, aby A = au;
potom '

0%y = ay (1 — pf). 0% = 2apu (1 + p?), 025 = 2a5u (1 — u?),

a,a
= 20 e — (1 + .

2,
0%y a4
Tyto rovnice pievadime mnohdy transformaci

y l Ay %y Ly 3 Ly 3
TR e e e = — —’0' _ — — —,
O = S, T Baya, TV da, ' 4ay %= ta,  da,
T |y, 2
—_ — , & = 2 —1
OYs 2a, + 2a,a,0 © e

na tvar

oy, = 1 —&%? oYy = p, oys = p°, oy, = p* (e — u?).?)
II. Prostorova kiivka 4. fadu 2. druhu K* vznikne téZ promét-
nosti mezi kubickou involuci J; pfimek fady jedné a fadou J pfimek

2) Laguerre: Oeuvres II, pg. 281.
g
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fady druhé na obecné piimkové plose 2. stupné H. Kazds primka
fady J je protata pfimkami z Fady, jez tvoii pfislusnou skupinu v J,
ve tiech bodech a kazda pfimka nalezejici nékteré skupiné v J,
jest protata piislusnou piimkou v J v jednom bodé kiivky K¢

Bud s libovolny bod prostoru, z néhoZ promitame do polarni
roviny o bodu s vzhledem k H. Praméty pfimek na H obaluji
kuzelosetku K. jez je stopou kuZele o vrcholu s opsaného plose H
a zaroven jeho kiivkou dotyku s H. Stopniky pfimek v J, na kuzelo-
sebce K tvoii kubickou involuci prométnou s fadou stopniki
piimek v J a tedy, vzhledem k prométnosti bodové fady na kuzelo-
sece a kiivého svazku teden v téchto bodech sestrojenych, mame
na kuzeloseéce K involuci 3. stupné teen a prométny k ni svazek
teen 2. stupné.

Priseéiky takto sobé prifadénych tecen kuZeloseSky vytvori
kifivku 4. fadu racionalni K,* ktera je prumétem kiivky K* do
roviny o. “

Pro kiivku K* je moZno snadno urditi parametrické rovnice,
uzijeme-li kiivky K4,.

Libovolna teéna A4; kuzelosetky K protne uvedenou involuci
v involuci bodové 3. stupné J'; k J; prométné a uvedeny svazek
te¢en v bodové fadé J’' k J rovnéz prométné. Jsou tedy J'; a J’
mezi sebou taktéz prométné. Na 4, zvolme dva body a,, a, a vedme
jimi teény A,, A4, ke kuzelosetce K ruzné od A,, které necht se
protnou v bodé a,.

Zvolime-li trojthelnik a,a,a; za trojuhelnik soufadny pro
projektivni soufadnice, bude miti rovnice kiivky K v soutadnicich
teénovych tvar:

A UU3 + AUz + Agu Uy = O

a tudiz bude v soufadnicich bodovych
2% 4 o207 4 32252 — 20,050, Xy — 20503503 — 2030, %37, = 0. (K)

Libovolna teéna kuZelosetky protne piimku A; v bodé ¢, pro néjz
23 = 0 a pro né€jz pomér z,/x, kladme roven A. Teény z toho bodu
ke kuZeloseéce budou tudiz

23 =0, (@ — a,A) &, + (44 — a,) x5 + azhzy; = 0.

Posledni rovnice je rovnici teény bodem ¢ prochéazejici a riizné od 4.
Prométnost mezi J'; a J' je vyjadiena obecné rovnici

(ah® 4+ B2 4 yA + 0) &y + @A + Bl + pud + 6, = 0, (I)

v niZ uréuje 1 libovolny bod v J'; a 4, prométng pifsludny bod v J'.
Ma tudiz piislusnd teéna v involuci na K rovnieci:

(@ — a,) 2, + (@14 — @) 42y + azdas = 0
a teéna k ni prométna ve svazku teten na K rovnici
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