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CASOPIS PRO PESTOVANT MATEMATIKY A FYSIKY

CAST DIDAKTICKO-METQDICKA

VOJTECH TUCEK (Mor. Budéjovice):

Staré a nové o stredoskolské geometrii vibec
a o geometrii trojuhelniku zvlast.
I

Udebné osnovy pro stfedoskolské vyudovani geometrii lze
charakterisovati tfemi znaky:

1. Planimetricka a trigonometrickd latka od IV. do VI. ti{dy
jest soustfedéna k nauce o trojthelniku. Ke konfigura¢nim
a metrickym vlastnostem trojahelniku se sbiha, od nich se roz-
vétvuje k vlastnostem jinych atvari.

2. Pii vyudovani jest sledovana v podstaté cesta historického
vyvoje geometrie prirozené, ktera, vyludujic prvky imaginarnf
a nekoneéné, buduje na nauce o shodnosti a podobnosti ve smyslu
Euklidovy systematiky a vySetfuje vlastnosti geometrickych
Gtvara prevaznou. mérou synteticky, synteticky ve star$im
smyslu slova. '

3. Rozlisujeme-li vztahy konfiguraéni a metrické, shle-
dame, Ze sttedoskolska geometrie dava prednost metrice; sestrojuje
a poé¢ita délky, plo&né obsahy, thly a jiné veli¢iny z danych prvka.
A tu zase shledame, %e konstrukce i vypoéty postradaji téméf
docela soustavnosti, ujednocenosti a uspofddanosti ne-
toliko s hlediska praktickych potieb, ale i po strince metodické
a teoretické, kde jde o odvozeni zakladnich metrickych vztahi,
jez pak slouzi k oném konstrukcim a vypodtém.

Z uvedenych znaku plyne ziejmé Fada nedostatkt a chyb
sttedoskolské geometrie vitbec a geometrie trojahelniku zvlast. .
Nejdulezit&jsf z nich jsou dany okolnosti, %e jest sttedoikolska
geometrie trojahelnfku v zdsadnim a hlubokém rozporu
s modernim chdpdnim geometrie jako exakini védy a s chdpdnim
vyznamu a vztahu jmenovaného specidlniho oboru k celku této védy.

Sledujeme-li rozvoj geometrie, shleddme, Ze pfirozena geo-
metrie trojuhelniku je v podstaté uzaviena v prvn{ poloving.
19. stoletf. K. W. Feuerbach: ;,Eigenschaften einiger merkwiirdigen
Punkte des geradlinigen Dreieckes und mehrerer durch sie bestimm-
ten Linien und Figuren®, 1822; C. F. Jacobi: ,,De trianguli rectilinei
Proprietatibus®, 1825; Ch. G. Nagel: ,Untersuchungen iiber die.
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wichtigsten zum Dreiecke gehorenden Kreise®, 1836; J. B. Feaus:

,,Uplné teorie rovinného trojihelniku®, 1846 a C. Adams: ,.Die
merkwurdlgsten Eigenschaften des geradllmgen Dreieckes, 1846
rozvedli pouze objevy, které uéinili G. Ceva: ,,De lineis rectis se
‘invicem secantibus“, 1698; L. Euler: ,,Solutio facilis”, 1765;
0. Fagnano: ,,Problemae quaedam®, 1775 a 4. L. Crelle: ,,Uber
einige Eigenschaften des geradlinigen Dreieckes®, 1816. Posledni
souborné dila z druhé polovice 19. stoleti napsah G. Reuschle:
,,Uber die Punkte, Transversalen und Kreise des Dreieckes®, 1853;
G. B. Marsano: ,,Considerazioni sul triangolo rettilineo*, 1863;
E. Uhlich: ,,Altes und neues zur Lehre von den merkwiirdjgen
Punkten®, 1886 a J. S. Mackay — &etné prace z posledniho desiti-
leti stol. 19. V8e ostatni jsou kratsi i delsi pojednani raznych autort,
jichz podet jde podle M. Simona do pil tretiho sta jen v druhé
polovici minulého stoleti, uveiejnéna v rozliénych asopisech perio-
dickych pro matematiku a geometrii.

Prevazné vétsing jmenovanych praci jest spoleéné, Ze:

1. Po strance vlastnosti konfiguraénich vysSetiuji polohové
vztahy t. zv. pozoruhodnych boddt, t. j. pruseé¢ikdt os stran,
os thla, vysek a jinych transversal, které v triplech poskytuji
urdité prusediky, jako mimo uvedené bod Grebe-Lemoiniv, Ferma-
tav, Torricellisv, body Nagelovy. Brocardovy a j.; dale vysetruji
polohové vztahy uréitych kruznic, jdoucich vice nez tiemi body,
na pi. Feuerbachovy, Lemoinovy, Brocardovy, Tuckerovych a j.,
- a to tak, Ze vznik kaZzdého takovéhoto Gtvaru jest samostatnou,
od ostatnich isolovanou otézkou.

. 2. Po strance metrické vySetfuji a poéitaji z podobnosti nebo
trigonometricky vzdalenosti onéch bodu, délky aseki na stranach
a transversaldch, poloméry uvedenyeh kruznic, plo$né obsahy
zvlastnich obrazci, aritmetické vztahy mezi nimi a raznymi jedno-
duchymi prvky zakladniho trojﬁhelniku, odvozuji z vyslednych
vyrazi, interpretujice je geometricky, rizné vlastnosti konfigu-
ra¢ni. Pfitom neni ani zde Zdédného jednoticiho hlediska,
usoustavnu]iciho principu.

Tak se jevi prirozend geometrie trojuhelniku jako pouhd sniska
precetnych polokovych a metrickych vztahi, nikoliv jako soustava
poznatki, navzdjem spjatych a logicky uélenénych podle wréitych
myélenek, které plynou z povahy samé zdkladni konfigurace t¥i bodw
a irt. primek v prostoru.

Bral-li se vyvoj pfirozené geometrie do polovice 19. stoleti
cestou, kterd vedla k vylitené roztfisténosti a nevédeckosti, je to
pochopltelné Nechiapeme vSak, proé ustrnula na stiedni Skole
a proé se tam dosud udrzuje, kdyz jeji vyvo; se nezastavil a Sel
dale od padesitych let minulého stoleti az po nase dny. OvSemze
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nepiisel nahle; byl jiz difve pfipravovan objevy a vyzkumy pied-
chdzejicich staleti. Piipravu tfeba jest vidéti ve tiech skupinach vét;
prvni
1. ve vété Menelaové z 1. st. po Kr. o transversalach v troj-
thelniku a '
2. ve vété Cevovd o prusetiku tii libovolnych transversal
vrcholovych, z r. 1698; jest to dualni obména véty Menelaovy.
Pro¢ prochazeji na pi. vSechny téznice trojahelniku 4,7,
- A,T,, ATy tymZ bodem ¢¥) Proto, ponévadz prochazi tymz bodem
kazda trojice vrcholovych transversil, sekoucich strany troj-
ahelniku 4,4,4, v bodech P;, P,, P,, je- 11 splnéna Cevova metricka
podminka
AP,y . APy . AP,
P,A,.P,A,. PA,
Ponévadz plati o téznicich vztah
AT . 4,T, . A,T, _ 3% 30 30 1
T,4,.Ts4, . Tv4;5  4a,. 305 %0, ’
o vyskach 4,V,, 4,V,, A;V; vztah
A Vy. AV, . AV, aycos @ . az cos ay . a; COS oy
Vod, . V;4,. ViA;  aycos e, . a, cos @, . @y COS a

= 1.

=1,

0 spojnicich vrcholu A4, 4,, 4; s dotykovymi body ' D,, D,, Ds
kruznice vepsané na stranich vztah
A,D; . 4,D, . 4;D, _ (s —a) (s —ay) (s —ayg)
D,A, . D;A, . DA, (s—al)(s—az)(s——as)
atd., proto procham kazda z uvedenych trojic transversal tymz
bodem tézistém, ortocentrem atd.

Nebo jind znama véta: Proé¢ lezi prisediky stran trojahelniku
A1A2A3 s prlsluényml stranami trojthelniku vjrékovych pat
1 Vz, Vs na téze primce? Proto, ponévadz lze dokazati, Ze jmeno- -
vané pruseélky Sy, S, 83 Vyhovu]i Menelaovu metrickému vztahu

A8, . A8, . A48,
84, . 854, . 8,4,

ktery plati pro kazdou trojici bodd B,, B,, By na stranich A4,4,,
4,4,, A, A, trojthelniku A, 4,4, lezi-li body na téZe. ptimce, tedy

=1,

=1,

*) Prisludné obrazce, o nich¥% bude uva¥ovéno, necht si $tens¥ narysuje
sdm. Jsout zcela jednoduché a s dostatetnou podrobnosti popséany. —
Z technickych divodfi jsou vynechény znadky tusedek nad pismenanu,

znaéi tedy A4,P, tsetku A,P; atd.

3.0
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vztah
A,B; . A,B, . A4B,
B,A, . B;A4, . B,A,
Dikaz provedeme takto:
V A A,4,4, jsou paty vysek V, proti vrcholu 4,, V, proti 4,,
V3 proti 4,. Spojnice V,V; protind stranu 4,4, v bod¢ S,. V,V,
stranu 434, v bodé 8,, V,V, stranu 4,4, v bodé S,. Ponévadz je
V,V38, transverséla v A A4,4,4,, jest podle Menelaovy véty
AV . A8, . AV, = — V,A4,. V,A4,. S,4,.
a podle Cevy

=—1.

A Vs . AV, . AV, = V,A, . VA4, . ViAy;
délenim obou rovnic a odstranénim zlomk® obdrzime
A,8,. Vid; = — 8,4, . 4,V5;
podobné jest A8, . VoA, = — 8,4, . AV,
' 1P3 - V3 2=—SaAz‘A1V3-
"~ Nésobenfm vsech rovnic obdr#ime

A8y . AyS, . AgS, . (Vi A, . VoA, . V,4,) —
= — 8,4, . 8A, . S dy . (A,V, . A,V . A,V,).

Soudiny v zédvorkdch maji podle Cevovy podminky stejnou
hodnotu, a po kraceni obdriime Menelaovu podminku

A8, . 4,8, . 4,8,
8,4, . 8,4, . 8,4,

coz bylo tieba dokazati; body S, S, S; lezi na téZe pfimce.

- Neni tudiZ s hlediska Cevovy a Menelaovy poulky Zidnych
»pozoruhodnych® bodi a transversil. V8echny takové atvary
jsou stejné pozoruhodné, je-li jen vyhovéno ob&ma metrickym
vztahim. VSechny specielni pfibuzné konfiguraéni vlastnosti jsou
onémi metrickymi vztahy vazény, vSechny specielni metrické
vztahy toho druhu plynou nutné z onéch konfiguraci a zase naopak.
Zde jest jedmotici princip, ktery méni snaSku isolovanych vztahi.
v usporddanou soustavu.

Druhé skupina vét, které piipravovaly vyvoj moderni synte-
tické geometrie, jest

1. véta Desarguesova z r. 1630, Ze prusediky sob& odpovidaji-
cich stran dvou trojahelniki v takové poloze, %e spojnice sob&
odpovidajfcich vrchold jdou tymZ bodem, lezf na jedné primce, a

2. vlastnosti 4plného étyrrohu, jimz jest definovén &ife konfi-
guradné metricky vztah harmonické &tvefiny bodd.

Jimi jest vyjddiena podstata druhého jednoticiho principu,
- v némZ jsou obsaZeny piedetné konfigura¢ni vlastnosti bodu

a transversal. -

:—1’
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Jako pifklad uvedu zndmou vétu van Swindenovu, Ze paty
kolmic, spusténych s paty libovolné vysky v trojahelniku na
druhé dvé vysky a druhé dvé strany trojahelniku, leZi na jedné
ptimce, rovnobézné k protilehlé strané trojahelniku vyskovych pat.
Dukaz lze provésti takto:

Vi, Vo, Vy jsou paty vySek A, Vi, AV, AV, v A A 4,4,.
Vedme
ViK, | As4,, tedy | 4,V,.
ViK; | A4,4,, tedy || A5V,
ViSs | A4;V;, tedy | 4,4,
Vi8S, 1L A4,V,, tedy || 4,4,
I” jest praseéik vysek; v konfiguraci bodua V.8,V V,4, jest
' Vid,: ViV = 8,V,: 8,7V,
a podobné V4, : ViV = 8,V, : 8,V
v konfiguraci bodu V,S,VV,4;; jest tudiz i
S,Vs: 8V = 8,V,:8,V,
z Cehoz nutné plyne, Ze jest
838, || VaVs.
Dile jest v konfiguraci boda A4,V,4,8,V,
’ |A2V1 5 V1A3 == VsSa = SsA3,
a podobné AV, : VA, = VK, : K,A,4
v konfiguraci bodt 4,V,4,K,V,; jest tudiz i
VaSs 5 SaAa == V2K2 . K2A3,
z tehoz nutné plyne, Ze jest
S3K, || VsV
Koneéné jest v konfiguraci bodia A4,V,4,V,S,
A2V1 : V1A3 =S A2S2 B Sng,
a podobné AV, : V,Ay = A,K; : K;V,
v konfiguraci bodt A4,V,4,V,K,; jest tudiz i
AzSz H Ssz = A2K3 H K3V3,
z tehoz nutné plyne, Ze jest
K8, || VaVs.
Musi tudiz tseky K,S, S,9; a S,K, leZeti na jedné piimee, na

Spojnici. bodu KssstK,, rovnobézné. ke strané VgV, coz bylo
dokézati.
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Na prvni pohled se zda, Ze véta van Swindenova nemd nic
spole¢ného s aplnym étyfrohem. VSimneme-li si v8ak konfigurace
bodt A4,V;VV,4,4,, vidime ihned, Ze uréuji Gplny étyfroh s ahlo-
pritkami V,V;, 4,V a A,4,. A skuteéné; véta van Swindenova jest
jen zvla&tni piipad konfigura¢ni vlastnosti v kazdém aplném &tyi-
rohu:

Vedeme-li v libovolném Gplném &étyfrohu ABCDEF priseci-
kem thlopiitek AC a BD, bodem O, pfimky:

0@ | DC az k prusediku G na strané AB,

OH | AB a% k priseéiku H na strané DC,

OI | AD az k pruasetiku I na strané BC,

OK | BC az k priseéiku K na strané AD, lezi body GHIK
na jedné rovnobéZce k fihlopti¢ce EF. ‘

Rozdil mezi trojihelnikem a Gplnym ¢étyirohem jest pouze
ten, %e jest trojuhelnik nesdislnékrate bohatsi specialisacemi téze
vSeobecné konfigurace v Gplném &tyirohu, ponévadz jest troj-
thelnik spojenim t#{ dplnych étyirohi netoliko se svymi vySkami,
tedy &tyfrohtt A,V VV,4,45 AV, VV3A3A4,, A3V,VV,4,4,, nybri
triplem dplnych &tyiroht s kazdym triplem vrcholovych trans-
versal, které jdou tymz bodem O,, tedy étyiroht 4,8, 0,8, +,4,4;,
Ay8,048n—1 434, AgSn110,8,4,4,, oznatime-li S, prusecik trans-
versaly 4,0, na strané 4,4, Sp, pruseéik transversaly 4,0, na
strané AgAd;, Sp—, prusetik transversaly A;0, na strané A,4,.

TFeti jednotici princip, v némZ jsou rovnéz zahrnuty cetné
konfiguraéni vlastnosti trojuhelniku, jest princip projektivity.
Projektivni geometrie. vybudovand analyticky M dbiusem, 1827
a Pliickerem, 1829, synteticky Steinerem, 1832 a v. Staudtem. 1847,
uvazuje kuZelosedky jako vytvory projektivnich svazkd paprski.
Lze tudiz i geometrii trojuhelniku, predevsim pokud méme na
mysli ,,pozoruhodné‘‘ kruznice a kuzelosetky vibec ve spojeni
s trojthelnikem, vybudovati projektivné. Ale nejen to. i geo-
metrii trojahelniku samotného. UkézZi to na jednom prikladé.

Jak je znamo, vytvofuje svazek kuZelosetek na libovolné
transversale pary prusedikd, které jsou v involuci. Obé mohou
degenerovati ve dva pary pifmek a obdrizime Gplny &tyiroh. Je-li
oznaten ABCDEF, jest dvojice stran ABE a DCE jedna, dvojice
ADF & BCF druhs degenerovans kuZelosetka. Kazdé transversila
protiné tedy konfiguraci stran a thloptidek v Sesti bodech, které
“musf byti v involuei, coZ dokézal jiz v r. 1843 C. Adams ve spise
,,Die Lehre von den Transversalen in ihrer Anwendung auf die
Planimetrie. To viak méme zase trojihelnikovou konfiguraci A £ F
a t¥i transversdly bodem C. Anebo jeité jinak. ABCD mize byti
Stytahelnik tétivovy, jemuz lze opsati kruZnici; v trojahelniku
A, 444, se viemi tfemi vy¥kami jest to zfejmé ¢tyithelnik 4,V VV,.
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Zustanou-li' body 4,V V, pevné, a Sine-li se pata V3 po kruznici,
opsané ¢tyfahelniku 4,V,;VV, smérem k vrcholu 4,, splyne s nim
kone¢né, a obdrzime konfiguraci specialisovanou: trojahelnik
A VV, Vy= A,, V;d4; = VA, a strana V,4, plejde v teénu
v bodé 4; ke kruznici opsané. Kazda transversala musi opét po-
skytnouti na stranach trojtahelniku, na kruznici a teé¢né Sest bodu
v involuci. I to dokazal jiz Adams ve jmenovaném dile.

Uvedenym ptikladem jest dokazana pfibuznost geometrie pro-
jektivni s geometrii aplného &tyfrohu, takze se dosud uvaZované
jednotici principy redukuji na dva: ma princip projektivity a na
princip, vyjddieny »étouw Menelaovou a jeji dudlni obménou. vétou
Cevovou. V nich jest podstata jednoticiho hlediska, jimi stmeluje
moderni geometrie vSechny konfiguraéni a metrické vatahy a viastnoste
trojithelniku v wuceleny systém, jenz mepripousti hledatr a vidéti
v jednotlivych vlastnostech wkoly a problémy isolované. Pribereme-li’
jesté jiné piinosy vyvoje moderni geometrie, uvazime-li jesté
vyznam imaginarnich prvka v geometrii, obdriime exaktni
definici geometrie trojahelniku, kterou podal Felix Klein ve své
. Elementargeometrie vom hoheren Standpunkte‘:

Geometrie trojuhelniku neni neZ projektivni teorie invariant
péti bodw; t¥i realnych a obou absolutnich bodi kruhovyeh (1,4, 0),
(I, —1,0). A hned dodava: , Erst sie verletht der Geometrie des
Dreveckes den Charakter eines systematischen, durchsichtigen Lehr-
gebiudes, den man, bisher an thr so sehr vermaisste. _

Chceme-li tedy péstovati stfedo§kolskou geometrii v duchu
moderni exaktni védy, musime ji v naznafeném smyslu reformovati.
Tim vSak netoliko pfekoname zdsadni a hluboky rozpor stiedo-
Skolské, ptirozené geometrie s moderni geometrii syntetickou,
nybrz odstranime i druhou zakladni chybu, jiZz se ona dopousti:

Odstranime disproporci mezi upfili§nénow pééi o metrické vztahy
a mnohdy o prili§ mechanické pouZivdni téchio vztahi, k vypoltim
Cire formalistickym a pomérné malow péét o vztahy konfiguraéni.

Slovo ,,geometrie” znamena sice métictvi. Vyvoj dal viak
této véds jiny smysl. Méfictvi ve starém toho slova vyznamu
nikterak nepronika az k podstaté vlastnosti prostorovych atvart;
naopak, ono ji zastira. Podstata moderni geometrie zdleZi vak
v pronikdni lidského ducha do struktury prostorovych konfiguraci,
kde jest metrika pouhou aritmetickou ilustraci vlastnosti konfi-
guracnich. Jest tudiZ i po této strance reforma nutna.

II.

Nez viak bude moci byti provedena %4doucf reforma, uplynou
moznéa desitileti. Jest tieba véc dikladné promysliti a provésti
vybér piisluiné latky velmi pedlivé. To nemiize byti dilem jediného
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¢tlovéka; prace musi byti vykondna spoleénym Gsilim kolektivu
stfedoskolskych a vysokofkolskych profesori geome-
trie. Organisaénim stfediskem a dirigentem miZe byt
Jednota ¢&sl. matematiki a fysikii.

Co v8ak mozZno udiniti v dobé pfechodné? Jest mozno od-
straniti roztfiSténost pfi vyudovani geometrii na pidé geometrie
prirozené? RoztriSténost zalezi podle mého minéni hlavné
v tom, Ze odvozujeme zdkladni konfiguracni a metrické vztahy isolo-
vané, kazdy z jiného zdkladu. To ma ten neblahy ndsledek, Ze je

1. v hlavach Zak® v nejlepsim pifpadé snuska pfeéetnych
formuli, pro néz vSak neni 2adné jednotné opory pro za-
pamatovani, jak byly odvozeny,

2. Ze pri prevaze metriky a vypodtl nad konfiguraénimi vztahy
a vlastnostmi unikaji Zaktm preletné zajimavé a dulezité
‘vlastnosti konfiguraéni.

Pri¢ina tohoto nezadouciho stavu nespoliva oviem pouze
ve stfedoskolskych osnovach. Jest také v tom, Ze se na vysokiych
Skoldch vénuje stredoSkolské geometrii mepatrnd pozornost. Tim se
stane, Ze mlady absolvent university neovlada dikladné ani svij
vlastn{ obor, jemuz bude na stiedni S$kole vyudovati. Ze stiedo-
8kolské geometrie nepoznal na université nic nového a uéi pak
v praxi zase jenom tomu, éemu se naudil pfed maturitou. Tak se
potom nutné neustale toéime na témz misté.

Chei v8ak ukazati, Ze jest vychodisko aspoini z roztii-
§ténosti na pidé staré geometrie stifedodkolské. Jest velmi
jednoduchy konstruktivni predpis pro vychodiskovou konfiguraci,
ktera umoziiuje vychazeti pfi odvozovani zékladnich vztaht vidy
z téhoz zakladu jak na stiednim, tak na vy$$im stupni.

Jest ostrouhly trojahelnik A4,4,4,; jeho strany maji delku
a,, ay, ag tak, Ze jest a, > a; > a,, a Ghly a; > o3 > a,.

hel a, preneseme kruzitkem k vrcholu 4, od strany (ramene)
A, A, smérem dovniti trojihelniku. Jeho druhé rameno protne pak
stranu A4,4; v bodé¢ B;,. Podobné pieneseme a; k vrcholu 4, od
strany 4,4, smérem dovnitt trojahelniku a obdrzime na strané 4,4,
© priasetik C,. Ze vztahu o, + @, + a; = 180° plyne, Ze jest

X A,B,C, = X A,C,B, = «a,,
A A,B,C, jest rovnoramenny a
; A BlA A 00 A CiA,A4, 00 N\ A A,A,.
Stejné lze prenésti ¢y k vrcholu 4, od strany 4,4,, e, k vrcholu 4,

od strany A4,4,; e; k vrcholu 4; od strany A;4,, e, k vrcholu 4,
od strany A,;4;, vidy smérem dovniti A 4,4,4;. Druhd ramena

- pienesenych ithli poskytnou postupng prﬁseciky B, a O, na strané

3 AsAl, prusetfky B, a C; na strané A A, Opét jest
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X A,B,C, = ¥ A,CyB; = ay, {A3B303 X A,C,B; = a,

a trojuhelniky A,B,C,, A3B;C; jsou rovnoramenné, trojahelniky
A,B,A4,, A,C,A;, A;A,B;, A, A4,C5, A, 4,45 jsou podobné.

Prvni vyznam popsané konstrukce jest, Ze lze ji pouziti
k poudeni zaki o podstaté funkcionalniho myslenf v geo-
metrii. Uvazujeme, co se méni v konfiguraci vrcholovych trans-
versal 4,B, a 4,C,, zmensuje nebo zvétsuje-li se Ghel «, tim, Ze se
gine vrchol 4, ,,pfimo‘ vzhiru nebo ,,pfimo‘* dolu. Vzdaluje-li se
vrchol 4, od zékladny 4,4; = a,, zmensuje se a;, a, a a5 se zvétsuji;
proto se body B, a C, od sebe vzdaluji a bliZf se k vrcholim A4,,
piipadné A4,. B; splyne s A,, C; s 4;, ubéhne-li 4, do nekoneéna,
kdy jest ay = @3 = 90°. Naproti tomu se body B, a C, k sobé&
ptiblizuji; podobné i body B; a (. Blizi-li se v8ak vrchol 4, k za-
kladné a,, zvétSuje se a,, ay a oz se mensi; body B, a C,; se vzdaluji
od vrcholu A4,, 4; a blizi se k sobé. Body B, a C,, B; a C; se vSak -
od sebe vzdaluji. V okamziku, kdy je Ghel a, pravy, jest A 4,4,4,
pti A, pravouhly, body B, a C, splynou, a ramena rovnoramenného
trojuhelnika 4,B;, A,C; utvoii vysku A, P, (P, = B; = (,), kolmici
vrcholem 4, na stranu 4,4, Vratime-li se k pivodni konfiguraci,
kdy jest tro;uhelmk ostrouhly, zustane kolmice A4,P, V\jékou jak
v A A,4,4,, tak v A AB,C,, pilic zékladnu B,C, i thel p¥i
vrcholu B, A,C,. Ponévady ]est v kazdém trojahelniku 4;B, || 4,C;,

4,0, A Bl, A,C, || AgB,, jest v pravothlém A,B; | AZA,,, A, a
1 A,4,; tu je 434, vyskou v A B340, 4,4, vyskou v A B A4,0,.
Vrchol A4, jest pak spoleénou patou vySek A;4, a A,4, v pravo-
uhlém trmuhelmku P,= P, = A,.

Ptejde-li konetné tro;uhelnik A;4,4; v tupothly pii 4,
pfejde B, jez bylo diive mezi 4, a P,, napravo mezi P, a 4, a C,
jeZ bylo pred tim mezi P; a A,, pf'ejde nalevo mezi A2 a P,. Uhly
pfi zakladné A,B,C; jsou ted 180°—q,. AZ pozdé&ji' dokdZeme
Zékim, Ze se vysky AP, protinaji v témz bodé, v ortocentru V,
upozornime 7e v trojuhelniku ostroihlém lez{ paty viech vysek
mezi vrcholy trojahelniku bodd A4,, ortocentr pak uvnit#
jeho plochy; v tupothlém pii 4, viak lezi pouze P, mezi 4, a Ay,
aviak P, a P; vné usetek A4, a 4,4, za vrcholem 4; na pro-
dlouZenych stranach a, p¥ipadné a,; ortocentr V je vné plochy
trojahelniku.

Povaiuji toto a vibec kazdé zkoumdni funkéni stra.nky
konfiguraénfch vztaht, zde mezi body BuCnP, a V a piislus-
nymi tisekami A,,B,,, AnCh, AnPp, ByChy za velmi dilezité prohlubo-
vani spojitosti mezi ndzorem a logickym my#&lenim. Ostatné miZe
jenom touto cestou vniknouti Zik do podstaty specialisace
konfiguraénich i metrickych vztaht — vieobecnd plat-

nych — na pifpadech ,,zvlaétn{ch“ poloh a forem geometriokyoh'
utvara.
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Druhy vyznam popsané konfigurace zaleZ{ v tom. e muzeme
obratiti pozornost Zéki k nezbytnosti zavedeni pojmu kladnych
a zapornych tsefek do geometrie. Jest to dilezité netoliko
vzhledem k rozmanitym konfiguraénim a metrickfm vztahtm,

. jejichz zakladem jest véta Menelaova a Cevova, ale i pro viechny
metrické relace, maji-li byti upraveny tak, aby mély vieobecnou
platnost pro viechny druhy a zvlastni piipady trojahelniki.

. Jest oviem tieba jednou providy stanoviti zpisob oznadovani
riznych tasedek, které se vidy vyskytuji v triplu, aby bylo mozno
pouhou cyklickou zéménou znadek odvoditi bez poditani cely tripl
pfislugné relace. Toho dosahneme nsjjednodus$im zptsobem, oznaéi-
me-li prvky téhoZ konfigura¢niho druhu tym# pismenem s ukazo-
vateli 1,2, 3. Déle definujeme tse¢ky A,B;, 4,B,, A,B,; AP,
APy, AyPy; 4,05, A5Cy, A50,; B\Cy, ByCy, ByCy; By A,, B,4,, B;A,;
Ci4,, Co4,, C34,; P Ay, PyA,, PiA,; PP, Py Py, PyP, jako kladné,
souhlasi-li — pfi tomto sledu pismen pfi jejich koncovych bodech —
jejich smér se smyslem obé&hu na obvods trojihelniku 4,4,4,,
piipadné P,P,P, proti pohybu hodinovych ru&idek; sou-
hlasi-li za tychz podminek s ob&hem rugidek, jsou jmenované
tsedky zaporné. .
- Jest tedy na zdkladé této tmluvy na pt. Gsedka B,C, kladna
v trojthelnfku ostrothlém, zadporna v tupothlém a ma délku nula

- v pravothlém.

TFeti vyznam vrcholovych transversal 4,B, a A4,C, zalezi
v tom, Ze skytaji velmi plodnou pfileZitost k nacvideni vét o tmér-
nosti tsetek v podebnych trojhelnicich. AvSak viimnéme si
napied ortického trojahelniku vyikovych pat P,P,P,. Obdrzi-
me jej nejkratdi konstruktivni cestou, opiSeme-li nad stranami
(priméry) 4,4, A34,, A,A, kruznice; jejich priseéiky na strandch
trojahelnfku jsou paty vysek, body P,, P,, P, Nyni jest
X 4,P\Py, = X 4;4,P, = 90° — oy = X P44, = X PP 4,
(Ghly obvodové), z &ehoz plyne

& ’ X PPy = X A,P\P; = q
a podobné . X PyPyA, = X APyP, = a,
e X PP, = X APyPy = ay;
jsou tudiz strany ortického trojuihelniku rovnobéiné k odpovidajicirh
transversdldm, A,B, -a AnChy: A
AIBI “‘Azcz | PPy, A, || Ay B, || PPy,
: A3Cy || AgBy || PyPy. -
Proto uvedené transversily nazyvam p-transversdly.

. Méme tedy v celku 10 podobnych trojahelnfki: .

: 4‘14}4#& Bidxfda AyB A, AzA,By, C14,4,, A;Cody; 4,A,Cy, A PPy,

1A3Ps, 14724335
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poskytnou 2 . (L) = 90 na sobé nezavislych amér a tudiz 90 relaci
mezi prvky:

A4, = a3, PP, = p3, A\B, = A0, = ¢, B4y =b,, 4,0, = ¢,
A, A5 = ay, PPy =1y, ApB, = A0 = g5, ByA, = by, A0, = ¢,
A3A; = ay, P3P, = py, A3By = A0 = g5, Byd, = by, 4,05 = ¢,

primét strany a, na stranu a, : AP, = a;.
a, as : APy = ay,5
a, a, : 4,P; = ag.;
pramét strany @, na stranu a; : Pgd, = a4
a,y a, : PA; = a,,
as a, : PyA, = as.,.

K rychlému odvozeni amér pouzijeme tabulky, v niz jsou
napsany pod sebou stejnolehlé strany podobnych trojtihelnik: -

“Proti ﬁh}u
v A o { sy l 3
L | 4,4.4,| « ay a
II. B1A1A3 . . a2 bl ) gl
111. 10245 g2 ag by
IV. | A;34,B, b, g5 a,
V. 1494, as 9 G
VIf 2ld; Co a4 g2
VII. 14,50, Js Cy ay
VIII. 1£ 2L 3 pl a2:3 aam
IX. | P,A,P, Qs | Do Q351
b. ¢ 14243 Q352 Qs,1 Ps
sloupec 1 2 3

Tak poskytne na pt. s01.1éin IIL. 1 krat VIIL. 3 a III. 3 krat VII.
1 rovnici g,ay = bsg; atd. Obdriime pak 90 pari rovnoplochych
obdélnikt nebo étverci. Pro dalsi rozbor jsou tyto nejdilezitéjsi:

.11, I 3=11.1, 1. 3: R

MGy = Ay,
a podobné Qygs = O3Qy,
a’393 = Ay,

t. j. obdélnik z kterékoliv strany a k ni prislusné p-transversdly md
stejny obsah jako obdélnik z druhych dvou stran trojuhelniku.
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Jest tedy rovniof
g = Ap+10n—1 (1)

Qn

vyjadiena délka p-transversaly jako funkce stran trojahelniku
‘pavodniho.

2.1V. 3 VI. 2=1V. 2, VL 3:

a2 = gafs.
a podobng ag® = g3
as® = ¢19s,

t. j. Ctverec z kterédkoliv strany trojuhelniku md stejny obsah jako
obdélnik z obou p-transversdl, které prislueji k druhym dvéma
strandm.

Obecné plati

ap? = In+19n—1 ’ (II)
3.IL 2, V.3=1IL 3, V. 2:
' 9:* = bycy,
a podobné 952 = byCy,
9s® = bycs,

t. j. ctverec z kterékoliv p-transversdly md stejny obsah 7aLo obdélnik
z obou useku b, c, které vytvori ona p-transversdla na prislusné strané
trojuhelniku.. i

Obecné platf

gn? = bucy _(111)
4. 1.1, 1. 2=1. 2, II 1:
I azz = ulbl,
a podobné a.q,2 = @b,
= agbs;
1.3, V.1=1.1, V. 3:
as® = a,¢y,
a podobné a2 = a,c,,
a’22 = asca,

t. j. Clverec z kterdkoliv stfany trojuhelniku md stejny obsah jako
obdélnik = kterékoliv ze zbyvajicich stran a z pmlehleho b- nebo c-tiseku
na této strané.

Obecns napiéeme

Gui1? = Guby, @u1? = ancy,
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a vyjadiime aseky jako funkce stran relacemi

2 2

An+1 An—1

N TP~ o) (Iv).
Ay Ay

5. 1.2, VIII. 3 =1. 3, VIIL. 2:
A203,9 = A3Qay3,
a podobné A3y, = Qy03,7,
103,71 = ApQy52;

obecné jest
Un+10n—1,n+1 = An—10n+1,n—1- (V)

Oba soudiny vyjadiuji ziejmé mocnost vrcholu A, vzhledem
ke kruznici nad stranouw A,i14n—1, kterd poskytuje na zbyvajicich
strandch trojahelniku paty vySek P,i1 a Pn_;.

6. Utvofime-li soudiny rovnic kaZdého z tripla I. a IV,
obdrzime zajimavy vztah

91929:; = biboby = €160 = a,a51, (VI)

ktery lze interpretovati jako &tyfi kvadry stejného objemu, jenz
ma, uzijeme-li zndmé relace YV = a,a,a,/4R, kde ¥V znadéi plodny
obsah trojuhelniku A,4,4, a R polomér kruZnice jemu opsané,
hodnotu 4R¥/, t. j. tyZ objem jako pfimy hranol o zakladné
AN A,4,4; a o vySce dvojnasobného primeéru opsané kruznice.

II1.

Zkoumejme nyni jednak, co poskytnou relace (ILI) a (IV), je-li
AA, pti vrcholu A, pravothly, jednak roz§ifme tvahu obdobné
i na trojuhelnik kosothly. .

PonévadZ v uvedeném trojahelniku pravotihlém je g, vyska
na pieponu a,, B; = C; = P, jest jeji pata na pfeponé, b, a ¢, jsou
useky patou vyiky na pfeponé vytvofené, a a,, a; jsou obé odvésny,
pravi relace ¢,2 = b,¢c,, Ze vylka na pieponé jest stfedni méficka
umérna k tisekim na preponé; relace a,2 = ab;, a,® = a;¢, pravi,
ze jest kazd4 z odvésen stfedni méfickd tmérnd k pfeponé a k pii-
lehlému tseku na této. To jsou viak ziejms zndmé Euklidovy véty,
které jsou tudiz pouze zvlddtnt pripady pro trojihelntk pravoihly,
zold$int pripady vét (I11) a (IV), platnych v libovolném trojuhelniku.
Avsak pravé z Euklidovych relacf lze pouhym podtem odvoditi
vétu Pythagorovu; seSteme;li a,® = a,b, a a,® = a,¢;, obdriime
a? 4 a,* = a, (b; + ¢,), & jelikoZ jest v pravothlém trojihelniku
b, + ¢, = &y, vyjde Pythagorova poutka.

a,® = ay® + vt
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Piirozené vybavi se nyni otazka, jaky vztah obdrzime z relaci
obecnych, seéteme li a,? = ab, a a2 = a,¢; v trojihelniku koso-
.ahlém?

Dostaneme:
a,® + a2 = a, (b, + ¢;) = a, (B,C, + C,4; + 4,B, + B,(}),

a4

a oznadime-li v rovnoramenném trojihelniku A4,B,C; zakladnu
~ BC, = 2
ag? + ag? = ay (@, + ), a® + a® = a,* + az,.
a koneéné a? = @’ + a2 — a,2;.
Kvadratické ¢leny jsou zfejmé totoiné s kvadratickymi éleny veéty
Carnotovy a véty kosinusové; musi tudiZz byti
M2 = 2a,a5 COS @y = 20,03, = 204505,

Ze jest 03,5, = a4 COS @y, Ay,3 = @, COS @, plyne bezprostiedné z pravo-
uhlych trojuhelnikii 4,4,P, a A4,P;A4;. Ostatni plyne z podobnych
trOJuhelniku

A APy oo BLA Py oo Ay AP,

/ nichi obdrzime Gmeéry 12, : ¢, = Q.5 : G5 = Qg3 : Gs.
, . 121 1 Aa5/0y = G391 A3 = Qp3 : @,
a po upravé
@12 = 20505, = 2a,0,.3,

anebo bezprosttedné z A 4,B,P,, kde je
3% = ¢, cos ¢, = (a,as/a,) cos q,
Gili a2 = 2a,a; COS ay.
Obdrzime tudiZ uvazovany vztah ve trech tvarech:
Carnotiv vztah
a? = ay? + ;% — 20,055 = 5% + 5% — 205055,

kosinusova véta ,
F ) = a? + a® — 2a,05 co8
a =0’ et —ay
Vsechny pre]dou v trojihelnfku pravouhlém pii A1 v Pythagorovu
vétu
- a’l _ a’2 + a3 s
nebot Jest pak . -

i 3,3 = Ogg = 0, cosal_O zl-—O
Oznadéime-li vyraz

RS a;® 4+ ag? —a,? = Z;2,
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obecné . Api1? + ap—i? — @y = Z,2,
jest . i
An+1,0—1 = an 2'1'- Ap—1,n+1 = 2aZ:+;- (VII)
cos a, = 2—%%;:, (VIII)
2 %-2 o - (IX)

Nyni muizeme vyjadfiti i strany ortického trojuhelniku pomoci
améry (viz tabulka) 1. 1, VIII. 2 —1. 2, VIII. 1
Pl = @053

dosadime-li (VII), obdrzime

aIZ
Pr= - = a; COS ¢4
20,04
a obecné
: AnZin?
Py = ey = @, COS «y. (X)
2y +10n—1 .

Nésobenim vSech rovnic kazdého z tripla- VII., VIIL., IX a X~
obdrzime druhou soudinovou poudku (viz VI.):

Han-l—l,n—l = Han—l,rH—l == Hpn = H‘%zn = I1a, cos ay, . (XI)
jejiz prvni éast vyplyva jiz z véty Cevovy.
Vysku 4,P, = v, v A 4, dostaneme z A A4,B,P;:
0? =g — 14° = ala?(at — (@ + ag® — a,?)?/4a,,

coz provedeno a upraveno da obecné

Oy = _1__ ]/22an+12a,,_12 — Zat. (X1I)

Vyraz pod odmocmnou ]est pro vsechny hodnoty ukazovatele n
invariantni, a jeho odmocnina jest ziejmé &tyrnasobek ploiného
obsahu tr0]uhelnika Ap:

V=1 V22a,,+12a,,_12 — Zant. (XIIa)
V A A,B.P, jest ' s - :
: el e 3 =
sin ¢ = ) 2%“3 V2Ean+1 U1 — Zayt,
obecné .
sin @, = L, s (XILI)

Ap4+10n—1

»



D1s
~ z &eho# plyne V = $an 1% -1 8in @y, i (XIIIa)
Pomér rovnic triplu (XIII) d4 '

8in @, : 8in @, : 8in a3 = 2¥/ /aya, : 25/ [asa, : 2V [a,a,,
& po upravé vétu sinusovou
_ Sin @, :8in @, : sin a3 = @, : @, : . (XIV)
Sestrojime-li stfed S; strany A,4; a stied V' kruZnice opsané
polomérem R, jest v A 4,8, V' pti V' Ghel ¢, a plati vztahy 1a, =

= Rsing,, R = a,/28ina, sina, =a,/2R. coZ dosazeno do
(XIIla) da

Ia,
4R
Nasobime-li jesté vSechny rovnice triplu (XIIla). obdrzime
. . V3 = a2 I1 sin a,.
a 8 ohledem na (XV), kde je Ila,? = 165/%R?, znamy vzorec
Vv = 2R?sin ¢, sin a, sin as. (XVa)
Délku téznic 4,8, = t, lze uréiti dvojim zpisobem; budto z troj-
uhelniku A4,8,P, vétou Pythagorovou: &% = v? + (}a;, — a,,)3%
anebo rychleji z uvaZeni, %e vyraz t%— (4a,)* udava mocnost
vrcholu A; vzhledem ke kruZnici nad stranou 4,4, o stiedu §;
a poloméru la,. TéZ mocnost ms vSak podle V. hodnotu a,as,,,
a podle (VII) hodnotu 4Z,2. Jest tedy t,2 — ({a,)? = $(a,® + as* —
— a,?), z ¢ehoz obdrzime obecné ‘

th = ’IV2 (@n1® + An—1%) — ax® (XVI)

1 Gseky na vyskich A,P,, dolni P,V = d,, horni VA, lze

snadno urditi; z podobnych trojahelnfkd VP, 4A;a A,P,4, dosta.neme

Jednak dy : Qg = G : Uy, jednak kg :ay, = a3 :v,, a po dosazeni
(VII), (XII) a Gpravé obecné

v = (XV)

. Zn+1 Zn—- . ;
dn = _8&,,—V_’ . (XVII&)
@a Z5?
=S (XVIIb)

_Ty#% vysledek obdrzime trigonometricky z pravothlych tro;uhelniku
VP A a VP A, kde je pi'l vrcholu V thel a,:

d = 8y oot & (VIL VIII, XIID), h _c““ (VII, VIII).

Véechny fisedky, jejich# délka jest urena vjrrazem obsa.hu—
jiclm tvar Z,%, mohou nabytl hodnoty 0, je-li a,® + as® = a,?,
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tedy v trojuhelniku pravoahlém p#i vrcholu 4,. Jsou to fisetky
Qg3 g.3: 21, Py Ry, dy & dg. To souvisi, jak bylo ukézano, s polohou
boda By, Cy, Py, P; a V. Ponévadz jest v ostrotthlém trojthelniku,
v némz jest splnéna podminka a, > a; > a,, vyraz a,? -+ a;>> a,?,
jsou jmenované -aseky vesmés kladné. V trojihelniku tupotihlém
jest viak a,? + @32 < a2, a jmenované Gsetky jsou vesmés zaporné.

K prvkam kruznice vepsané a kruZnic pfipsanych muéZeme
prejiti dvojim zpusobem: .

a) Uréime sin ¢; z cos ¢, znamym zpusobem:

. a? + a2 — a,?)?
s1n2a1:l———cosza1=l——(2+ 2 A

4a,%a,?
_ (4a%ay® + a® + a® —ay?) (4a%as® — ay' — ay® + a?)
T da,2a,?
coz da obecné
] 2
sin oy, = — - Vs (8 —ay) (8 — ay) (s — ay),
Op+1 An—1

a ve spojeni s (XIII) Heron@w vzorec
vV = ]/s IF (8 — @)

Narysujeme-li jmenované kruznice o polomérech r, ry, ry, 75, obdrzi-
me obvyklym zpuisobem vSechny uZivané vztahy.

b) Nemusime v8ak provésti Zddnou novou konstrukei, uvazi-
me-li, Ze vySky A4,P, jsou osy vnitrwich 1ihli 180° — 2, v ortickém
trojahelniku P,P,P;, strany Ani14n,—1 pak osy jeho vnéjsich ihla
2a,, nebot jsme dokazali, Ze <X ApPpPny1 = X PpPud, =
= 90° — @, a ponévadZ jest 4,P, | Ani14n—y1. Jest tudiZ orto-
centr V stiedem kruZnice vepsané (o jeji polomér), vrcholy 4,
sttedy kruZnic pfipsanych (g, jejich poloméry) v ortickém troj-
thelniku P,P,P,. Sta{ tedy povaZavati tento trojihelnik za
zakladni a trojuhelnik dany A4;4,4; za trojahelnik stiedd S,?
kruznic pfipsanych.

Tim jsem wukdzal, Ze jest mono-odvoditi vlechny relace stiedo-
Skolské geometrie trojihelniku i na padé geometrie prirozené z téhok
zdkladu —. z konstrukce p-transversdl.*) ;

. *) Predneseno ve schiizi odboru JCMF v Brnd 4. V. 1933. O némétech
bude diskutovéano tamtéf v zimnim obdobf. Proto prosim stfedoskolské
kolegy, aby laskavé zaujali stanovisko & sdélili je struén¥ pisemné Jednotd
fSIé;;i matematikdl a fysikd v Praze IT., Voditkova 20, nejpozdsji do jednoho:
nesice. A i k ! 5 3
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