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K Brownovu pohybu torsniho zreatka.
= Jan Potodek.
(Doslo 27. &ervence 1933.)

Necht vykonava néjaka éastice Brownuv pohyb, pii &emz.
necht jeji poloha zavisi na jediné soufadnici (pohyb linedrni).
Pozorujme pohyb .¢astice a oznaéme soufadnici jeji pocatedni

polohy resp. jeji soufadnice v okamizicich 9, 29,...,xd,...
(9 je libovolné zvolené kladné éislo) pismeny x,, resp. z;, @,. . . .,
Lige: v v« o Utvorme stiedni hodnotu (s. h.) aritmetického praméru

prvnich n ¢lent. Roste-li » pies vSechny meze, mé tato stfedni
hodnota limitu, kterou oznadime x. Tedy '
Bt a2

« = lim s. h. . (1)
n—rx s

Abychom mohli posouditi, jak se bliz{ aritmeticky stied hodnot ‘s

¢islu x, roste-li n pres kazdou mez, nésobme &tverec rozdilu obou
tislem n a utvofme stfedni hodnotu vyrazu takto ziskaného. M4-li
tato sttedni hodnota limitu pro n rostouci pres kazdou mez, nazy-
vime tu limitu dispersi a oznadujeme ji 1C:

(xl—{—xz—i—...‘—{— .75,,,—712:)2
p g

3C = lim s. h. (2)-
Hodnota disperse z4vis{ na délce dasového intervalu 9.

V tomto &lanku je vypodten vzorec pro dispersi u Brownova
pohybu zrcitka, zavéSeného na torsnim vlikn&. Vzorec ten je
velmi jednoduchy, take se po této strance hodi mnohem lépe
k experimentalnimu zkoumsni ne# obdobné vzorce pro dispersi,
odvozené pro Browniv pohyb &dstice, na niZ neptsobi vné&jsi sila
a pro pohyb &astice, podléhajief tizi.!) A

Vypodet disperse zaklids se na nékterych vétich z teorie

Markovovych retézi, odvozenych v obecn&j§im tvaru B. Ho-
stinskym?):

!) Viz J. Potodek: Prisp&vek k theorii Brownova. pohybu (Contri-

n & la théorie du mouvement Brownien), Spisy vyd. p¥irodovédeckou.

tou Masarykovy university, & 171 (avec un résumé francais).

*) B. Hostinsky: Application du Calcul des Probabilités & la théorie

ii:pm?{,vement Brownien. (Annales de I'Institut H. Poincaré, T. III, fasc. 1),

o .0 Markovovych Fetézech viz od téhoZ autora: Méthodes générales du
alcul des Probabilités, Mémorial des sc. math., fasc. LIL.

butio:
fakul
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Necht se pohybuje bod spojité po piimce (ose x) v koneéném
intervalu (0, k). Necht hustota pravdépodobnosti u(z,, z,t), ze
bod piejde za dobu ¢ z bodu z, do bodu z, je kladna, spojita funkce
proménnych z,, x, ¢, necht vyhovuje Smoluchowského funkéni
rovnici

h -
u(xO‘ x! tl _’— tz) =f u(xo.- 59 t]) u(é- 1:, tz) df
0
.a necht jest

n
fu(x,,. z,t)dx = 1.
0

Pak plati, uzijeme-li zavedeného oznadeni, tato tvrzeni:
1. Roste-li n» pfes vSechny meze, ma funkece u(z,, x, nd)
Jimitu nezavislou na z,:

lim u(z,, z, nd) = u(x). (3)
n—> o

2. Stfedni hodnota veli¢iny x, definovand vztahem -
h
s.h. 2, = fu(a:,,, z, nd) xz dx
: 0
‘ma limitu
lim s. h. x,,:x——fu x dx. (4)
n—» oo

3. Existuje limita 1C definovani vzorcem (2).

Piipometime, Ze disperse je koneéné &islo pro koneény interval;
roste-li délka intervalu pres kazdou mez, miiZze se stat, Ze i disperse
roste nad kaZdou mez [n. p. prvni piiklad z price citované

v pozn.l)].

Zname-li hustotu pravdépodobnosti u jako funkei veli¢in

Xy, x, t, 1ze poéitati dispersi podle vzorce3):

h
3C =_0fu(x) (x — z)2de +
h h o
+2 [ [ 2 1u(, 2, n8) — u(@)] u(z) (@ — 2) (v — z) dey dz, (5)
kde u(x) a z jsou dény vzorci (3), (4).
Necht ptsobi na &astici vykonava.jici Browniv pohyb v inter-
va,lu (—h,h) vné]si sfla f(x), jez bud koneénou a i se svou prvni

3) J. Potodek: O dispersi v theorii Ma,rkovovych Tetéz (Sur la dis er
- gion. dans la théorie des chaines de Markoff), Spisy vyd. pfirodovéd.
Masarykovy university, ¢. 154.
M. Fréchet: Compléments, & la théorie des proba.blhtes discontinues
sen chaine‘“. Ann. scuola norm. sup. Pisa II, s. 2, p. 131.

(8 4
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derivaci spojitou funkei x. Hustota pravdépodobnosti u(z,. z, t)
je dana diferencidlni rovnici

cu 0%u 0
Fia D Tk i B [uf(x)]‘

= podminkami na kraji

0
Da—;—ﬁuf(x)z& x=—h x=h

a s podminkou podéateéni

lim u(z,. x,t) = 0.
t—>0
TF T,y
Pri tom znamena D koeficient difuse, g je t. zv. pohyblivost
Castice. Refeni je ddno vzorcem (l. ¢.1), str. 7):

C ooy (2 0) Do Y (%05 0) y(2o; 04) y(2; 04)
uf,. x. &) = 1 j_; ¢—De, 1, (6)
kde je polczeno Y
h
1, =[y—1(x; &) yi(z; o) da
a kde B
v(@; 0) = [W(h; @) — ab(h) w(k; )] v(x; @) — (7)
— [V'(k; @) — af(h) v(h; 0,)] W(x; 0,)
je FeSeni rovnice
y' —al(x) y 4 [* —eof'(2)] y = 0, (8)

s podminkou

y —af(x) y = 0, x = —h, x=h, (9)

= %)
kterd piislusi charakteristické hodnoté g,; pii tom je fundamen-

talni systém v(z, 0,). w(z, g,) volen tak, aby bylo

y(#; 0) = v(z;0) = & ¥ - 10

Charakteristické hodnoty g, jsou kofeny rovnice:

WV'(— h; o) — af(— k) w(—bh; o)] [v'(h; o) — af(h) v(h; o)) —
T IV(—=h; o) —af(—h) v(— h; 0)] [W'(h; ) — af(h) w(h; )] = 0.

Disperse je pak ddna vzorcem:

(11)
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h
C’_l _ —
;—,—Jy(:c,m(x—x) x4

—h
h
2 1 1 o .
i I_opz T, ePe s — 1 (fy(x; o) (¥ — 2) dx) .
v v —h

Rady na pravych strandch vzorct (6) a (12) konverguji absolutné
a stejnomérné.

Uzijme nyni téchto obecnych vzorci k vypoétu hustoty
pravdépodobnosti # a k vypodtu disperse, béii-li o Brownuv
pohyb zrcatka, zavéSeného na torsnim vlakné.

Ozna¢ime-li pismenem 2 hlovou odchylku zrcatka od nulové
polohy, pismenem a koeficient torse, jest

f(x) = — ax.
Rovnice (8) s podminkou (9) pfejde v tuto:
; y' +exy + (0*+ ¢e)y =0,
Yy +exy=0 x=—h, x=nh,
kde je polozeno
V £ =aa =

ap
_ﬁ.

Substituci y = ve—i#*" a zavedenim nové proménné vztahem
x = ¢ ¥ obdrzime z prvni rovnice znamou diferencialni rovnici
pro funkce parabolického valce!):

N L L T
T

Mizeme tedy vziti za fundamentalni systém funkce
v(2; @) = e~ 1" Dy(alfe)
w(z; 0) = e—1# D_ 4 (i2)e).
Podmince (10) je vskutku vyhovéno, nebot
Do(x]/s—) = gl

Charakteristickou rovnici (11) lze upraviti uzitim znamych
rovnosti

D'a(z) + § 2Da(2) — #Dps(2) = O, (13)
" D,,v+‘1(z) — 2Dp(2) + #Dp—1(2) = 0 (14)

na tvar

4) Whittaker, A course of modern analysis, 3. ed., p. 347.
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o4 [D /oy (h)/ &) D—_gsje(— h)e) —
— Dyje—1(— h)/e) D_g4(ih)e)] = 0.

Charakteristické hodnoty g,, jez tvoifi nekoneénou posloupnost,
stale stoupajici, jsou jednoduchymi koi'eny, této rovnice. Ctverec
z4dného z jejich kladnych koFeni g, neni celistvym nasobkem
¢isla e, at je h jakékoli. Roste-li vSak h pies kazdou mez, bhz1 se
posloupnost {o,%/¢} posloupnosti 0, 1, 2, 3, .

Lze to nahlédnouti, uvede- L se Vyraz v hranaté zavorce
pomoci asymptotickych rozvoji

Dy(2) = e 2" Py(n, 2), |argz | < ¥=,

D, (z) = e~ 2" Py(n, 2).— V e'“" eid’z—n—1 P, (n, 2),

> arg 2 > im,

v nich% je ;
—1 —1 —2 —3
Pin.z) =1— n(n2z2 ) + ol )(2n. o bie ) —_ ..
(n +1)m+2) (mfl1)(n+42)(ni3)(nt4)
P2(n! Z) 9222 + 2 . 424 +
na tvar

T P08 g
7w Py(v, &) &
kde je polozeno

I'(—v) cosvn = 1,

v = p?/e, &= h]/;.

Vypoétéme limitu funkee y(z; g,), roste-li & pfes kazdou mez.
Limita koeficientu pfi w(x; o,) ve vzorci (7) je v naSem p¥{padé —
jak se lze presvédéiti dosazenim zvlaStnich hodnot a uZitim vztaht
(13), (14) — rovna nule, lze tedy vziti

lim y(x; o) = I(z; p,) = e—ie¥ D,.(x]/s—), v=10,1,2 ...

Oznacime i U(x,, x,¢) hustotu pravdépodobnosti, odpovida-
jici ptipadu, Ze Ghlovy pohyb zreatka neni Zadnou pevnou hranici
omezen, obdrzime ze vzorce (6) se zfetelem na znamy vztah

+ o _ ’271
f [D,,(:tc]/s)]2 da = v? nl,m=12,...

VYsledek:
U(zy, z, t) = hm u(zy, x, t) = (15)
= \/.. e—iea? + \/2” Z e—Dt D (%Ve) D (zye) ele(z'—2") .
y=1

Casopis pro pestovédni matematiky a fysiky. Rotnik. 63. . o &
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tento vzorec, ktery odvodili pfimo G. E. Uhlenbeck a L. S. Orn-
stein®), lze prevésti podle tamtéz uvedeného vypoétu H. A. Kra-
merse na znaméjsi a starsi tvar Smoluchowského$):

VE _ E(I — x.,e_D“)‘

e 201—e2Dety (16)
l/2n 1 — e—2Dety :

Dispersi § C' pro tentyz piipad vypoéteme ze vzorce (12),
piejdeme-li v ném po dosazem nasich zvlastnich hodnot k limité
pro h > oo.

Jest

U(xy. x, t) =

lim7, = /= »=0 1.2...;0 =1,

lim — —\/—f e 2y -
h—-)cn

6 mwl 1 —3e2? &
ton 2 prem—1| | ¥ Do) dx],

Prvni élen na pravé strané je roven
1/e.

Integral v zavorce muZeme, uZijeme-li vzorce (14), napsati
takto:

__fnoxye Dor(al/d dx+Vf (@)/#) Dsa(a]) d

Ponévadz je
+ o

Du(2) Dp(z) dz2 =0, m = n;m,n=0,1,2, ...,

-_—c

je tento vyraz rizny od nuly jen pro n = 1 a je roven
1 2n

Ve

. 8) G. E. Uhlenbeck, L. S. Ornstein: On the theory of the Browma.n
motion, Phys. Rev. XXXVI, 1930, p. 839.
¢) Smoluchowski, Emlge Beispiele Brownscher Molekularbewegung
unter Einfluss #usserer Krifte. Bull. Internat. de ’ac. des sc. de Cracovie,
KL A, 1913, p. 418—34, Ostw. Klassiker p. 25.
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