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O funkcich prostych.
Oldfich Dvotdk.

(Doslo dne 22. VI. 1933.y

Hlavni problém z teorie prostych funkci je nasledujici:

Jaké jsou nutné a postacujici podminky, kterym musi vyko-
vovati koeficienty potenéni fady

fz) =2+ a® +as2® + ...+ az® + ...,

aby tato byla prostd v kruhu |z | < 1? Analytickou funkei nazy-
vime prostou, je-li vidy pro z, & z, také f(z;) 3 f(z).

Dosud je znamo, Ze je | a, | < 2.1) Pro a,dokdzal je§té Lowner
[a; | = 3.2) Obé hranice jsou presné.

Obecné dokazal Littlewood

B ) 1 n—1 .
|a,,|;n( +>n——'11) < en.?)
Odhad tento zosttil jesté Landau na
1
an 1< (14 ) en)

Bieberbach vyslovil domnénku, Ze plati
lan | < n, n> 2.

Tato domnénka byla skutetné dokizéna, pokud koeficienty
@ Jsou ¢isla realna.s) ‘ '
~ Tato domnénka plati piesné pro prosté funkce hvézdovité.
To Jsou takové prosté funkce. které zobrazuji kruh |z | =7r <1
na hyfezdu. t. j. kiivku, ktera kaZdym polopaprskem vychazejicim
% pocatku je protata pravé v jednom bodé.

Analyticky je tato vlastnost vyjad¥ena podminkou

%(z—{,(ﬁ) = 0

f(z)

D »

12) Bi}eberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie, II. dil, s. 80.

a) L9w11er: Mathematische Annalen, 89, 1923, s. 103.

4) Littlewood: Proc. of the London math. Soc. (2), 23, 1925, s. 498.
5) La:ndau: Mathematische Zeitschrift, 30, 1929, s. 635.
) Dieudonné: Comptes Rendus, 192, 1931, s. 1148—1150. Rogo-
Mathematische Zeitschrift, 35, 1932, s. 93—121.
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Viechny prosté funkce jsou hvézdovité v kruhu o poloméru
r < 0,65.
Zde ukézeme, Ze pro prosté funkce, spliiujici v kruhu |z | < 1

podminku e
SR(V f—(i)) >4
. 2>

plati také domnénka Bieberbachova a Ze tuto vlastnost maji
viechny prosté funkce v kruhu o poloméru » < 0,84.

Dale dokézeme je§té nékteré véty o prostych funkecich lichych.
Pouzijeme zde jedné véty, ktera je specialnim piipadem vét. které-
odvodil Carathéodory. Véty tyto tykaji se funkei regularnich
v kruhu |2 | <1 a nabyvajicich tam hodnot s positivni realnou
casti.®) '

§ 1.
Véta 1. Budi funkce
fz) =3 +cz+ 22+ ...
reguldrni v kruhu |z | < 1 a necht nabyvd v ném jen hodnot s posi-
tivnt redlnou Cdsti
R i(z) > 0.

Potom plati
lea | <10 m> 1.

Hranice je presnd. Cislo 1 nemizeme nahradit éislem menSim.

Dikaz. Vyjadiime koeficienty c,, c,, . . . pomoci redlné a ima-
ginarni Gasti funkce f(z) na kruznici |z | = ¢ < 1.

Polozme nejprve

f(0e"?) = Ule, 9) + iV(e. 9).
U(o, 9) a V(p, ¥) jsou realné funkce a dale
Cn = C'y + 2c’,.
Po tdpravé dostaneme
U(p, ¥) = ¢y + Z o™(¢'» cos nd — ¢’ sin nd),

n=1
V(e. ®) = ¢ + Z o™(c”’y cos nd + €', sin nd).
n=1

Pokud je & v intervalu 0 < ¢ < 2z, konverguji oba rozvoje
stejnomérné, tedy muzZeme integrovat a mame

.= 8y Pélya-Sz.egé: Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis, dil I,
str. 129, pf. 235. . -
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Cn = C’n + iC”n = 20"

Dale plati

Bude tedy 2
1 1
| Cn | é@fU(e,ﬁ)dﬁz o
kdyz o > 1, mame
[en | = 1.
Hranice je pfesnd, je dosazena na pr. funkei

1
fe) =41 =gtz 2+,

Poznamka. Uvedena Veta plati ztejmé. je-li uvazovana funkce
trebas suda. Na pt.

f(z) = 4

]_JFZ =1424204...
§ 2.
f(2) = 2 + ag? + ag® + .

regularni a prostd funkce v kruhu |z | < 1. Uvazu]me Eaipod:
tridu téchto funkei, pro néz plati

ml/@'> 3 lzl<L ' (1)

4 7 ’ v__ ¥ . .z v
Takové prosté funkce skuteéné existuji, na pf.

f(z) =

Budiz

z
T

lz| < L.

1—

Nyni dokazeme dvé vety o prostych funkcmh spliujicich
Podminku (1).
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Veéta 2. Vatah (1) plati pro vSechny prosté funkce. pokud z leZi
v krubhu |z | <r < 0,84
Dukaz. (1) je zfejmé ekvivalentni s vyrazem

1@< [}
| Z 2

Tz
’1—]/@

nebo jinak psano

< L (1)

Vyraz f(iz) muzeme vSak upraviti nasledovné. Je-li funkce
1(z) prosta. je, jak znamo, prosta i funkce
1 1
T:—+bz+bzs++bn_z2n‘l+ 2
Vi) = 1 3 2n—1 (2)

Podle Bieberbachovy véty o plose zde plati
[ P+3]bs24+ ...+ 2n—1)[bgua P+ ... <L 3)
Upravujme (2) dale
—
‘I/f(—zz—):l+b122+b324+...+b2n_122"’+...

Nyni vyménime 2% za z a mame

Tz
Vﬂa:1-{—b12—{—b322+...—{—bgn—lzn—i—...
Po dosazeni do (1’) dostaneme

| bz + 0,22 4 ... 4 bop2® + ... | < L. (1)

Dale pouzijeme Schwarzovy nerovnosti

alﬂ1+azﬂz+aaﬂa+-~-él/af+%2+~-~Vﬁ12+ﬂ22+~-

>0, f.>0.

Z vyrazu (1") obdriime

162 +bg22 4+ ...+ g2+ .. [ S | bz | + | bg2? | 4 ...
...+|bgn_12nl+...

<VToFF+3[bsF+...+Cn—1) bamaF+...x
. 74 ren
X =
I e BRI
kde jsme polozili
L e =2 —T1 by |, Pu=

rn
V2n — 1
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Prava strana se vSak vzhledem k (3) a k tomu, Ze pror <1
plati

1+ _ il 7:1 yon
Tlogl——r_'(r Tyt T )
redukuje na vyraz

r 147
hull . 4

1/2 logg —+ 4

Je-li nyni
' 1+ .,
r log - < 2,

je tim spise potom splnén vztah (1”). Hledané » je viak v mezich
0,83 < r < 0,84,

Véta 3. Pro funkce prosté splivujici v krubu | z | < 1 podminku
(1) plati
lay | < n, n> 2.

Dikaz. Funkce f(z) je zfejmé regularni v kruhu |z | <1
z
a jeji rozvoj je nasledujici

l/fizzl:1_{_%0,22_%(@22_4(13”2_{_,“ (5)
nebo jinak pséno

V@—%:é—{—%—azz—%(az?——tlaa)z’-{—...

2
Plati tedy za predpokladu (1)

e

|G/2)§2,
s | <8+ |ay P12, las | < 3.

8
~=
0| &

Vl+062\zIa3z2+...+an+,z”+...=
=14cz+ 24 ... cu2" + ...

ltaz+a2+...4appy2"+...=
: =14cz+c22+...+ca2"+ ... )02

Srovnanim &len@ pii 2» obdrzime
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n sudé a,i, = 2¢, + 26,6n—y + . .. + Co2, .
‘ : . (6)
n liché a1y = 2¢, + 2¢160— + . . . + 2€4—1 Cpy1.
2 2

. Podle vty (1) plati pro kazdé n, Ze |c, | < 1. Bude tedy:
-n sudé, &lent je ;—b—f— 1, posledni < 1, kdeito predchézejici <2
co do absolutni hodnoty. Z toho plyne

n
|an+1|§2§+1:n+1:

n liché, ¢lent je 2 a kaid y < 2, co do absolutni hodnoty
‘ 3 ¥ =
|an+1(;2”;’1=n+ 1.
Tedy obecné o
lan | <n, n>2. (7)

Véty (2) a (3) podivaji nam vlastné jakysi prispévek k dom-
nénce Bieberbachové, (7) plati presné, jak bylo jiz uvedeno, pro
funkce hvézdovité.

Kazdé funkce prostd je vSak hvézdovitd v jistém kruhu
-0 poloméru

r < 0,65.
Pro funkce prosté splitujici (1) plati piesné (7).
Hranice je dosaZena uvedenou jiz funkei
z
(1—2)?
-a kazdé funkce prostéd splituje (1) v kruhu o poloméru
r < 0,84,

f(z) =

. : § 3.
Véta 4. Jestlize pro lichou prostou funkci
f,(2) = 2z + c42® + cg28 + ...

Icﬂléls

plati
_potom pro prostou funkci

’ [fl(zyir)]2 =fz)=2+f a2 +az®+...
-plati

| @n | < n.
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Dikaz. Funkce ]/f*(z_z—) je, jak znamo, prostd a licha
:Vf(—zz)=z+caz3+c525—|-...
Uvazujme nyni funkei
@ , .
V-ZT: 1 +c22 4 ¢zt + ... + Conp12?® 4. ..
Z toho plyne N '

l a2t agt+ ... F @24+ .. = (14224 ...
B 2 TR 2L S LA
Obdrzime zde Gplné analogické formule jak ve vyrazech (6)
a z nich plyne
| an | < n.

Véta 5. Plati-li pro lichou funkct prostou v kruhu jednotkovem
f
m(%)»&_-, 2l <1, (8}

potom pro jeji koeficienty plati
len | = 1.
Dukaz. Dtakaz plyne ihned z véty (1), aplikujeme-li ji na
sudou funkei tvaru

t(z)

. — 3 =%+c ozt + ...,

Véta 6. Viechny prosté funkce liché spliuji pozadavek (8)
¢ krubu o poloméru
r < 0,92

Diikaz. Postupujeme aplné ste]ne jako ve vété (2).
(8) je vyjadieno vztahem -

) P

Dile je
¥4

1
@) =z(; + bz + by2® + .. .),

kde
b2+ 3 bg24 ...+ (20 —1) |boguar P+ ...Z 1.
Po dosazeni do (9) vidime, Ze musi byti splnéna nerovnost
| 0322 + bget + ... F bop?® 4 ... | < 1-_ (9)

. Tento vyraz lisi se vsak od vztahu (l ) jen tim, Ze misto 2"
Je zde vSude z2n. :
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