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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O spojitych funkcich, nabyvajicich kazdé své
hodnoty koneénékrat.

Milos Neubauer.
(Doslo dne 22. VI. 1933.)

1. Necht P je neprazdné mnozstvi pfirozenych éisel. Necht f(x)
je funkce!) definovand a spojita v uzavieném intervalu, ktera
kazdé své hodnoty nabyvéa koneénékrat; pro kazdou jeji hodnotu y
necht p(y) zna¢i podet vSech feSeni v z rovmice y = f(x). Pak
pravim, Ze funkce f(x) je P-funkce, kdyz P je mnoZstvi viech p(y).
Obsahem tohoto ¢lanku je dikaz této véty:

K tomu, aby existovala P-funkce, je nutné a staéi. aby bylo

supP > 2. inf P— 1 (1)

(sup P resp. inf P zna¢i horni resp. dolni hranici mnozstvi P).

2. V ¢lanku ,,0 spojitych funkeich, nabyvajicich kazdé své
hodnoty k-krat nebo I-krat” (Cas. mat. fys., rod. 62, str. 8) jsem
dokazal, Ze nerovnost (1), ktera je trividlni pro sup P = + oo,
je podminkou nutnou pro existenci P-funkce (véta 1 1. c¢.), a dale,
Ze je postadujici v tom piipadé, kdyZz P obsahuje dvé?) ¢isla k < [
(v tomto pripadé pravi (1) totéz co l > 2k — 1 a P-funkce znamend
totéz co (k, I)-funkce). Kdyz P obsahuje jedno &islo k, je postaditel-
nost podminky (1) trivialni, nebot v tomto piipadé pravi (1) totéz,
co h = 1. Zbyva tedy sestrojit P-funkci ke kazdému P, které
obsahuje asponi tfi ¢isla a spliiuje podminku (1).

3. Necht tedy P zna¢i az do konce pevné takové mnozstvi.
Polozim p = inf P. Podle (1) jsou v P &sla > 2p — 1. Nazvu ¢
nejmensi z nich; v P neni tedy ¢&isel, kterd jsou jak > 2p — 1,
tak < ¢. Rozdé&lim mnoZstvi vSech &isel z P, kterd jsou vétsi nes p,
na tfi disjunktni dasti 7', L, S takto: do 7' patif ¢&isla ¢, pro néz
P <t <2p—1; do L resp. S licha resp. suda ¢isla > ¢. Mnozstvi
T, L, S napfsi, pokud nejsou prazdné, ve tvaru posloupnosti:
h<ta<..., h<lb<... 8 <8 <... Posloupnost pro T
obsahuje nejvys p — 2 ¢lent; konéi-li &lenem ty, N < p—2,
polozim ¢, =ty pron =N+ 1, N +2,...,p—2. Posloupnost
pro L resp. S je kone®nd nebo nekoneénd; je-li koneéna, konéic
tlenem Iy resp. sy, polozim I, = ly resp. s, = sy pron =N 4 1,

N2 ..

_

1) Jedném o funkeich redlnych jedné redlné proménné.
%) T. j. pfesn& dvs; jinak u¥ivam slova ,,aspoti“.

Casopls pro péstovéni matematiky a fysiky. Rotnik 63. |



P-funkci sestrojl'm podle tohoto planu:
S =

)
=1 L=0
[ h*“ ZTo
' T+0=28
T+0%S8
q sudé

' Ze tento plan zahrnuje viechny moinosti, je vidét takto:
Kdyzp_l je2p—1=1 tedy ¢ = 1. T = 0; je-li mimo to téz
8 = 0, je L & 0, protoZe P obsahuje aspoit tfi éisla. Kdyz p > 1,
jeq = 2p — 1 > p; je-li mimo to ¢ liché, je tedy ¢ v L, takze L 3 0.

bestrOJovanou P-funkei nazvu f(z). Vyslednd konstrukece je
dana vzorei (14) — (16), (25) — (28) a (31). Dukaz, Ze funkce f(x)
je P-funkce, vynechim, protoZze nefini zdsadnich potiZi.

4. Pro uzivani funkénich znakt zavedu toto pravidlo: Necht
®(x) znadi koneénou funkeci definovanou v intervalu [0. 1]%)
a necht a, b, m, M jsou realna-éisla (@ < b). Pak znamenaji znaky
@+(z), P(a, b; m. M; x) a P*(a. b; m, M; x) takto definované funkce
proménné x:

D () =1—D(1l—=x) pro 0 < x < 1. (3)
D(a.b; m, M; x) :m—}—(l‘l—m)(D(Z—:—%)pro a<x=b, (4)

D*(a, b; m, M; x) = D(a, b; m, M; a—+—b—x) pro a<x=<b. (5

5. Zavedu osm pomocnych funkcz promenne x v intervalu [0, 1]
[takZe lze na n& pouzit operaci (3) — (5)] vzorei (6) — (13); v nich
znadi h kladné liché éislo. k celé éislo [1 < k < L (b + 1)] a {hn} ne-,
kone¢nou posloupnost k. k,. .". . kladnych lichych &isel.

0 pro 5 (n=0.2,.. . h—1)
mm=1pm%m_l3 h) (6)
linedrni v % "t 1] m=0,1...h—1)

A 1 11 1 11
- 0 pro z.= 0. )

3) S = 0 resp. S % 0 znamens, Ze mnoZstvi S je resp. neni prazdné.
‘) T. j. mnoZstvi viech z, pro néz 0 g x g 1.



B % [O, _2_(10;1)]“),

h

Fii(x) = T . - (8)

I‘Ph~2(k—1) (z(%i) 1;0. 1; 96) v [g(krh—l) 1]-
ya(®) = ga(). | (9)
. _ F],,k(O. %; 0,%—, x) v [0 % ’ .
yiex() {Wh(%- 111 2) v (b1 , (lO‘)
Era(x) = P ap(@). (11)
oy — o0 45 0,45 @) v [0, 5] @
7n() loa(d, 15 4 1 @) v [ 1] (12)

1 1 1 1 1 1

Z(h,l)(x):llhn(n]’_l‘ j;§ n:}— 1 ~'n,_ x) v [n*—}—_l ;‘I (n=12...),
]O pro x = 0. : (13)

6. Sestrojim P-funkei £(z) v p¥ipad® p = 1 vzorci (14) — (16).
V nich uziji oznageni z odst. 3, plinu (2), operace (5) a pomocnych
funkei (7). (9) — (13).
p=1 8=0:
- @) = 20,1(2) (14)
p=1_8+0, L=09%: '

w33_3x+1(x) v [O~ 1]:

r*%—1(1,2;—1,1;2) v [1,2],

f(x) = - 15
(2) Z{sn—81+1}(2s 3;,—1,— 4, 2) v [2, 3], (15)
(P"x"‘al’i'l, %(3:"‘31)(3.‘ 4; _%'5 0; x) v [3. 4‘]

p=1 840, L0, s <resp. > :

Ly (@) v [0, 1],
@1, 35, Tesp. gi(1,2;°1, 2;2) v [1, 2], (16)
Ys,—1 TESP. YPs—1, 5(11—1)(2: 3; 2, 3)x) v [2; 3]5 - .

¥ (o= +13(3: 45 2, 3; z) v [3, 4]

7. Necht je p > 2, g liché a ¢ &islo z T' (viz odst. 3). Zavedu
posledni pomocnou funkei proménné x v intervalu [0, 1] [takZe lze
na ni pouzit. operace (4)] vzorcem (17). V ném uZiji oznadeni
z odst. 3 a pomocnych funkei (8) a (12).

®) Odpada pro & = 1. o
§) V tomto pripad¥ je sy > s,, protoZe P obsahuje aspofi tfi &isla.
A,. 1 : "



1 1
qu_2ﬂ+2(0- m’ 0, 1) x) v [O- 2p —1 ]-

Hy(x) = 1 .
‘F2p~1,t—p+1(x) \4 [*‘;}‘:T I] ( ’)

8. Necht je p > 1, ¢ liché. Zavedu osm zakladnich funikci
proménné x v intervalu [0, 1] [takZe lze na né pouZit operace (4)]
vzorci (18) — (24). V nich uZiji oznaden{ z odst. 3. operace (5)
a pomocnych funkei (6) — (13) a (17).

Gi(x) resp. Gi’(z) =

1 1
Z{ln~q+1)(0‘ m; 0.1 x) v [O- 2 — 1]-

1 2p—2 (18)
= ng_l(x) v [Q—Em}

2p — 2 2p — 2
Xa—2p+2 Tesp. ¢q_g,,+2(2z_ 1 1;0,1; x) A4 [2p —71 l].

q>2p—1:
I ) 1
X(ln-~q+1)(0.- 210TI 0.1; x) v [O. 5 — 1].
' 1 2p—37)
P — & = 2p—3 2p——2
*3(2—p 320 —2 . x) v [—3 e ]

(19)

2p—12p— 1’ 2p—1 2p—1f

2p — 2 . ) 2p— 2
Zq—2p(%‘_‘—l, 1;0, 1, .’L‘) A% [2—“. »1].

p—1
9> 2p—1:

‘ 1 1
Z(ln—Q‘i“l)(O? EZ; _*:l’ Oa 1) x) v [O~ Ep _*_IJ~

i 1 2
Giy(x)z F2p+1(x) \4 [51“)*;1 ﬁ] (20)

——-:1;0.1:2) v —. Ik
(Pq——2p(2 1 1’ s 17 ) 2 1

850, 8 =s?":

N 7) Odpadé pro p = 2.
8) T. j. S obsahuje jedno éislo.




1 1
Ysi—2p+1, ;(q—2p+3)(0,~ 5}7 _ 1'§0- I 96') v [0 —Zi) = 1]

' 1 2p—3]")
I — 2p— ——— § —————— s 2
Gg(x) ={Fap(x) v [2p_ i 1] (21)
2p 2p —3
(p 3(217 T 1,0, 1; ) [2——p~j, l]-
S£0, 5> 8:
1 1
Ysi—2p+3, é(q—~2p+3)(0: 52:—1, 0,1; x) v |0, %:f :
‘ 1 2p — 3
Fop— i B
2-1(2) ¥ [ 2p—1 2p—1]
oIl o o —32p—2
i (%) = @541, 2(2£ 1 2£_ l; I, l;x) (22
2p — —
St
2p — —1 Zp— 1
2p — 2 2p — 2
4 (sn—sl—}—l)(zp; R 1;0,%; x) v [Zp— 1 1].
T & 0%:
VTG N it S e N
Gp(x) = H‘n(p—Q'p—2’p—2’p—2’x)
n—1 =n (23)
—3
I Gplx) v [ ]
Gy (2) =
7() p—s (24)

p—3 p—3
Fq,zp 2—p+1(p %> ’p %> )v[p_?. 1].

9. Sestrojim P-funkei f(x), kdyz je p > 1 a g liché, vzorci
(25) — (28). V nich uziji planu (2) a zdkladnich funkm (18) a (21)
az (24). .

p>1, gliché, T =0=28:
f(z) = G(x). ' (25)
p>1, gliché, T =0 F 8, s, = resp. > s;: '

%) Tedy p > 2, nebot pro p =2 je 2p—1=3, T = 0.
1) Odpadé pro p = 3.



G () v [0, 1],
f(z) =_J - . (26)
LG resp. GEF (1, 2; 1, 2; 2) v [1, 2).
p>1, qliché, T £ 0 = 8:
Gl() v [0, 1],
f(x) ={ f( ) (27)
Gl (1,2;1,2;2) v [L 2]

p>1, gliché, T 4 0 £ 8, s, = resp. > s;:

lGi(x) v [0, 1],

GL(1.2;1,2;2) v [1, 2]. (28)
Gg resp. Ggl(fl, 3;2,3;x) v [2,3].

10. Pro liché ¢ zavedu modifikaci fp(x) P-funkce f(x) v nésle-
dujicich pi#ipadech. . ;
Pripad proy. Necht p = 1, L & 0. Pak!)
‘ ¥n,2(0, 35 0. 35 ) v [0, §].
fr(@) = {xuyG L4 L 2) v [3. 1],
f(z) pro x > 1.12)
Pripad druhy. Necht p > 1, I, > I,. Pak!)

1 1
R A - S 1. I .
'Pz.—q+1,2(0= 5 (2p - 1),0-2, x) v [0. 3 (3p 1)]

1 1
S S S, T |1
X(l,,—q+1}(2 Cp—1)p—=1% 1; x)

f(x) =

fp(x) =

1 1
Yl2ep—=1) 2p—1f

13)

: 1
Pripad tieti. Necht p > 1, ¢ > 2p— 1. Pak fp(x) vzniks
z piisludné z funkef (25) — (28) (podle predpokladiio 7' a S), kdyz
misto zakladni funkce Gz(x) resp. Gi’ (x) se uzije zakladni funkce
GL(x) resp. GL¥ () [vzorce (19) a (20)].
- 11. Sestrojim P-funkei f(z), kdyz g je sudé éislo (viz plan (2)).14)
Za tim delem nazvu P’ mnozstvi vSech &isel z P zmensenych o 1.
) U%iji pomoenych funkei (10) a (13).
2) Odpads pro § = 0; pro S == 0 znadi f(x) funkei (16).

12) {(x) znaéi p¥islusnou z funkef ( 25)—(28) podle pfedpokladii o 7' a S.
" M) Eo ipso je p > 1. : :
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