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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O minimalnich grafech, obsahujicich » danych

bodu.

Vojtéch Jarnik a Milo§ Kossler.
(Doflo 10. tnora 1934.)

V tomto &lanku zabyvdme se touto Glohou: je dano = bodu
C, C,, ..., Cy; hledime souvislé mnoZstvi, sloZené z koneéného
podtu tasedek a obsahujici body Ci, C,, . . ., Oy tak, aby ,,celkovs
délka‘“ tohoto mnozZstvi byla co nejmensi (pro » = 2 jest ovSem
touto ,,nejkratsi spojnici‘‘ tsedka, spojujici body C;, Cs). V § 2 do-
kazujeme existenci takového ,,minimalniho grafu®, v § 3 zabyvame
se piipadem, kdy body Cj, C,, .. ., Cn tvoii vrcholy pravidelného
n-thelnika. :

Charakter tohoto ¢lanku je zcela elementdrni; mimo to nékteré
body dikazu jsou zcela bé&Zné Gvahy a proto je provadime struéné.

§ 1.

Budiz R (k¥ = 1) k-rozmérny euklidovsky prostor. Neprazdné
bodové mnozstvi @ C Rinazveme grafem v R, mé-li tyto vlastnosti:

1. G je souvislé; 2. bud se @ sklada z jediného bodu nebo je ¢
soudtem koneéného podtu uzavienych tsedek.!) Je-li P ¢ G a existu-
je-li praveé n (nikoliv v8ak » + 1) Gsedek, leZicich v grafu ¢, majicich
P za bod koncovy, z nichZ 24dné dvé nemaji kromé bodu P spo-
leénych bodi, budeme ¥kati, Ze P je bodem n-tého fadu grafu G.2)

1) Oznateni: A ( B znali: A je &ésti mnoZstvi B; A ¢ B znali: 4 je

prvkem mno#stvi B; A . B je prunik mno#stvi 4, B. Znakem MN znaime
uzavienou tsetku (t. j. véetnd koncovych bodi) o koncovych bodech M, N;

II?N znadf polopaprsek o koncovém bodd M, jen¥ obsahuje bod N (vEetnd
bodu M). Znaky o(MN), (MN),, o(MN), znadf mno¥stvi viech bodf wises-
ky MN s vylouSenim bodu M, resp. bodu N, resp. obou bodi M, N & pod.
Uhel « dvou tsetek PM, PN, majicich jediny spoledny bod P, béfeme vidy
v intervalu 0 < < . Znak MN bude ndkdy znaliti té% orientovanou

setku (zadétetni bod M, koncovy N); ndkdy bude MN znaditi té% délku
této tisecky; nedorozuméni neni tfeba se obavati. ’

" %) V grafu @ existuje bod nultého ¥édu tehdy a jen tehdy, je-li @ jedno-
bodovy graf. ' : o ot

Qasopis pro p¥stovéni matematiky a fysiky. Rotnik 68. : 16 )
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Body prvntho ¥4du nazyvajf se koncovymi body, body vy&itho ne
druhého ¥ddu nazyvaji se rozvétvovacimi body grafu (obojich
je v kaZdém grafu nejvyse koneény podet). Je-li P bodem n-tého
fadu grafu @, polozme V(P) = n —.2 a kladme déle V(@) = X V(P),
kdeZ vpravo se stitd pfes viechny body grafu, jejich# ¥4d nenf
roven 2 (miZeme oviem do soudtu pojmouti i séftance, pifsluiné
k nékterym bodim druhého ¥adu). V(P) budeme nazyvati vahou
bodu P. ‘

Graf, jenZ je soudasnd uzavienou; jednoduchou spojitou
kfivkou, nazyvéme cyklem. Graf, jeho# Z4dns &4st neni cyklem,
nazveme stromem. Plat{ pak znim4

vita 1. Je-li @ stromem, jest V(G) = — 2.3)

Dikaz. Ony body grafu @, jex nejsou druhého ¥4du a dale
ony body druhého fadu, v nich% se stykaji dvé tsetky grafu, ne- .
lefci v jedné pifmce, nazveme vrcholy grafu G. U@l:u MN CQ
nazveme stranou grafu, neni-li Z4dny bod tsetky o(MN), vrcholem
a jsou-li oba body M, N vrcholy grafu.t) Kazdy vicebodovy graf
je potom soudtem svych stran.®) Ukézeme napfed: budiz @ vice-
bodovy strom; potom mé G aspoii jeden koncovy bod. Nebot':
budiz M, M, strana grafu @; neni-li M, koncovym bodem, existuje
strana MM, (rGznd od M,M,); nenf-li M, koncovym bodem,
existuje daldf strana MM, atd.; body M,, M,, M, M, ... jsou
- navzdjem rizné (jinak bychom dostali cyklus) a proto se tento
postup nutné zaraz{ u néjakého bodu My, jen je nutnd koncovym
bodem. Diikaz véty 1 je ji snadny: Budi G vicebodovy strom;
tedy mé @ stranu M, M, takovou, e M, je -koncovym bodem.
Strom @) = G — (M, M,), m4 ménd stran ner @ a -zfejmé jest
V(Gy) = V(@). Opakovanim tohoto postupu dosp&jeme k jedno-
bodovému grafu @; takovému, %e V(@) = V(@). Ale pro jedno-
bodovy graf je V(Gh) = —2, tedy V(@) = — 2.

§ 2.

Budi* déno n (n = 2) bodt C,, O, . . ., Cy prostoru By (k > 1);
body ty budeme nazyvati zdkladnfmi body. Budiz @ néjaky graf

v B, obsahujiof body Cj, Cj, . . ., Cn. Slovy ,vroholy grafu G

~budeme oznadovati prednd viechny body- zékladnf, za druhé
- .vBechny body grafu G, jejich% ¥4d nenf roven-2, za tietf ony body
druhého fédu grafu G, v nich% se stykaji. dve Gsesky grafu, nelexfcf

%) Z toho je patrno: vicebodovy strom mé aspoi dva koncové body.
.. %).Toto pojmenovéni je jen provisornf a podriime je pouze v dikazu
véty 1; v pHStim paragrafu budeme pojmenovan{ pondkud modifikovati.
il %) Maji-li dv8 rtzné strany grafu spoletny bod, je tento bod nutn
" koncovym’ bodem' obou t&chto stran; stran je oviem  jen konedny potet.
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v jedné piimce.®) Usedku MN C @ budeme nazyvati ,stranou
grafu G, jestlize z4dny bod tsetky o(M N), neni vrcholem a jsou-li
oba body M, N vrcholy grafu @. Graf @ jest pak souStem svych
stran. Vrchold i stran je zfejmé jen konedny podet; maji-li dvé
rizné strany grafu G spoleény bod, je tento bod nutné koncovym
bodem obou téchto stran. Soudet délek vSech stran grafu G nazveme
délkou grafu G, znadka [(G).

Budiz M mnozstvi viech graft v Ry, jez obsahuji body Cy, Cs, ...
..., On; budiZ v daldim d dolni hranice délek viech graft @G e m;
existuje-li G ¢ M tak, Ze {(G) = d, budeme graf @ nazyvati ,,mini-
mélnim grafem v Rj vzhledem k bodim C;, C, . . ., Ca™. DokéZeme
pak piedevsim tuto vétu:

Vita 2. Budtes Cy, Cy, . . ., Cn body prostoru Ry (k = 1, n = 2);
potom existuje aspors jeden minimdlni graf v Ry vehledem k bodim
¢ 0%, Oy o545 O _ ,

Zavedeme napred nékters oznadeni. Budiz G &¢IM; volnym
koncem grafu G nazveme kazdy koncovy bod grafu @, jenZ nenf
zékladnim bodem; volnym rohem grafu G nazveme kazdy vrchol
druhého ¥adu, ktery nenf zédkladnim bodem.?) Budiz 9t mnoZstvi
onéch grafti @ e M, jeZ jsou stromy a nemajf volnych koneit; budiz B
mnozstvi onéch graft G ¢ N, jez nemaji volnych rohii. DokédZeme
napfed tato tvrzeni:

Tvrzeni 1. Budit G ¢ M — N; potom existuje Gy e N tak, Ze
Ua@,) < i@).

Tyrzeni 2. Budis k > 3, G ¢ W — P; potom existuje G, ¢ P tak,
Ze I(Gy) < U@).

Tvrzeni 3. Budi# d, dolni hranice délek v¥ech grafi G ¢ P; potom
existuje aspori jeden graf Gy e M takovy, Ze U(Go) = d,.

Tvrzeni 4. Je-li -G minimdini graf v Rp vzhledem k bodim
Cy, Cy, . . ., On a jeli K nejmendt konvexnt bodové. mnoZstvi v Ry,
obsahugict body Cy, Cy, . . ., Cn, platt G C K.

Z tvrzeni 1—4 plyne v&ta 2. Nebot:

A) Je-li k > 3, je podle tvrzeni 1 a 2 platna rovnice d; =d
a véta 2. plyne z tvrzeni 3. ,

- B) Je-li ¥ < 2, vnofme Ry do prostoru R,; podle pifpadu 4)

existuje miniméln{ graf G v R, vzhledem k bodém C, Gy, . .
Podle tvrzeni 4 jest viak G C Ry.

¢) Zde se uchylujeme od pojmenovéni z §1; mdli bychom vlastnd

¥ikati ,,vrcholy grafu G vzhledem k bodim Cy, Cy, . « Cn*; je¥to vSak nenf

tfeba se ob4vati nedorozuméni, budeme dodatek ,vzhledem k bodim

C’léfC,,é . ., On** vynechévati; toté% plati v ndsledujicim pro pojem ,strana
u 13 e ¥ .

S, Ve volném rohu stykaji se tedy dvé strany grafu, jef.nele#{ v jedné’
primoe. A ;

s Un.

18*



226

Staéi tedy dokdzati tvrzeni 1—4.

Dikaz tvrzeni 1. Budiz G ¢ M—N. M4-li G volny konec M,,
jenz je koncovym bodem strany M,M,, potom graf @’ = G —
— (M, M,), mé méné stran nez @ a jest G’ ¢ M, Q') < U(Q). Tvori-li
strany M, M,, M,M,, ... grafu G cyklus, ma graf G’ = G —
— ol M1 M), méné stran nez G a jest G’ ¢ M, UQ') < I(G).

Opétnym pouzitim téchto konstrukef na graf @’ atd. musime
piijiti koneéné ke grafu @y, na n&jZ tyto konstrukce se jix nedaji
aplikovati; tedy jest nutné G, ¢ N a oviem U(@,) < I(G).

Dikaz tvrzeni2. Budizk >3, G ¢ M—P; t. j. graf GeM je
strom, nemé volnych koncli, m4 vSak aspoii jeden volny roh M,,
v ném# se tedy stykaji dvé strany M, M, M,M,, neleici v jedné
pifmee; M, neni bodem zakladnim. DokaZeme: existuje graf @ ¢ N,
jenZz mé méné volnych roht nez @ a pro n&jz I(G') < I(@). (Tim
bude tvrzeni 2 dokézéno, nebot opakovinim tohoto postupu do-
jdeme nutné ke grafu G, ¢ N bez volnych roht, t. j. @, ¢ P a oviem
(@) < U@).) Pri dikazu rozeznivejme dva pripady. 1. piipad:
body M,, M, jsou body zikladnimi. Mno¥stvi ¢ — [o(MM,) +
+ (M, My),] je soudtem dvou stromii Gy, G,, pro néz plati G, . G, = 0,
M, & Gy, M, & Gy. Usetka M,M, obsahuje aspont jeden bod grafu G,
(na pt. M,) a aspoii jeden bod grafu G, (na pt. M,). Ziejms existuji
tedy dva body P,, P; na tsedce M,M, takové, e P, ¢ Gy, P; eQy
a Ze Zadny bod tsetky o(P,P;), nepatii ani ke G, ani ke G,. Graf
G = {G — [o(MM,) + (M, My)o]} + P,P, pati ziejmé k N a mé
aspoil o jeden volny roh méné nez G (nebot M,, M, jsou zékladni
body, nejsou tedy ani volnymi konci ani volnymi rohy; v bodech P,
P, pak graf G nemél volnych koncii a tedy graf @’ nema v bodech P,,
Py ani volnych koncti ani volnych roht). Ziejmé jest [(G') < 0@,
jak bylo dokézati. 2. ptipad: aspoii jeden z bodi M,, M, — tieba
bod M, — nenf bodem zékladnim. Prolozme bodem M, nadrovinu S
[(£ — 1)-rozmérnou], jez neobsahuje bod M,. Je-li M’, libovolny
bod nadroviny S, oznatme znakem G(M’,) graf, ktery vznikne
z grafu @ tim, Ze viechny strany MM, grafu @, vychéazejicf

'z bodu M,, nahradime tsedkami M;M’,. Polozme M,M, + M My —
— MMy = a > 0. Je jasno, Ze existuje &islo 6 > 0 tak, %e kazdy
graf G(M',), pro n&ji plati M,M’, < 8, ma tyto vlastnosti:

L UG(M'y) <UG) + a, M',M, + M, My — MM, > }a.

2. Graf G(M'y) mé tytéZ vreholy (a tého# ¥adu) a tytéz strany

' jako @, aZ na to, %e misto vrcholu M, a stran M,M; nastupuje
viude vrchol M’y a strany M', M;.
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Sestrojme vSechny pf{mky, jez prochazeji bodem M3 & mimo to
jedt® aspoit jednim bodem grafu G. Tyto pfimky protinaji nad-
rovinu S v bodovém mnoZstvi X, jez se skldd4 nejvyse z koneéného
pottu bodi, tsedek a polopaprski. Existuje tedy (jezto je k = 3,
je nadrovina S alespoii dvojrozmérné) aspoii jeden bod M’y ¢ § — X
takovy, ze M,M’, < &; pro graf G(M',) plati pak vlastnosti 1., 2.
Nadto ma graf G(M’,) jest® tuto vlastnost: Zadny bod grafu G(M's)
nelezi na tsebce o(M'yM,),.8) Sestrojme nyni graf G' = {G(M'y) —
— [M7M, + M, M)} + M',My; je ziejmé G ¢ N, déle md graf ¢
aspoii o jeden volny roh méné nez graf G a koneéné z vlastnosti 1.
plyne {(G') < U(@), jak bylo dokazati. .

Dukaz tvrzeni 3 je bé&Zna limitni Gvaha. Budiz Gy, G,, . . .
posloupnost grafi z P a budiz lim [(Gy) = d;. Jezto C; e Gy, leZi

=0

viechny grafy G, v uzaviené kouli o sttedu O, jejiz polomér je
roven horni hranici &isel /(Gy) (r = 1, 2, . . .). Jediné vrcholy grafu Gy
jsou body zékladni a rozvétvovaci. Podle véty 1 je V(Gy) = — 2;
je#to body koncové (o vize — 1) lezi vesmés v bodech zakladnich,
je jich nejvyse n; bodi rozvétvovacich (jejichz vaha je tedy nejmeénd
rovna 1) je tedy nejvySe n — 2; tedy graf G» md nejvyse 2n — 2
vreholt. Existuje tedy v posloupnosti Gy, Gy, . . . ¢astetnd posloup-
nost @'y, @, . .. takovd, Ze viechny grafy G'» maji stejny pocet
vrcholt. Vrcholy grafu Gy oznaéme v uréitém poradku X7, X', . .

..., XS, pi ¢emz budiz Xy =C; pro 1= 1 < n. Pritadme
grafu G’ matici

0 ap" oy ...a6;."
A" 0 g’ ... ayf
a5 azx” 0 ...ay” |,
Ay Az’ Az’ ... O

kde ay se rovna 1 nebo 0, podle toho, je-li XXy stranou grafu &',
nebo ne. Jeito takovych matic je jen konedny podet, existuje

S4stednd posloupnost G's, @'s,, . . : takova, Ze viem jejim grafim
jest piifazena téz matice :

0 ala als . alz

Ay 0 Gy ...0

Az Qzg Qg ... O

8) Nebot ze vztahu M’; ¢ S — X plyne: pfednd nemie Zadny bod
strany MM (4,1 + 2) — kroms snad bodu M, — leZeti na tsedce M’ Mg;
za druhé nemu¥e #4dny bod strany MiM’, (¢ + 3) — krom® bodu M’y —
le¥eti na tiseSce M’yM,, nebot jinak by body My, Mi, M’, leZely v jedné
pimce. Kone¥n® usetka M,M’y neni vibec stranou grafu G(M’g), jeZto
jinak by strany M’,M,, M,M,, M,M’; tvotily cyklus v G(M’,), coZ je vy-
louteno vzhledem k vlastnosti 2. a vzhledem k tomu, %e G ¢ M.
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V této posloupnostilze kofleéné — jezto posloupnosti X, X2, X3, ...
(¢=1,2,...,2) jsou ohraniené — nalézti &astednou posloup-
nost G'y,, G, ... tak, Ze existujf limity lim Xi»=X; (i=1, 2,..., 2).

P=o
Oznadme znakem @, soubet onéch tsetek X;X;(1 <1< 2),
pro n&% ag = 1.%) Ziejmé jest G, ¢ M a plati
UG =2, aaXiv X,
(G't,) ; il !

1=il=s
l(GO) é Z aaX‘Xl = ].im l(G,‘p) = dl’
1=1<i=2 P
jak bylo dokézati.

Dikaz tvrzeni 4. Budiz G ¢ M graf takovy, Ze neplati G C K.
Potom existuje nadrovina 8 [(¥ — 1)-rozmérna] takova, Ze véechny
body zékladni lezi po jedné strané nadroviny S a po druhé strané
této nadroviny leZi jistd neprazdnd &ast G grafu G. Sestrojme
graf @, tim, %e v grafu @ nahradime &ist @’ pravotihlou projekef
mnoZstvi @' na nadrovinu 8; ziejmsé je G, ¢ M a U(G,) < (@), jak
bylo dokézati.

Nyni snadno dokéZeme nasledujici vétu 3, ktera podrobnéji
popisuje strukturu minimélnich grafi.

Véta 3. Budii G minimdini graf v Ry (k = 1) vzhledem k bo-
dam Cy, C,, . . .,Cn (n = 2). Potom md G tyto viastnosti:

a) G je édstt nejmendiho konvexniho mnoZstvi, obsahujictho body
Cl’ Caa o 00y Ufe )

b) G je strom, nmemajici ani volnych konctt ani volnyjch rohi.

¢) Maji-li dvé strany grafu @ spoleény bod, jest whel téchto stran
nejméné roven §n.

: d) KaZdy rozvétvovact bod
grafu G je tretitho Fddu. T7i stra-
ny grafu, vychdzejici z tohoto
bodu, lezt v jedné roviné (dvoj-
rozmérné) a kaidé dvé z mich
sviraji ihel 2n.

Dikaz véty 3: Vlastnost
a) plyne z tvrzeni 4. K dikazu
vlastnosti &) miZeme piredpo-
klddati (ndsledkem vlastnosti
a), ze k = 3. (kdyby bylo k <3,
vno¥ili bychom R do prostoru
R;); potom vSak vlastnost b)
plyne z tvrzen{ 1a 2. Vlastnost
Obr. 1. c) dokéZeme takto: budiz G ¢

- M a budte PM, PN dvé strany
.. %) Didkteré z t&chto ,uselek' oviem mohou degenerovati v body.
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grafu @, jei sviraji Ghel x<§=. Sestrojme bod M 1 uvnit# strany PM
a bod N’ uvnitt strany PN tak, ¢ PM’ = PN’ = h. Potom jest
(viz obr. 1) .

M'W=NW=MX.

2 2 ‘
—— = —— hsin }o,
oY

T’TV=ITX_—W_X=hcos,}a—V%hsin1}a;
tedy

MW + N'W + PW = h (/3 sin 4o + cos $a) <
< 2h =PM + PN'.19)

Pro graf L
G, =[G—(MP+NP)]+ MW+ NW+ PW :

plati tedy z¥ejms G, ¢ M, UG,) < UQG), takZe graf G neni minimélni,
jak bylo dokézati. Vlastnost d) plyne okamzit¢ z vlastnosti c),
uvizime-li, %e t¥i Gsetky, vychazejici z jednoho bodu a nelezici
v jedné roving, sviraji hly, jejichz soudet je mensi nez 2m.

Poznémka. Z véty 3 plyne pro minimélni graf G toto: je-li
P bod rozvétvovaci, je V(P) = 1, kdeZto pro bod koncovy je V(P) =

= — 1. Z rovnice V(G) = —2 plyne tedy, Ze podet bodi roz-
vétvovacich je o dvé mensi neZz podet bodi koncovych.
§ 3.

Vezméme jako prvni pifklad graf G, ktery je minimaln{
vzhledem k bodtm C,, Cs, Cs. Zde jsou tedy bud dva body koncové
— tieba C,, Cy — a Zadny bod rozvétvovaci nebo tii body koncové
C,, Oy, C; a jeden bod rozvétvovaci D. V prvnim pifpadé je G =
= C,C; + CyC,, v druhém pipadé je G = DC, + DC, + DCs.
Jsou-li viechny thly trojthelnika C,C;C; mendi .nei {r, mus{
podle vlastnosti ¢) nastati druhy pripad; je-li jeden z uhld troj-
thelnika C,C,C; aspoii roven 4z, nastane pripad prvni (nebot
v tomto pifpadd zfejmd neexistuje Zidny bod D, z néhoz by
viechny t¥#i strany trojthelnika bylo vidéti pod thlem $x); pii
nafem odislovani (G = C,C; + C;0;) je oviem Cg onen vrchol
trojthelnfka, p¥ ném? leif Ghel > §x. Je vidéti, %e pro n =3
existuje jediny minimélni graf vzhledem k bodim C,, C, C.

10) Jest totiZ ‘
diia—: (V3 sin z + cos z) = V3 cos z —sinz = qosz(Vg—tg:u) >0

pro 0 < z < {x; tedy jest V'&l—sin 2 + cos « rostouci funkei pro 0 < = Lin
a tedy plati pro 0 < z < 47 I

V3sin z + cos # < J3sin {z 4 cos 7 = 2.

\
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Pro n > 3 jsou poméry pfili§ sloZité; omezime se proto na
obecnou diskusi pfipadu, kdy zédkladni body tvo¥{ vrcholy pravi-
delného n-tihelnika. Budtez tedy v dalsim body Oy, C,, ..., Cp
(n = 3) vrcholy pravidelného n-tihelnfka Py o strané a. Znakem P,
budeme znagditi nikoliv obvod, nybrz mnozstvi vSech bodt uvnitt
a na obvod& n-thelnfka. Pi{pad n = 3 jsme jiZ vyfesili; p¥slusny
minimalni graf (zobrazeny na obr. 2) m4 délkua . V§ =a.1,732....
Uvazujme nyni ptipady #» = 4 a n = 5. Budi? @ miniméalni graf
vzhledem k bodim C,, C,, . . ., Cn. JeZto vechny vnitin{ ahly P,

C. C,

Crl
ofx

Obr. 2. Obr. 3.

jsou mensf nez 2z, jsou vSechny body zakladni body koncovymi
[(podle vlastnosti a) c)]. Mame tedy pro » = 4 dva body rozvétvo-
vaci D,, D,, pro n = 5 tii body rozvétvovaci D,, D,, D,. Jeito
ziejmé kazda strana grafu G, jeZ vychazi z nékterého zdkladniho
bodu, mé za druhy koncovy bod bod rozvétvovaci a jeito body
rozvétvovaci jsou vesmés t¥etiho fadu, je patrno, %e (pfi vhodném
oéislovani boda C;, D;) pro n = 4 jest :

G = C1D; + CoDy + DDy + D0y + DyC,,
kdezto pro » = 5 jest

G = OD, + CyDy + C3D, + Gy + CsDy + DDy + Dj)s-

Jezto G C P, (podle vlastnosti a), je patrno, Ze v obou p¥i-
padech musi C,, C; a rovné%z C;, C, byti dva sousedni vrcholy P,.
V piipadé n = 4 se snadno dokéazZe, Ze D,D, lezi na symetrile

tsetky C,C,, ¢im% je graf @ dvojznadné uréen (jeden minim. graf
vznikne z druhého otoéenim okolo stiedu P, o uhel }x); graf G

je zakreslen na obr. 3, jeho délka jest a (1 +}/3) =a.2,732....
V pifpadé n = 5 leZi (viz obr. 4) strana CgD, na symetrale tsetky
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C,C, (pfi vhodném oéislovani bodu (%), jak snadno nahlédneme?);
tim je jiz graf G pétiznacné urden (nebot kterykoliv zdkladni bod
muzeme vziti za Cg), jak patrno z obr. 4, kde jsou vyznaéeny
viechny thly, nutné k jeho konstrukei. Délka grafu G jest zde
rovna (/3. cos 4z + 2 sin $x + sin }n)a = a . 3,891. .. (dinitelua
jest ovsem algebraické &islo).

Piipady n = 3, 4, 5 jsou tedy rozieseny. Pro » = 6 vypada
v8ak minimaln{ graf jiz docela jinak: d4 se dokdzati, Ze pro n = 6
dostaneme kterykoliv minimalni graf tak, Ze vezmeme obvod
daného pravidelného SestiGhelnika a vynechéme viechny vnitini
body jedné (kterékoliv) strany. Podobné se dostane minimdlni

Obr. 4. Obr. 5.

graf pro kazdy pravidelny n-tihelnik, kde » > 13, jak ukaZeme
v nésledujici v&t& 4. Zbyvaji tedy nerozieSeny piipady 7 < n < 12,
které se vymyka,p metodé dikazu véty 4; zbyva tedy jen konecny
podet piipadi, jez by se s jakousi namahou daly rozresit primym
vypodtem.

Véta 4. BudiZ celé, n > 13. Budte C,, 02, ..., On wvrcholy
pravidelného n-ihelnika o strané a.l?) Budit G mmmmalm graf
vzhledem k bodam C,, C,, . . ., Cn. Potom je G rovno souttu m — 1
stran daného n-dhelm’ka (tedy (@) = (n— 1) a; existuje pravé

1) Kdyby tomu tak nebylo, byl by bud thel useek CyC;, CyD; nebo
uhel usebek C,Cy, CyD, ostry; budi¥ tfeba prvni z nich ostry. Potom by,
jak je patrno z obr. 5, bylo C;Dy < CyD;; ale z trojuhelnikéi C;CgD;, C3DyC,
by plynulo

sin (}7 —a), CyDy =

a a .
—sinin sin §7 sm(}n——ﬁ),

z &ehoZ vzhledem k 0 < f < « < 4z by plynulo C',D1 < C4D; spor-
13) Body C, Cy, . . -» On budte? olislovany tak, 76 body Cf Ci+1 (kde
klademe Cp +1= C,) jsou dva sousedni vreholy n-Ghelnika, tak¥e CiCit1 +1 = a.



232

n minimélnich grafi navzdjem shodnych — podle toho, kterou
stranu n-thelnika vynecham). )

Dikaz véty 4. Bez 4jmy obecnosti budiz polomér kruZnice
opsané danému n-thelnfku roven 1. Potom je a = 2sin z/n <
< 2z/n <% X 3,2 < }. Oznadme znakem P, mnoZstvi viech
bodit uvnit¥ a na obvodé daného n-tihelnika; budiz S stied P,.
Graf G md oviem vlastnosti a), b), ¢), d) vyslovené ve véte 3.13)
DokézZeme napied:

Tvrzeni 6. Budiz M, M, strana grafu G; potom je M, M, < a.
Dikaz: kdyby bylo M,M, > a, sestrojme mnozstvi G' = G —
— oM My),; toto mnoistvi je soudtem dvou stromt G,, G, tak, e

1 &£ Gy, My 6 Gy, Gy . Gy = 0. Kazdy z obou stromt G, G, obsahuje
asponl jeden bod zékladni — nebot jinak by jeden z nich musil
obsahovati viechny body zakladni, coZ nelze, nebot I(G,) < I(G),
l(G,) < U(G). Existuji tedy dva sousedn{ vrcholy n-thelnika C;, Ciyq
tak, Ze jeden z nich pat#f k @,, druhy k G,. Potom viak graf G"' =
= [@G — o(M M,),] + CiCsy; obsahuje vSechny body zikladni
a jest [(G"') < (@), coZ davé spor. .

Tvrzeni 6. Graf G nemd rozvétvovactho bodu. DokéZeme-li
tvrzenf 6, bude tim v&ta 4 jiz dokdzdna. Nebot piedpoklédejme,
Ze tvrzeni 6 je dokazdno; potom graf @ nem4 jinych vrcholé nez
body zédkladni. Kazd4 strana grafu G je tedy spojnici dvou bodi
zékladnich; Z4dna strana grafu G nemuZe viak byti hloptitkou
n-thelnfka P,, jeZto by pak byla delsi neZ a (viz tvrzeni 5). Tedy G

'je soudtem A stran n-thelnika P,; nemiZe byti A = n, jeito pak
by se jedna strana mohla vynechati; nemize také byti » < n — 1,
nebot souvisly soudet A stran by potom nemohl obsahovati véechny
vrcholy Cy, 0y, .. ., Cp. Je tedy nutné A = n — 1, jako bylo do-
kézati.

Tvrzeni 6 dokdZeme nepiimo. Napfed dokiZeme:

- Tvrzeni 7. Predpoklddejme, %e graf G md aspori jeden rozvétvo-
vact bod; potom existuje aspori jeden rozvétvovact bod A grafu G, pro
ktery plati AS < a.

- Diikaz: BudiZ 4 onen rozvétvovaci bod grafu @, jenZ m4 nej-

mens{ vzdalenost od stiedu S (takovych rozvétvovacich bodi mize

byti n&kolik). Predpoklédejme, %e 48 > a; z toho odvodime spor.
Sestrojme (viz obr. 6) tisetku AS a tsesky AD,, AD,, je% sviraji
s AS thly }x tak, e AD, = AD, = ARS. Sestrojme kruhovou vyses
AD,8D, (stted krugnice je v A4). Z bodu 4 vychézejf tii strany
grafu @, svirajicf fihly §x; aspoil jedna z nich — oznadme ji 4B —
- padne bud dovnitf nebo na hranici Ghlu §x, sevieného polopaprsky

13) Podle vlastnosti a) letf @ v roving, ur¥ené body Oy, Cy, . . ., On.
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A_l))l, A_I)z. Jedto 0 < AB<a < A4S, padne bod B dovniti nebo
na obvod vysete AD,SD,, nesplyne vSak se Zadnym z bodi A4,
D,, D,. Je tedy zfejmé BS < AS a tedy nemuse byti B bodem
rozvétvovacim, musf tedy B byti bodem zékladnim a tedy BS = 1.
Ale podle véty 3, vlastnosti a) jest 48 < 1 a tedy BS < 1 — spor.

Dukaz tvrzeni 6 provedeme nynf nepfimo. Budeme pied-
pokladati, Ze graf G m4 aspoil jeden rozvétvovaci bod; pak mé @
také pozvétvovaci bod A4 takovy, e AS < a. Z toho odvodime
spor. Z bodu 4 vychazeji tii strany grafu @; miuZeme si zvoliti mezi
nimi dvé — oznaéme je A_Al,_> AB, — tak, %e bod 8 lezf bud na ng-

-

.+ ¥

-
- -
i

BN
. A -
Obr. 6. Obr. 7.

kterém z polopaprskt 44,, 4B, nebo uvniti tthlu $x jimi sevieného.
Sestrojme pravidelny Sestitthelnfk o strané @ a o vrcholech 4, 4’,
A", A", B", B, jeho# strany AA’, AB’ le#{ resp. v polopaprscich
AA,, AB, (viz obr. 7). Budi H mno#stvi viech bodd uvniti a na
obvodé tohoto estifihelnika, budiZ O jeho stied. Jefto A8 < a =
= AA’, le#i S ve vyseti AA'OB’ a tedy S ¢ H. Dva libovolné body

z H maji zfejmé& vzdalenost rovnou nejvyse 2a < 1 a tedy vSechny
body z H maji od 8 vzdédlenost mensi nez 1; tedy Zadny zakladni

bod C; nelef v H. Jeito A4, < a = AA’, le¥{ bod 4, v H a tedy
neni bodem zakladnim, je tedy 4, rozvétvovacim bodem grafu G.
Obdobné bod B, ¢ H je rozvétvovacim bodem. Vychézeji tedy

z bodt 4,, B, dvd strany grafu @: 4,4, < a, BB, < a, rovnob&#né
s tisetkou A'A” a majici s ni ty* smysl. Bod 4, padne do &tyf-
tGhelnfku 44'A4"0, bod B, do &tyith. AB'B"0; jsou tedy body 4,,
. By opét body rozvétvovaci. Z bodu 4, vychézi tedy strana 4,4, < a
grafu @, rovnobéZné i co do smyslu s 4”’4"", jeji% koncovy bod A4,
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le?{ v H a je tedy bodem rozvétvovacim. RovnéZ z bodu B, vychazi
strana B,B; < a grafu G, jejiz koncovy bod B; lezi v H a je tedy
bodem rozvétvovacim. Graf

Iy = A4, + A4, + A, A + AB, + BB, + B,B,

jest oviem stromem (jezto I C G) a plati I C H.
Zavedme nyni tento pojem: graf I' nazveme typickym
grafem, ma-li tyto vlastnosti:

1. '= M\M, + M,My + MM, + MMz + M My -+ MGM.,
2. Existuje pravidelny Sestithelnik
NNy + NyNy + N3Ny + NN + NgNg + NolNy
takovy, ze tse¢ka M;M;, je rovnobéZné a téhoZ smyslu s Gsekou
NiNiy1 1 =1,2,...,6; klademe N, = N,).

3. Usetky M;M;;; jsou stranami grafu G a lezi v H (pro
1=1,2,...,6).14)

Na pt. I je typicky graf, takze existuje (za nasich pfedpokladi)
aspoii jeden typicky graf. Ziejmé existuje jen koneény podet ty-
pickych grafii, takZe dojdeme k hledanému sporu, dokiZeme-li:

Tvrzeni 8. Existuje-li aspor jeden typicky graf, existuje po-
sloupmost typickych graft navzdjem raznych.

Dikaz: je-li I' typicky graf, budiz A(I") nejmensi konvexni
bodové mnoZstvi, obsahujici mnozstvi I. DokaZi napied:

Tvrzeni 9. Je-li I' typicky graf, potom existuje typicky graf I
takovy, Ze bodové mmoZstvi A(I") je pravou édsti bodového mnoZstvi A(I).

Dukaz: Budiz I'= MM, + M,M; + ... + M¢M, typicky
graf. Jsou moZné tii pripady

_4) Polopaprsek MaM mé spoleény bod s grafem M, M, +
+ MM, + MM,

B) Nenastdva piipad 4), ale polopaprsek M, ,M 7 Ma spolecny
bod s grafem M,M, + MM, + M.‘,Ml

C) Nenastava ani piipad A) ani pfipad B). V piipadé 4)
(viz obr. 8) a C) (viz obr. 9) vychézi z bodu M, strana M, M,
stromu G, rovnobézna a téhoZ smyslu se stranou M,M, Ziejmé

jest MM, C A(I') C H; tedy jest M, rozvétvovacim bodem
grafu @ a graf

= MM, + MM, + MMy + MM, + MM+ MM,
jest typickym grafem. JeZto M, M, C A(I'), jest A(I") C A(I'); jesto

1) Tedy I' je strom (tedy M, + M,) a body M; jsou rozvétvovacimi '
body grafu Q.
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