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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCNIK 12 (1932/33). . CISLO 2.

O kuzeloseékach majicich spoleéné ohnisko.
Prof. Ota Setzer, Kralupy n. Vlt. )

1. Z elementarni teorie kuZelosedek vime, Ze kazdou kuzelo-
se6ku lze povazovati za geometrické misto stfedd kruznic, jez
prochazeji pevnym bodem F a dotykaji se pevné ,,fidici* kruznice d
opsané kolem stfedu G polomérem 7. Body F, G jsou ohniska
kuzelose¢ky a polomér r délkou hlavni osy.

Pro {hyi}:arr)ilélu} lezi bod F {u\VTIrEtr} kruznice d. Je-li bod G
bodem wb&Znym, prechdzi ¥idici kruznice d v ¥idici pfimku d’
paraboly.

Dvé kuZelosetky nazveme unikonfokalnimi, maji-li jedno
ohnisko spoleéné. '

M¢éjme dvé unikonfokdlni kuZeloseéky %, k, o ohniscich F, G,
resp. F, @, a délce hlavni poloosy a, resp. a,. Hledejme jejich
spoleé¢né body.

BudiZz bod P jeden takovy pruseik. Jezto lezi na k;, jest
sttedem kruZnice [,, jeZ prochizi bodem F' a dotyki se kruz-
nice d; opsané polomérem 7, = 2a¢, kolem G,; protoze vSak P
leZi i na k,, jest stfedem kruznice l,, jez jdouc bodem F dotyka
se kruZnice d, opsané polomérem 7, = 2a, kolem G,; kruZnice
L, I, majice spoleény stied P a jeden bod F, jsou totoZné.
Dostaneme tedy priseéiky P; kuzelosetek £k, k, jako stiedy
kruZnic, jez se dotykaji ¥idicich kruznic d,, d, a jdou spoleénym
ohniskem F. To v8ak jest tGloha Apolloniova, kterou lze Fesit
inversi.

Budiz 2z zékladni kruZnice opsand kolem stfedu O polomérem k
a B libovolny bod. Pak k bodu B inversnim rozumime®bod B’,

lezici na spojnici BO, pro néjz plati
OB .0B' = k2.

V inversi odpovidé kruZnici nejdouci stfedem O opét kruZnice,
kruznici prochézejici stfedem — primka neprochazejici stfedem.
Uhly se pti inversi zachovavaji (pfibuznost isogonilni).
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Aplikujme to na danou tlohu. Spoleéné ohnisko F zvolme
za, st¥ed inverse, polomér zdkladni kruznice z budiz libovolny.
Inversnimi Gtvary k ¥idicim kruznicim d,, d, jsou kruznice d'y, d',.
Hledané kruZnici ! jdouci stfedem inverse odpovida primka ', jez
se dotyka kruinic d';, d’,. Sestrojime proto spoleéné teény I;
kruznic d'y, d'5, k nim inversni kruznice /; a jejich stiedy P; jsou
hledanymi prtseéiky nafich dvou unikonfokalnich kuzeloseéek.
ProtoZe existuji obecné 4 spoleéné teény kruznic d’;, d',, jsou
obecné.i étyti priseéiky dvou kuZelosedek, jak vime odjinud.

Je-li jedna z kuzZeloseéek hyperbola, zvolime pro zjednoduseni
polomér zakladni kruZnice z roven délce teény z F k pFislusné Fidiei
kruznici hyperboly. Potom inversi piejde tato kruznice v sebe
samu.

Tazme se nyni po spoleénych tednich unikonfokélnich
kuzelosecek.

P¥i feSeni této tlohy uzijeme fundamentdlni ohniskové vlast-
nosti kuZelosedek: Body s jednim ohniskem stiedové kuzelosetky
soumérné polozené podle vSech jejich teéen, vypliiuji kruZnici
opsanou kolem druhého ohniska polomérem hlavni osy. U paraboly
prechézi tato kruznice v piimku Fidici.

U naSich dvou unikonfokalnich kuZeloseéek Ek, (F, Gy; ),
ky (F, Qy; ay) budiz bod: F spolecn}’rm ohniskem a ¢ spoleénou
teénou. Bod F’ s nim soumérné poIozen}’r podle ¢ lezi na ¥idiei
kruznici d, kuzelosedky k,, soudasné i na ridici kruznici d, druhé
kuzelosetky. Vyhleddme proto prusediky F’';, F', kruinic dy, dy
a symetraly tseéek FF’',, FF', jsou hledané spoleiné teény ¢, t,
kuzeloseéek &y, k,.

Dv& kuzelose¢ky maji obecnd 4 spoletné teény. Jsou li uni-
konfokalni, pak dvé ze spoleénych teéen jsou vidy imaginarni.

Jsou to samodruzné paprsky pravoahlé involuce, jiz ve spolec-
ném ohnisku indukuji ob& unikonfokilni kuZeloselky. Redlnost
ostatnich dvou teden zavisi na vzdjemné poloze ohnisek a délce

- hlavnich os. V piipadé dvou nesouosych unikonfokalnich parabol
jest v koneénu vidy jen jedna redlnd spoleénd teéna. -

O unikonfokalnich kuZelose¢kich lze odvoditi fadu vét. Jako
piiklad uvadim:

Budtez e, (Fy, Fy; a,), e (Fy, Fy; ay) dvé unikonfokdlni elipsy.
Pak hyperbola h (F,, F,; a;) s obéma unikonfokdlni o jdouct jednim
jejich praseéikem X prochdzt nutné ¢ dalsim praseéikem Y obou elips.
Bod Y jest druh€ ohnisko jedné ze Gty kuZelosecek k uréenych ohni-
skem X a body F,, F,, F,.“

Protoze jeden prﬁseélk elips e, e, — X ]est realny, jest nutné

redlny i druhy jejich priseéik ¥. Vyjadieme, Ze oba tyto body lezi
na elipsich:
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1
g Scasc BN
Odeétenim téchto rovnic plyne
FX—FX=F7Y—TF,Y (2)
coZz znadi, Ze hyperbola A s ohmsky Fl, F, a prochézejici bodem X

N’ %
Il
l~<

2 "’1

X +
Fx L

Obr., 1.

jde i bodem Y, ktery leZi na téze jeji vétvi. Pifeme-li rovnice (2),
(1) ve tvaru
FX—FY =FX—F,Y =F,Y —FX X (3)

v1d1me Ze X Y jsou ohniska kuZelosetky k, jeZ jde body F, F,, F,

Tento spec1e1n1 pfipad dvou elips lze ponékud zevSeobecnit,
coZ prenechdvam pili Stendre.

2. Vytknéme si nyni za tkol vyhledati spoleéné elementy
dvou parabol o temze ohnisku.

a) Spoleéné body

Primky d,, d, bud’tei i'idmlml pFimkami parabol Py, P;0 spoleé-
ném ohnisku F. Hledané priseéiky X, Y, lezice na obou parabolach,
musi byti od obou Fidicich piimek i spoleéného ohniska stejné

3*
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vzdaleny. Jsou to tedy stfedy kruZnic k, k,, jdoucich bodem F
a dotykajicich se pfimek d,, d,. Elementérni jejich konstrukce (na
zékladé homothetie) plyne z obr. 1.
b) Véta o chordéalédch: ;
Piedchozi tloha m4é dvé ¥eSeni: X, Y. Spojnici téchto prisediki
nazveme — analogicky jako u dvou kruznic — chorddlou. Tato
chordéla puli zfejmé thel ¥idicich p¥imek d;, d,. Jsou-li nyni P,,
" P,, P, paraboly o spoleéném ohnisku F' a ¥idicich pfimkéch d;, dy, ds,

Obr. 2.

jest osa thlu d;&z (dz/d\z, da/cil) chordalou chy, 4 (chs, 3, chs, ;) parabol
PP, (PyPs, P,P,). Z os hlt volme vidy ty, které pili tihel obsahu-
Jici, ohnisko F.

Chordély chy, 5, chy, s, Chg, 1, jsouce osami-hlt trojthelniku,
prochézeji jednim bodem. OQdtud véta:

- ,,Chordély t¥i parabol o spole¢ném ohnisku protinaji se v jed-

nom bodé.* ,

c) Spoledné teény:

Pri sestrojovéni spoleénych teden uZijeme elementirni véty:

,,Body soumérné poloZené s ohniskem paraboly podle vsech
jejich teden vyphiuji p¥imku ¥idiei.* L

Bod F’ soumérné poloZeny s ohniskem F podle spoledné teény ¢
lezi na Fidici pfimece d; a soudasnd na d,, tedy v, jejich priseéiku.
‘Jedind spoleénd tedna ¢ jest osou soumdrnosti tsetky FF'.
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d) Pomocné véta:
Hledejme geometrické misto bodit soumérné sdruzenych
s ohniskem paraboly podle v8ech jejich norm4l!

V libovolném bodé B paraboly P (d, F') sestrojme norméalu =,
kters pili vnitini Ghel privodiéa! (Obr. 2.) Bod F’ soumé&rné
poloZeny s ohniskem F podle normély n leZi na privodiéi bodu B.

A BFF’ jest rovnoramenny: a; = a,, EK = F'K, proto:

EF — BF.
Z vlastnosti paraboly: BF = BB
Piirovnanim pravych stran: BB’ = BF,

neboli o
B'F' =2 .B'B.
Geometrickym mistem bodt F” jest proto kiivka afinni k dané
parabole podle osy d, sméru o a poméru 2 : 1. Z obr. 2 plyne

B T BT =, =5
t, t; =BF :BB'=2:1.
g1 g @ = B’ 2 BE _
Subnorméla paraboly se rovna parametru, proto
BN FN
t o 7 === Ps.
g @1 T8¢ BB, BB, Pl\ P2
Srovnénim '
Py ipe=2:1

Jest proto geom. mistem bodd F’ parabola, jejimZz vrcholem jest
bod F a ¥dici p¥Hmkou symetrala tselky VF.

¢) Spoleéné normaély: . .

UZijme véty pravé odvozené pro konstrukei spoleénych normal
parabol P, (d,, F), P, (d,, F)!

Sestrojime . parabolu P’; bodi soumérné sdruZenych s ohni-
skem F podle normal pa.raboly P, a analogickou kiivku P’, (o tém%
vrcholu) pro parabolu P,. Jejich priseéiky budtezr F,G,, G,, G
(Gs, G; mohou byti imagindrni). Spoleénd norméla n; jest symetra-
lou usetky FG;.

f) Teéna jedné normélou druhé para,boly

Hledejme piimky m, které se dotykaji paraboly P, (d,, F)
a jsou normalami paraboly P, (d,, F)! Uzijeme opét geometrickych
mist d; resp. P’, bodd soumérné poloZenych s ohniskem F podle
teden paraboly P resp. podle normél paraboly P,. Vygetiime
pruseéiky X, Y (realne nebo imagindrnf) primky d, s pomocnou
parabolou P’,. Symetraly tsedek FX, FY jsou hledané primky.
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Tuto tdlohu lze Fediti pouhym pravitkem a kruzitkem takto
(obr. 3): Parabole P’ (d'y F) priradme kolinedrni kruZnici P,
o sttedu F’ a polom&ru F’D". Stfedem kolineace jest F', osou
piimka o[F" | d,] a jednou druZinou body F,D’. K pfimece d, se-
strojime kolinedrni piimku d,, vyhleddme jeji priseéiky X, ¥,

bbr. 3.

s kru#nici P, a k nim kolinesrn& sdruzené body X, Y jsou hleda-
nymi prasesiky pimky d; s parabolou P’ ' .

g) Analogie v prostoru:

Uvahy o spolednych bodech, teénéch, normalich lze apliko-
vati i na priseéiky, spoleéné tetné roviny i normély ti{ rotaénich
paraboloidit o spoleéném ohnisku, coZ prenechivim pili laskavého
étenste. : :
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