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Lemniskata.
Prof. Rudolf Marek.

1. Definujeme-li lemniskatu jako k¥ivku rovinnou, jejiz kazdy
bod M m4 od dvou pevnych bodi@ F, F’ (ohnisek) souéin vzddle-
nost{ rovny dvojmoci poloviéni jejich vzdalenosti ¢, ¢ili g; . g3 = €%,
miZeme, jak zndmo, jednotlivé body k¥ivky sestrojovati z ameéry
@1 :¢=C: gy kde délku g, volime a g, sestrojujeme tieba podle
prvni véty Euklidovy, pomoci pravothlého trojihelnika, v némz ¢
jest vyskou, a g;, g, jsou piislusné tseky na pieponé. ;

Potom priseéiky kruznic opsanych z bodt F', F’ poloméry ;. 0»
jsou body lemniskaty, pfi éemz pro redlné body kfivky smime g,
voliti pouze v mezich od cV2 —c¢ do c]/2 + c.

Ponévadz &tyti vrcholy k¥ivky vzhledem k ose 2 maji sou-
fadnice (4 }¢ V3, &4 4c), a dva jeji vrcholy vzhledem k ose y
maji soufadnice (4 ¢ }/2, 0), — predpokladame-li rovnici ktivky
ve tvaru (a2 4+ %2)? = 2¢? (22 — %2) — miizeme sestrojeni lemni-
skaty zafiditi takto: .

Narysujme kruznici & (obr. 1) o stfedu S a poloméru ¢ a vepiSme
do ni pravidelny Sestitthelnik, jehoz dva prot&jsi vrcholy P, @
leZi na ose y. Potom ostatni jeho éty¥i vrcholy V, Vy, V,, V, jsou
vrcholy k¥ivky vzhledem k ose z a déle prisetiky F, F’ kruinice k
s osou z jsou ohniska lemniskaty. = - _

Vrcho_lz kfivgz vzhkdem k ose y jsou A, B a obdrzime je,
udinime-li S4 = SB = PF, co% jest délka strany dtverce vepsaného
do kruZnice k. ,
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Tak obdrzime rychle vyznadné body kiivky (st¥ed S jest
jejim bodem uzlovym) a k sestrojeni libovolného podtu daldich
bodt kiivky muzeme uZziti zmindného trojthelnika pravothlého
o vySce F'N =¢, v némz Gsek bF’ na preponé volime, kde¥to
druhy F'b" sestrojime, nebo lze opét pouZiti kruZnice %.

Vedeme-li k ni na pf. bodem 4 seénu, kters ji protind v bodech
u, w, potom kruZnice opsané z ohnisek F, F’ poloméry Au, Au’
protinaji se v bodé M, coz jest bod kiivky. Kazda seéna poskytne
oelkem étyti body ktivky.

. Lemniskata jest také tpatnici rovnoosé hyperboly pro jeji
stred Vedeme-li stfedem rovnoosé hyperboly na jeji te¢ny kolmice,
jest geom. mistem jejich pat lemniskata, jejiz teény v uzlovém
bodé § jsou asymptotami dané hyperboly a také vrcholy na ose z

obou kiivek splyvaji. A konstanta ¢ = ﬁ kde a jesf; délka

poloosy hyperboly, &ili excentricita ¢ lemnlskaty ]est polovina
excentricity e hyperboly.

Déna-li hlavni osa A B rovnoosé hyperboly % (obr. 1), narysujme
kruznici o stfedu S a jdouci ohnisky hyperboly. Vepifeme-li do
této kruZnice opét pravid. Sestithelnik, jehoz dva protilehlé
vrcholy jsou na ose y (vedlejsi ose hyperboly), pak ostatni étyii
jeho vrcholy H, H,, H,, H; lezi na dané hyperbole a teény jeji
v téchto bodech jsou krat$imi Ghlopri¢kami Sestitthelnika, na nichz
delsi ahlopticky HH, H,H; vytinaji vrcholy lemnmiskaty V, V;,
V,, V5. Dikaz je snadny. Je-li totiZ rovnice dané hyperboly
2 — g% = 2¢%, (nebot @ =SB =¢ ]/2), pak z rovmostr. troj-
tihelnika .HSH, plynou soufadnice bodu H (¢ J/3, ¢), které rovnici
hyperboly vyhovup Jest tedy H bodem hyperboly. Krat§i dhlo-
piitka HV, Sestitthelnika musi byti teénou v bodé H, ponévadz
ptli dhel jeho pravodiéu (pili jeho oblouk). Patrno téz, Ze SV =
= VH, a Ze teény hyperboly v bodech H jsou te¢nami kruznice %
v bodech V. }

3. Predpoklddejme v druhé pramétn& hyperbolu rovnoosou,
jejiz jedna asymptota a leZi v ose zy, (obr. 2) a druhd b jest kolma
k ose, stied hyperboly % jest O;,. (V obraze narysovana pouze
jedna vétev hyperboly A).

Otééi-li se tato hyperbola kolem své asymptoty b, otadi se
asymptota a v primétné m a hyperbola vytvori rotaéni plochu.
Nechame-li otdleti vrcholovou teénu u této hyperboly kolem
pi¥imky p, jdouci jeji prvou stopou V kolmo k prvé primétné,
vznikne rotaéni plocha kuZelova o sttedu V. Obé& tyto plochy
rotaéni, jejichZ osy jsou tedy spolu rovnobézné a lezi v 2. pri-
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métné, sekou se v kiivee prostorové k a lze ukdzati, Ze prvym jejim
primétem jest lemniskata.

Abychom obdrZeli bod M kiivky proniku %, volme rovinu 7z,
kterd sele plochu rotadéni v kruZnici m o poloméru p, a plochu
kuZelovou v kruinici » o poloméru p,. Priseéik obou kruZnic
jest M.

: Prvymi priméty vSech kruinic m jsou kruZnice soustiedné
o stfedu O,,, kdeito stiedem prvych primétd viech kruZnic n
jest Vlz-

* Pro libovolny bod P, hyperholy A plati
P,S, . P,P, = 0,,U," (zndm4 vlastnost hyperboly),

a ponévadz PyS, = g, PyPy = §',V, = 8',Q, = gy, aje-li O?U: =,
mame vztah -

01- 02 =¢%
coZ jest vytvarny zékon lemniskaty. Tim jest dokdz4no, Ze prvym
prumétem kifivky proniku uvazovanych ploch rota&nich . jest

lemniskata. (Viz Machovee, Zobrazovani teden a stiedit k¥ivosti
kiivek, str. 23).

__Vysledek tento lze potvrditi ‘také cestou analytickou. Je-li
033Uy = ¢, jest rovnice hyperboly kb

Xy, 2y = CZ. 1)
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Libovolny jeji bod Py (2, 0, 2,) vytvoti pn otddeni kruZnici, jeji
rovnice bude

24 y? =z pii 2z =2z, (2)
Vyloudenim «, a z, z rovnic (1) a (2) obdrzime

fat + 4t =, (3)
coZ jest rovnice rotadni plochy. '
Vrcholové tedna w hyperboly A mé rovnici

7 7

x 2

2t ag=1 (4)

a libovolny jejf bod @, (, 0, ') vytvo¥ otddenim kolem p krusnici,
jejiz rovnice jest '

(x—2¢)® + y2 = (2c — 2')2, pii z = 2. (3)
Vyloudenim 2, y’ z rovnic (4) a (5) plyne
(# — 20)* + y* =27, (6)

coZ jest rovnice plochy kuZelové o stfedu Vi,.
Z rovnic (3) a (6) vyloucemm z dostaneme vztah pouze mezi
zay
r = ™)
(2— 200+ gt = :

¢ili rovnici prvého primétu prostorové k¥ivky proniku, tedy
rovnici lemniskaty, kde v8ak podatek soufadnic jest v jednom
ohnisku k¥ivky. Abychom obdrzeli obvykly tvar rovnice kfivky,
prelozime podatek soufadnic do ]e]1ho stfedu tim, Ze v rovnici (7)
piSeme x 4 ¢ misto z a upravime. Vysledkem bude

(2% 4 °)? = 2¢® (2 — ¥°),
zndmy tvar rovnice lemniskaty. ) e

4. Lemniskata miiZe vzniknouti i jako prisek anuloidu, jehoZ
kruZnice hrdelni mé tyZ polomér jako kruZnice tvofici, s rovinou
rovnobéznou s osou plochy a dotykajici se anuloidu v jednom
bodé kruznice hrdelni.

Predpoklddejme v prostoru t¥i osy k sobé kolmé z,y,z,
(obr. 3, v §ikmé projekei) a v roving zz kruznici &’ o sttedu S (m,0,n)
a poloméru ». Jeji rovnice jest potom

(&' —m)? + (& —m)? = 1. (1)
Ot4di-li se kruZnice &' kolem osy z, vytvoi anuloid &li plochu

okruhovou a osa z jest jeji osou. L1bovolny jeji bod M’ (27, 0,2")
opie pfi otddeni kruZnici k, jejiZ rovmnice bude -

2+ y? = a'%, pH z =2 (2)
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Eliminaci 2z’ a 2’ z rovnic (1) a (2) plyne rovnice anuloidu
(Vo + o —m)t + (e —n)? =12 (3)

Aby rovinnym fezem plochy mohla byti lemniskata, poloZime
v této rovnici m = 2r (podle podminky vyslovené na poé. tohoto
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odstavce) a soufasné pro vétd{ jednoduchost preloZime stied
anuloidu do poéitku soufadnic zavedenim 7 = 0. Pak obdriime

Ver + g2 —2r)2 + 22 = 12, (4)

Je-li rovina prisetns, dotykajici se plochy v bod$ kruZnice hrdelni,
uréena rovnici
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