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O spojitych funkcich, nabyvajicich kazdé své
hodnoty k-krat nebo l-krat.
Milo§ Neubauer.
(DoSlo dne 5. kvétna 1932.)

1. Pro dand dvé piirozena &isla k a I, k < I, nazvu (k, 1)-funkci
kazdou funkecil) definovanou a spojitou v uzavieném intervalu,
kterd kazdé své hodnoty nabyvéa bud k-krat?) nebo I-krat, aspon
jedné k-krat a aspoii jedné I-krat. Obsahem tohoto dlanku je dikaz
této véty:

K tomu, aby existovala (k,l)-funkce, je nutno a stacs, aby bylo

1> 2k— 1. (1)

2. K ditkazu nutnosti podminky (1) staé{ ziejmé dokézat toto:

Véta 1. Bud f(zx) funkce definovand o spojitd v intervalu
I = [a, b,]3), kterd kazdé své hodnoty nabyvd koneinékrdt. Bud M
resp. m jeji maximum resp. minimum. Necht pri danem y, m <
< y=< M, znati p(y) pocet vSech reSeni v x rowvmice y = f (x).
Budte k, [ prirozend éisla a bud

k=py)=lpom=y=<M. (2)
Pak plati (1).

Ziejmé jest
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m < M.
Dokazi napfed toto:
Pomocnéd véta. Nabyvd-li f maxima aspori h-krat, b > 1,
a z toho mezi a, b aspoti (h — 1)-krdt, pak s vhodnym y jest p (y) =
> 2h— 1.
Dtkaz. Znadi-li E (V) mnozstvi v8ech bodu (z, y) (kartézské

(=y)
roviny), majicich vlastnost V, oznadim pii ¢ > 0 znakem U, (z,)
1) Jednédm o funkeich redlnich jedné redlni promé&énné.

2) T. j. pfesnd k-krdt; jinak budu ¥ikat ,,aspofi k-krat‘‘.
8) T. j. mnoZstvi vSech x, pro n& ¢ <z < b.
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mnozstvi viech bodl (z, y), které jsou jak v E (z v I, y = f(z)) tak
v(E(xo—-—e<x<x0—|—s). o )

2,9)

Necht za prvé f nabyvé maxima pro z = &. Proto¥e f je spojitd
a nabyvé kazdé své hodnoty konednékrit, snadno se vidi, ze ke
kazdému & > 0 lze nalézt takové y, = y (£, &) < M, Ze pii y, <
< n < M ptimka y = 5 protind U, (&) aspod jednou nebo aspoti
dvakrét podle toho, je-li & koncovym bodem intervalu I nebo ne.

Necht za druhé £ nabyvé maxima pro o = &, ..., &; & < ...
... < ép Zvolim &> 0 tak, aby mnoistvi U, (&),..., U, (&)
byla mezi sebou bez spoleénych bodd, a déle 5 < M tak, Ze
N>y (6 €)Y (én &) Pak ziejmé pimka y = 5 protind
(E ()x v I, y = {(x)) asponi (2h — 1)-krat, kdyz asponr h — 1 z &isel
z,Y
&, ... & je mezi a, b,

Nyni dokazi vétu 1. Zfejmé mohu predpokladat %k > 1.
Podle (2) je jak p (m) = k tak p (M) > k. Nabyvéa-li £ jednoho
extrému jak pro x = a, tak pro @ = b, nabyva podle (3) druhého
aspoli k-krat mezi a,b. Ziejm& mohu tedy predpokladat. Ze f
nabyva maxima aspoii (£ — 1)-krat mezi @, b. Podle pomocné véty
je p(y) = 2k —1 s vhodnym y a tedy podle (2) plati (1).

Poznamky. I. Z véty 1 plyne, Ze pro zadné prirozené &islo
h > 1 neexistuje funkce definovana a spojitda v uzavieném?) inter-
valu, kterd kazdé své hodnoty nabyvé h-krat, nebot A > 2h — 1
pravi totéz co 1 > h.

II. Z pomocné véty plyne, Ze (k, l)-funkce nemize nabyvat
jak maxima tak minima I-krat. Podobné se dokéze, Ze (k, I)-funkce
s [ > 2 nemlZe Zddného z extrémi nabyvat I-krat, t. j. nabyva
kazdého z mich k-krat. :

3. Postatitelnost podminky (1) dokézi, kdyz ke kazdym
dvéma piirozenym ¢&islim £k a I, k <, I > 2k — 1, sestrojim
(k, I)-funkeci. Predeviim (1, 2)-funkce je déna na pf. lomenou
darou spojujici body (0, 0), (1, 1), (2, 0). Mohu tedy predpokléadat
I>2. '

Zavedu si pét typi jednoduchych funkei, v jichZ definicich
znadi a, b, m, M dani &isla, @ < b, m < M, a h dané kladné &islo
liché.
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3 (b_a) (n=03 1, 23 3);

Ty, = a +
= M pro x = %y, T = %}
f(a, b; m, M; z) {= m pro & = 2, & = Z; (4
linedrni v [&n, Znt+1] (7 < 3).
4) Predpoklad wuzavFenosti intervalu je podstatny. P¥iklad: f(x) =
= ya(2) pro 0 < = < 1 (viz definici (8)).
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. xn=a+%—(b——a)(n=0,1,...,h);

= m Pro & = x,, n sudé;
fa(a, b; m, M; )= M pro x = x,, n liché; (5)
linedrni v [n, Znt+1] (0 < b). '
1 1
xn=b—?(b—-a), yn=vm+—n—(M—m) n=1,2...)

@ (a, b;m, M; ) = {i(”le);g¢;+1=§%rf+1, Yn; ) V [Zn, Tniq], (6)

1
T—at - (b—a) gy =M — (M —m) (=12, )

. oo — [H(@nt1s Tns Yns Ynt1s @) V [Tnts 2],
v (@ b m, M5 ) = { K 223 b wh (1)
1
2= —, 2= 1———1-(n=2, B« <)3
n n
£3(2'nt1: 203 21520 ) V [2npq, 27
1 (®) = § £1(2"%, 2"n415 @70y 2'nk1; @) V [27n, 2701 ] (8)
Oprox = 0;1proz = 1.
Nyni sestrojim pomoci funkei (4) — (8) ve viech p¥ipadech
(s I > 2) (k, l)-funkeci f(x):

k= 1,11liché: f(z) = yp(x). (9)
Y _ [ 2 (z) v [0, 1],
k> 1,1liché: f(x) = {fz]a__]_(o, 9% —1:0,1; 2) v [l, 2k — 1. (10

Rl

- . — P\ 1 L1 Z) VvV I— 1 ’

k=1,1sudé: f(z) ixz—s(x) v [0, 1. (1
v(l, 4% 1, 2) v [, 3]

X1—(2k—1) (x) v [0, 1],

k> 1,lsudé: f(x) = {¢p(1,2;0,1; z)v[1, 2], (12)

—— o ‘:\\&.&h%'> fg]c.3(2, 2k — 1; O, 1; x) v [2, 27{}—2] pro k >2

Pomijim dikaz, %e funkce (9) — (12) jsou (&, I)-funkce, jez
nabyvaji obou extrémi k-krat a kazdé jiné své hodnoty I-krat.

Pozndmky. III. Ze (k,I)-funkce s 7> 2 musi kazdého
z extrémi nabyt k-krat, bylo ¥edeno v pozndmce II. Neni viak
pravda, Ze by takova (k, I)-funkce nemohla nabyt hodnoty od
extrému rizné k-krit. D4 se na pf. bez potizi sestrojit (1, 3)-funkce,
kterd nabyvé jednou prévé kazdé hodnoty z libovoln& predepsa-
ného uzavieného &iselného mnozstvi F, které, znadi-li M resp. m
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