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Zakladni rovnice pro ¢éasovy rozpad statistickych
kolektivu.

Otomar Pankraz.
(Doslo 15. b¥ezna 1933.)

V nésledujicim hodlam pokraovati v Gvahédch, které provedl
p. prof. E. Schoenbaum v pojednani ,,0 jisté integrodifferencidlni
rovnici (Rozpravy Ceské akademie 1920). Obsirné propracovani
vyjde v dasopisu Geskoslovenskych pojistnych matematikt ,, 4 ktudr-
ské védy pod nidzvem ,,Zur Grundgleichung fir den zeitlichen
Zerfall der statistischen Kollektivs*.

§ 1.

[1.] — Uvazujme koneéné mnoZstvi (soubor, souhrn, kolektiv)
individui s nésledujicimi vlastnostmi:

1. Kazdé individuum mé jako znaky pfifazena &isla 1,
2,...,m.

2. V uréitém okamziku kazdé individuum muze jen jediny znak
ztratiti resp. znovu nabyti.

3. Ztrata znaku znamend vystup ze souhrnu, ziskani ztraceného
znaku mé za nisledek ndvrat do souhrnu. :

Pozorujme toto mnozstvi v ¢asovém obdobi 0<¢<1 a hle-
ddme podet 1(¢, 7) individui, kterd v okamziku ¢ nalezela do souhrnu
po dobu 7.

Ziejmé

1(0, 0) = poclatedni stav (polet) individui v souhrnu,

1(¢, 0) = 1y(t) = rozloZeni prvého vstupu do souboru,

1(¢, t) = rozloZeni individui, ktera se nezidéastni rozpadu.
Z vyznamu velidin plyne definiéni obor

0<r<t<l.

Kromé toho definujeme: Je-li 1j(¢) hladkd funkce (t. j. spojita
i se svoji prvni derivaci), nazveme soubor otevienym. Omezime se
na soubory tohoto typu.

[2.] — K popisu pribéhu rozpadu pouzijeme funkei (¢ =
=1,2,...5m):

1. Intensity vystupu:

7i(t, T) = intensita, s niZz vystupuje individuum ze souhrnu
nasledkem ztrity znaku ¢; zdvisi na ¢ a 7.
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2. Intensity mdvratu: Individuum opustilo soubor ndsledkem
ztraty znaku ¢ v okamziku u < ¢ a doposud se nevratilo.

0i(t, w) = intensita, s niZz se individuum wvrd#i do souhrnu
néasledkem opétného ziskani znaku 7 pravé v okamziku #.
3. Pravdépodobnosti pro mepretriity vyskyt mimo souhrn:

Pi(?, &) = pravdépodobnost, Ze individuum, které v okamziku
& < tztratilo znak 1, jest v okamziku ¢ stéle jedt& (t. j. bez pieruSeni)
beze znaku 4.

§ 2.

Sestavent rovmice pro soubor otevieny. — Predpoklad: Popis
rozpadu dan jest hladkow funkei 1(¢, 7).

Zvolme v oboru 0 <t <t¢<1 libovolny wnitFni bod (¢, 7).
(I.) V (¢, t + At) nastanou zmény: 1. vystoupi individui

1tt, 7) .{im(t, 1)}. At = A(t, ) At;
=1

2. ptibudou individua, kterd v okamZiku & < ¢ vystoupila
a doposud se nevratila. Jejich podet jest

t

At f 1(&, 7) { 2’7"(5’ 7)pilt, £) 0i(t, 5)} dé = B(t, 7) . 4t

i=1
T

(II.) Podet individui, kterd v obdobi (¢,¢ + 4¢) byla v souhrnu,
jest
It + At, © + 4¢) —1(¢, 7).
Z (I.) a (IL)
It + 4¢, = + 48) —1(¢, 7)
At

Protoze podle predpokladu 1(t, 7) jest hladka, lze pouZiti

- B.(t, 7) — A(t, 7).

cl ol
¢t + 4t, 7 + A1) = 1(¢, 7) + At[ﬁ + E]

t+54t, T+0 48

0<d <,
=z dehoz

i I(t + 4t, v + At) —1(¢, 7)ol 7) ol(t, ©)
m = ’
At—>0 At ot ot

Celkem tedy plyne rovnice typu (5, « jsou zndmé funkce)

+
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1
ol al
a+E=Ln+fMJN@Lﬂ%

8 potateéni podminkou

1(t, 0) = 1(t).
§ 3.

ReSent rovnice

o T =16 e + 1 ) et ) e

(+)... .
(0<r<¢<i<I,
l A = proménlivy parametr obecné komplexni).

Dokéze se véta:

V rovnici (4) budtez na ¢ na svém definiénim oboruw
hladké funkce. Kromé toho budiZ na 0<¢{<1 ddna poda-
tedni podminka I(t, 0) = 1(¢), pti emz L(f) jest rovnéz
hladks funkce. Pak existuje jedna jedina funkece 1(, 7; 1),
kterd 1. jest hladkd v 0<7<¢t<1, 2. jest celistvou
transcendentou v roviné proménné l, a 3. pr¥i uvedené
podatedni podmince vyhovuje dané integrodiferencialni
rovnici. o
meﬁwmmmmmmmM@nm=zﬁ&m¢hww

D[] = ﬂ sl, pak po dosazeni do (+) a srovnanlm koeficientit

t

u mocnin parametru 1 plynou podminky
D[A,] = 74,

. :
(). D[Ai]=17Ai+fAi—1“df (t=123,...),

coZ jsou parcidlni diferencidlni rovnice pro koeficienty A; (2 =
=0,1,2,...). Poda¥-li se urdit A;, t¥eba dokédzat, Ze formdalni

fady
1¢, 7; A) X”Mw EM%,m 2

stejnomérné konverguji v uréitém oboru. Déle nutno verifikovat,

@

iez XiA; vskutku jest fefenim rovnice (+), a dokdzat pak unicitu
1=0 s

TeSeni pii dané podateéni podmince.
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§ 4.
Rovnice (+) maji FeSeni:
i+t
2
1. Ayt, 7) = Lt — 7) . exp (f’ﬁ df),
=
kde
- t—7 t—7
n=nﬁ+—7né— 2}
Ppri GemZ

Ag(t, 0) = Lof?).

t—17
2

A;i(t, 7) . exp (—f}; df) =

z+i

2

2. (1=1,23,...)

e
&

+7
2
= [d§. exp( fﬁ dfz)x

t—7 t—7

= =
-'51+t—_2:
t— t— t—
foi—l(Eaa e ) 1:) 24 (fa, &+ _5_7:’ 51 ) T) dés,
s
Pii demz
A, 0) = 0.

Z 1. a 2. snadno plyne, Ze poldteéni podminka pro It, T) jest
wskuthbu splnéna.

§ 5.
Komwérgencgz r’adyz AA(e, 1:). — Odvodime si d¥ive ndsledujici

pomocnou vétu 1. Pr'eipcfklad: V pFisludnych defini¢nich oborech jest
0 <t — 7) < M = konst.,
| n(t, 7) | < N = konst.
a | @(&, ¢, ) | < L = konst.
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Tvrzeni: Pro kaZdy bod oboru 0 < 7<1<1 plati

| At, 1| < B, L

(i=1:293:‘°-)3

(By = positivni konst. nezdvisld na 1.)
Dikaz: Pro A, jest
| Ag(t, 7) | < Me¥ = B,.
Pro A; (i =1,2,3,...) plati odhady

t+
- ' 51+—t_—1

| Ai(t, 7) | < exp def)delexp ([N dgy) fL [Aiy |dE <

t—
_ b— 2

1 i
<62NL/d§1.f t;’)
0 0

t

Bi(f) = eV L f Bii(&)dg (=1,2,3,...)
; _
(By = konst. > 0),

Ai—l (53: El =— dr,ts.

Definuji-li

pak
(¥ Ly)

Bift) = By~

Protoze
l Ao(ts T) l < Bo:

snadno tplnou indukei

| Ai(t, 7) | < Bi(®),
coz bylo dokazati.

Zdvér pomocné véty 1: Jest

22"5 \A'i.(t: T) ! <2/1"’ Bi(t) < BO . exXp (62NL)¢).
= i=0

Z toho plyne, iei 2 Aq(t, ) absolutné a stejnomérné konverguje

i=1
pro kazdé koneéné i a pro kazdow dwojici (t,7) v 0<7t<t1<1.
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§ 6.

Konvergence tad derivovanych. — Jsou-i 1(t —7), n(t, 7),
o(&, ¢, 7) hladké funkce ve svych (uzavienych) definiénich oborech,
pak existuji konstanty M, N, L, ze plati

A, |al,

lo(t - T)> .?t_ a 5? < M’
an 07
| N (t: T) l: —ét— a F < N:
o o :
t (Z(E’ t: T) Ia W' a '87 < L.

Pomocnd, véta 2: Budte? 1yt — ), %(t, 7), a(& ¢, 7) ve svych
definiénich oborech hladké funkce. Pak
t—7
‘l.—l (53, El - 9 )

<€i+cﬁmf

(t=1,238,...),

kde positivni konstanty B a C mezdvist na i. Analogicky odhad plati
0A;
pro

ot

dE3:

0Ai(t, 7)
=%

Diikaz plyne p¥imo z vyrazii pro o resp. aaA 4 pouzueme -1i

ot
odhady uvedené v pomocné vété 1.

Pomocnd véta 2': Kromé predpoklads v pomocné vété 2. budiz

94, a o4, < K = konst. (K >1).
o ot
Pak (i=1,2,8,...)
0A(t, 7) 0A(t, 7) | _ (Bt)s
a || or il

kde E = B + CK.
Dikaz plyne z pomocné véty 2 uplnou indukei.
Zdvér pomocné véty 2': Jest

& ;| 2AE, ) i
e R

0Ai(t, ) Eat
| <
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oy .. 0A; 2 .. 0A; .
z ehoZ nasleduje, Ze 7ady Y At a ) A absolutné a stej-
'EZO i iZO =

nomérné konverguji pro 0 < t<<t<1 a pro kaidé konetné .

§7.

Verifikace, ze odvozens Tfada Eli A; vyhovuje dané parcidlni
i=0 '
integrodiferencidlni rovnici, jest pouhym zavérem predchézejicich
avah. Dikaz unicity FeSeni p¥i danych poéateénich podminkéch
provede se né&kterou z obvyklych metod.
Z véty o teSeni rovnice (+4) plyne: Popis ¢asového rozpadu
wvazovaného souboru jest ddam funkct 1(¢, T; 1).

§ 8.
Hledejme jiny tvar nekoneiné fady pro 1(¢, ; 1). V podstaté

==
se jednd o riznéd seskupeni élent v’ radé 22’3 Ai(t, T) v ptipads, Ze

=0

A=1 _ :
Vyjdéme z rovnice [s danou podateéni podminkou l(¢, 0) =
= 14(?)] ‘

t
o al '
LI {ln + f 16, 7) a(&,1, 7 df},

kde u = obecné komplexni parametr. Tato rovnice jest ekviva-
lentni integralni rovnici

E—zi-_‘r
1(t, %) = Lot — =) + f F(s, T
=
kde *
Fﬁﬁgégz%§+”;is—“;jn¢+fgif—f§i)+

t—7

-

t— t— t —
+J%gs— R e
=

t—7
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Pouzijeme-li zndmych vét z teorie Volterrovych integrdlnich
rovnic, ihned plyne novy tvar feSeni '

1, 5 1) =2Fi(t, 7)
i=0

se ¢leny
Fo(t; T) = ]o(t_' T)’
Fi(t, ‘L’) =
i+7
p)

= [ae[Feals + 57 615 e + 155 e =150 +

2
- f Fafto 6 —57) olto 6+ 755 6 =25 dsl]
t—r

2
(=123,...).

§9.

Do formuli pro koeficienty A;(t, t) miZeme zavésti nasledujici
pomocnou pravdépodobnost. Predpokladejme, Ze vystoupld individua
se nevraceji a uvazujme stiedy ¢asteénych intervald, které vzniknou
vloZenim hodnoty 7 do &asového fseku < 0,¢>. Pak integral
rovnice

t—7 t—T
1 &&+ 7 ¢T3 )_
t— t—a\ ° -
e 4
- t T t— 1 —
v mezich <t_; = # > jest
) t+e
s 2
1(t,r)=1(t—r,0)exp(f77d§)-
s i—

3
Smysl maji jen hodnoty (¢ — 7), pro které l(t — z, 0) & 0, takZe
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