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CAST MATEMATICKA.

Piispévek k teorii dimense. \
Eduard Cech.
(Doslo 14. bYezna 1933.)

Uvod. Necht n=1,2,3,... Oznatme C, mno¥stvi téch
bodd® (zy, @, ..., 2), Pro néZz 0 2; <1 (1 <0< m). Oy jest

nejjednodussi piiklad bodového mnozstvi demense n. Specielné
pro m < n dimense mnozstvi Cy, je mensi nez dimense mnozstvi Ch,.
Otdzka po presném matematickém smyslu lezaté vytisténého
vyroku neni viak zcela prostd. Na prvni pohled se zd4, Ze C,
mé vice bodw nez Cy,. AvSak jiz r. 1877 G. Cantor ukizal,l) ze tomu
tak neni, Ze totiz existuje jedmojednoznaéné zobrazeni C,, na C,.
Zkusme to tedy jinak! Je ztejmé, Ze (stdle pro m < n) Cy je spojity
obraz (na p#. projekce) mnozstvi Cy; naproti tomu z ndzoru se zda,
ze O, neni spojitym obrazem mnozstvi Cp. AvSak ani tato cesta
nevede k cili, nebot r. 1890 ukdzal G. Peano,?) Ze naopak existuje
také spojité zobrazeni mnoZstvi Cp na mnozstvi Cy.

R. 1910 H. Lebesgue vyslovil®) vétu (Lebesgueovo lemma):
Cyn dd se pokryti konecmym poctem libovolné malych wuzavienych
mmnoZstvt tak, Ze kazdy bod ndlezt nejvys do n + 1 z nich, nikoli véak
tak, aby kazdy bod ndleZel nejvys do n z nich. Je patrné, Ze na
zékladé Lebesgueova lemmatu lze vysloviti obecnou definici
dimense. To vSak Lebesgue neudinil, nybrz uzil svého lemmatu
pouze k oddvodnéni fakta, ze Cp a Cyn (m = n) maji riznou topo-
logickou strukturu.4)

Prvou obecnou definici dimense vyslovilr. 1913 L. E. J. Brou-
wer.5) Brouwerova price zustala v8ak isolovand a za zakladatele
obecné teorie dimense jest povazovati teprve K. Mengera a P. Ury-

1) Journal f. Math., sv. 84 (1877), str. 242.

2) Math. Ann., sv. 36 (1890), str. 257.

8) Math. Ann., sv. 70 (1911), str. 166. Dikaz zde naznadeny neni
uplny a byl Lebesguem pfesné vyloZen teprve ve Fund. Math., sv. 2 (1921),
str. 256. Prvni pFesny dtkaz Lebesgueova lemnatu udal Brouwer ve ¢linku
citovaném v pozn. °). Lebesguedv dikaz byl pozd&ji znaéné zjednoduSen
W. Hurewiczem [Math. Ann., sv. 101 (1929), str. 210] a E. Spernerem
[Hamb. Abh., sv. 6 (1928), str. 265]. b

4) Prvy pfesny dikaz tohoto fakta udal Brouwer v Math. Ann.,
sv. 70 (1911), str. 161.

5) Journ. f. Math., sv. 142 (1913), str. 146 [v. té% sv. 153 (1924),
str. 253].

Casopis pro péstovani matematiky a-fysiky. Rotnik 62, 19
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sohna.®) Vznik téchto praci jest umistiti asi do let 1921—1923.
Z jinych- autor, ktefi pfispéli k dalsimu rozvoji této teorie, jest
pripomenouti zejména W. Hurewicze.

Tato teorie dimense je vybudovana v separabilnich?) prosto-

rech. Cetné véty maji vSak platnost pouze v kompaktnich®) nebo
’ polokompaktnich?) prostorech. Omezeni na separabilni prostory
jest u nékterych problém, ) jak se zdd, odivodnéno povahou véci.
U nékterych problému ma se vSak véc jinak. Jak jsem ukdzal,'!)
Ize Menger-Urysohnovu definici dimense upraviti tak, Ze platnost
nékterych vét se roz&iti na mnohem obecnéjsi prostory dokonale
normdalni.*?) obsahujici jako zvla$tni piipad vSecky prostory
metrické.!?) . :

Urysohn dokdzal %) Ze u kompaktnich prostort lze dimensi
definovati vlastnosti vyslovenou v Lebesgueové lemmatu; upo-
zoriuje pIi tom, Ze tato definice je omezena na kompaktni prostory.
Aviak pozdéji Hurewicz vyslovil Lebesgueovo lemma v takové
formé, Ze udavé charakteristickou vlastnost dimense i pii libovel-
nych separabilnich prostorech. Je tedy nasnadé pokus, odvoditi
nékteré véty teorie dimense tak, Ze naznadend vlastnost se zvoli
za definici. V tomto ¢ldnku ukazuji, jak lze timto zpusobem od-
voditi t. zv. souctovou vétu.'®) Tento ditkaz nejen je spise jednodussi
nez dosavadni, ale mé tu pfednost. Ze plati v kazdém normalnim?¢)
prostoru.

Zvolené definice méd dvé nevyhody. Pfedné neni ziejmé, Ze
dimense &asti nemuze pFevysiti dimensi celku; ukazi vSak, Ze asponl
u dokonale normélnich prostori véta o dimensi 4sti je dusledkem
soudtové véty. Drubd nevyhoda je podstatnéjsi: Zvolenym zpi-

8) Systematicky wvyklad této teorie poddva Menger ve své knize
Dimensionstheorie (1928). V. téZ posmrtné uvefejnéné pojednéni Urysohnovo
ve Fund. Math., sv. 7 (1925), str. 30—137 a sv. 8 (1926), str. 225—351. Pro
prvoglﬂinformaci dob¥e poslouzi élanek V. Jarnika v Casopise, roé¢. 58 (1929),
str. 367.

7) Prostor R je separabilni, kdyZ je metricky (v. odst. 5) a kdyZ z kazdé-
ho systému v R otevienych mnoZstvi pokryvajiciho R (v. odst.’1) lze vybrati
nejvys spoletny systém pokryvajici R.

8) Prostor R je kompaktni, kdy% je metricky a kdyZ z kazdého systému
v R otevienych mnoZstvi pokryvajictho R lze vybrati koneény systém
pokryvajici R.

%) Prostor R je polokompaktni, kdyZ je metricky a kdyZ je souétem
nejvys spoéetného systému kompaktnich &asti.

%) Na p¥. u problémi studovanych v kap. 4. Mengerovy knihy.

11) Rozpr. II. t¥. des. Akad., roé. 42 (1932), & 13. V. téZ Comptes
Rendus Paris, sv. 193 (1931), str. 976—977.

12) V. odst. 25. ‘

13) V. odst. 26.

14) Fund. Math., sv. 8, str. 301.

18) V. odst. 23 a 24.

18) V. odst. 9.
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sobem lze definovati pouze dimensi prostoru jako celku, nikoli
dimensi prostoru v jednotlivych jeho bodech nebo &astech. V sou-
vislosti s tim je moje domnénka, Ze u dokonale normalnich prostora
zde zvolend definice dimense jest ekvivalentni s tou, kterou jsem
zvolil ve ¢lanku citovaném v pozn. 11). Dikaz této domnénky zna-
menal by podle mého minéni dilezity pokrok v teorii dimense.

Proti naznadenym nevyhoddm stoji dvé vyhody. Predné
zvolend definice je nejvhodnéjsi k dikazu fakta, Ze euklidovsky
prostor a jeho elementarni asti maji ve smyslu obecné teorie tu
dimensi, ktera se jim odeddvna prFisuzuje.!?) Za druhé existuji
dulezité véty, k jejichz odvozeni je tieba pouze té vlastnosti di-
mense, ktera zde byla zvolena za definici. Tak tomu je na pi.
s vétou. kterou odvodil P. Alexandroff: Kompakini prostor dimense n
da se libovolné malou spojitou deformact prevésts v polyedr dimense n,
nikoli vsak v polyedr dimense < n.1%)

Pripominam jesté, Zze k uplnému porozumént textu meni treba
Zadnych matematickych znalosti; staéi si preisti nékolik prvych
odstavedkd (1—6) mého ¢&lanku MnoZstvi ireducibilné souvisld
mezi n body.'®) Ze bylo mozné zvoliti tak elementérni formu vy-
kladu, nenf ndhodné. Vskutku moderni topologie p¥i své pronikavé
analyse prostoru nikterak neerpa z jemné rozvétvené zisoby
poznatkti klasické matematiky. nybrz zdolavd s Gspéchem svoje
problémy zbrani zcela prostou. totiz elementarnimi pravidly lo-
gického mysleni, aplikovanymi p¥imo na jednoduché pojmy z ni-
zoru ziskané a axiomaticky precisované. Necht tento skromny
¢lanek prispéje ponékud k tomu, aby tato krasna disciplina mate-
matickd i u nds se tédila takové oblibé, jakou svymi vnitinimi
ptvaby i svym vyznamem v celku matematickych véd zasluhuje!

1. Necht 4 je &4st topologického prostoru?’) RB. Necht & je
systém &asti prostoru R. Pravime, Ze & pokryva A, kdyz kazdy
bod a & A?) je &asti nékterého S e &.

2. Necht n =—1,0,1,2,... Necht © je systém Gasti pro-
storu R. Pravime, ze & m4 7dd < n, kdyz Zadny bod a ¢ R neni
obsaZen ve vice neZ n -+ 1 elementech systému ©. Pravime, Ze © ma
7dd n, kdyz 1° @ mé ¥4d <n, 2° budto n = — 1 nebo & nemd
fad < n— 1.

17) Ctendi zaddtetnik snad hude postradati dikaz tohoto fakte;
v jiném &lénku, ktery v brzku vyjde v tomto Casopise, budu miti p¥ile#itost
takovy dikaz uvésti. "

18) Annals of Math., sv. 30 (1929), str. 120 (Uberfiihrungssatz). Jedno-
duchy diikaz vyjde ve €lanku C. Kuratowského Sur un théoréme fondamental
etc. ve sv. 20 Fund. Math.

19) Casopis, rod. 61 (1932), str. 109. Citovdno zkratkou M.

20) M, 1.

21) q ¢ A znamend, Ze a jest element mnoZstvi 4.

19*



3. Necht n = — 1,0, 1,2, ... Necht R je topologicky prostor.
Pravime, Ze dimense prostoru R je <n a piSeme dim R <,
kdyz kazdému koneénému??) systému I1 v R otevienych?®) mnozstvi
pokryvajicimu R lze pfifaditi koneny systém 8 v R otevienych
mnozstvi takovy, Zze 1°®8B pokryvd R; 2° kazdé V ¢ B je &asti
nékterého U e U; 3° B m4i ¥4d < n. Pravime, Ze R mé dimensi n

a piSeme dim R = n, kdyz 1° dim R < n; 2° budto n = — 1 nebo
neni dim R <n—1.
Ztejmé dim R = — 1, kdyZz a jen kdyz B = 0.23)

Podle M, 1,2 dimense jednobodového prostoru rovna se 0.

Ztejmé dim R = n implikuje, Ze dim B* =n pro kazdy
prostor R* homeomorfni*) s R.

4. Necht R je topologicky prostor. Necht S C R.25) Necht S jest
uzaviené v R. Necht dim R < n. Pak dim S < n.2)

Diukaz. Necht II" je koneény systém v S otevienych mnozstvi;
necht W' pokryva S. Mame ukdzati, Ze existuje koneény systém B
v S otevienych mnoZstvi takovy, ze 1° B’ pokryva S; 20 kazdé V' e
¢ B’ je dasti n8kterého U’ e U'; 3° B’ mé Fad < n. Podle definice
mnozstvi v S otevienych??) lze kazdému U’ ¢ I’ piifaditi v R
oteviené U tak, ze U' = § . U.?8) K mnozstvim U takto uréenym
pripojme jesté v R oteviené??) mnoZstvi B — A4.2°) Tim vznikne
koneény systém Il v R otevienych mnozstvi; ziejmé U pokryva .
Jezto dim R < n, existuje koneény systém B v R otevrienych
mnozstvi takovy, Ze 4° L pokryvd R; 5° kazdé V eB je dasti
nékterého U ell; 6° B ma Fad < n. Kazdému VeQB piifadme
V'= 8. V. Tato V' tvoii systém B’. Z¥ejmé V' je koneény systém
v 8 otevienych mnozstvi. Z vlastnosti 49, 5°, 6° systému B nasleduji
vlastnosti 19, 20, 3° systému B’

5. Mnozstvi R (sloZzené z jakychkoli prvkd) nazveme metricky
prostor (a jeho prvky nazveme body), kdyz kazdému paru a,b
bodii z B bylo prifazeno reilné &islo o(a, b) (veddlenost bodu a, b
v prostoru R). P¥i tom musi byti splnény nasledujici t¥i axiomy:

5,1. Kdyz a¢ R, pak o(a, @) = 0.

52. Kdyz as R, be R, o(a,b) = 0, pak a = b.

5,3. KdyZa e R, b e R, c ¢ R, pak p(a, b) + o(c, b) = po(a. ¢).

22) To znamend, Ze podet elementd je koneény.

28) M, 2).

#) M, 3.

25) M, 6)_

26) § je topologicky prostor podle M, 5.

7) M, 5.
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Plati pak nasledujici véty 5,4 a 5,5.20)

54. Kdyz aeR, beR, a=b, pak Jo(a,d) > 0. Dikaz.
Podle 5.3 jest 2o(a, b) = o(a, a), tedy ¢(a, b) = 0 podle 5.1, tedy
o(a. b) > 0.podle 5,2.

5.5. Kdyz ae R, be R, pak o(a, b) = g(b, a). Dlikaz. Podle
5.3 jest o(a, a) + o(b, @) = o(a, b), tedy o(b, @) = ¢(a, b) podle 5,1;
a stejné se odvodi, Ze g(a, b) = o(b, a).

6. Necht R je metricky prostor. Pak definujeme: Mnozstvi
A C R nazyva se v R oteviené, kdyz kazdému a ¢ 4 lze piitaditi
kladné é&islo % tak, Zze z ¢ R, p(a, ) < n implikuje 2 e A. Snadno
se- nahlédne, Ze v dusledku této definice plati véty M, 1,5—1.8,
t.j. metricky prostor je (na zakladé nasi definice otevienych mnoZstvi)
topologickym prostorem. ,

7. Necht R je metricky prostor. Necht 4 C R; necht 4 & 0.
Necht » > 0. Nazveme kouli o stredu A a poloméru r a oznadéme
K(A, r) mnoZstvi téch ze R, pro néz p(a, z) <r pi vhodném
aeA. Kdyz A = {a} je jednobodové mnozstvi, piSeme K(4, r) =
= K{(a, r).3!)

8. Necht R je metricky prostor. Necht A C R; necht A = 0.
Necht r > 0. Pak mnoZstvi X(4,r) je v R oteviené. '

Dikaz. Mdme ukizati, ze kazdému z e K(4, r) lze pFifaditi
7> 0 tak, Ze y ¢ R, o(, y) < 7 implikuje y e K(4, r). Necht
tedy z e K(4, r). Pak existuje bod a ¢ 4 takovy, ze ¥ = p(a, x) < 7.
Tedy éislo n = r — & je kladné. Necht ye R, (2. y) < 7. Podle
5.5 jest o(y, ) < n. Podle 5,3 jest p(a, y) =< o(a, ) + o(y, x) <
<&+ n=r Tedy ola, y) <r, takie yeK(4,r). .

9. Topologicky prostor R nazyva se normdlni,®?) kdyz ma
nésledujici vlastnost: Je-li 4, B pdr v R uzavienych mnoZstvi a je-li
A . B =0, existujt v R oteviend mnoZstvi U, V takovd, e A C U,
BCV, U.V=0. '

10. Necht R je normdlni prostor. Necht A C U C R. Necht A
je v R uzaviené; necht U je v R oteviené. Pak existuje v R oteviené V
takové, se A CV CV C U.33)

Dikaz. MnoZstvi 4, R— U jsou v R uzaviena a jest
A (R—U) = 0. Jezto R je normélni, existuji v R oteviend V, W
takovd, 26 A CV, R—U C W, VW = 0. Jezto VW = 0, jest

30) Vlastnosti 5,4 a 5,5 berou se obvykle do definice metrického pro-
storu. Jejich odvozeni z vlastnosti 5,1, 5,2 a 5,3 podal A. Lindenbaum ve
Fund. Math., sv. 8 (1926), str. 211.

31) Mno#stvim K(A4,r) nemusi byti ani 4 ani r jednozna&n& uréeno.
Piiklad: Necht prostor R obsahuje pouze dva body a, b a necht o(a, b) = 1.
Pak K(a, 2) = K(b, 3).

) Tento pojem vyskytuje se po prvé u H. Tietze [Math. Ann., sv. 88
(1923), str. 301]; nazev normdlni u P. Urysohna [Math. Ann., sv. 94 (1925),
str. 265].

3) M, 4.
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V ¢ R— W, jeito R— W je v R uzaviené, jest®) vV C E—W,
t.j. VW =0.JeitoR— U C W,jest V(R—U) =0,t.j. V CU.

11. Necht topologicky prostor R md ndsledujict viastnost: Je-li
A C U C R, jeli A v R uzaviené, je-li U v R oteviené, pak existuje
v R oteviené V takové, ¢ ACVCV CU. Pak R je normdlni prostor.. .

Dikaz. Necht 4 C B, B C R. Necht 4, B jsou v R uzaviena.
Necht 4B = 0. Mame dokézati, ze existuji v R oteviena V, W
takova, ze A CV, BCW, VW =0. PoloZzme U = R — B.

Jezto B jest v R uzaviené, jest U v R oteviené. Jezto AB = 0,
jest A C U. Tedy existuje v R oteviené V takové, ze 4 C-V C

C V C U.Polozme W = R — V. Jezto V je v R uzaviené,*) jest W
v R oteviené. Jeito V C V, jest VW = 0. Jeito U = R — B,
VCU, jest VB=0, tedy BCR—V, t. j. BC W.

12. Necht R 76 normdini prostor. Necht Fy, F,, . .., Fp, jsou v B
uzaviend mmoéstvi v komecném poctu. Pak lze Fazdému F, (1<

<i<m) priraditi v R oteviend U; D F; tak, %e, kdy% pri néjaké
Lombmacz (%, %gs - - o iw) 1<k m) indeat 1, 2,..., m jest

HU;T:*-.O je takeHF == 0.34)

k
Dikaz.Necht @,,9,, ..., Dm_, jsou viecky soudiny tvaruHFz-r,
r=1
kde (%, %9 . - -, Lg) problha viecky kombinace indexi 1, 2, .. ... 35)

Necht § = Z@,, kde j probihd vsecky ty hodnoty (1 <. 7 < Zm—l)
pro néz F, . ®; = 0. Mnozstvi S je stejné jako ¥, uzaviené v R“)
a jest F, . S = 0. Jezto R je normalni, existuji v R oteviend mnoz-
stvi U, V1 takova,ze F, C U, 8 C Vi, UV, =0. Jest U, C R—T7;;
Jezto R — V, je v R uzaviené, jest®) U, CR—Vy,t.j. OV, =0,
tedy U,8 =0, takie U,.®; %0 (1<i< 7m — 1) implikuje
F, . P .14: 0. Tim jsme ze systému Fl, v Fy obdrzeli proow
modifikaci systém Uy, F,, ... Fn, z nehoi stejnym postupem
('vyché,ze_jice:_ od F, misto od F,). dostaneme druhow modifikact
systém U,, U,, F,, . . ., Fy. Po m takovych modifikacich dospéjeme
k zadanému systemu Ul, 85+ % 5 U,

3) W. Hurewicz a K. Menger, Math. Ann., sv. 100 (1928), pozn. ).
35) Pocet vSech kombinaci indext 1, 2, . . ., m jest (7;1) + (r;z) F o
m

-+ |,,) = 2™ — 1. Ostatné pro na§ udel je podstatné pouze, Ze tento

potet je konelny.
%) M, 1,3.
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13. Je zfejmé, Ze véta odst. 12 ani ve zvld§tnim pFipads
m = 2 nemuze platiti, neni-li prostor B normalni.

14. Necht R je normdlnt prostor. Necht mnozstvi Uy, U,, . . ., Uy,
v koneéném poéiu jsou v R oteviend a pokryvaji R. Pak lze kazdému U,
1<t m) pritaditi v R oteviené V; tak, Ze 1°V; C U; pro
1<i<m; 20 mnosstvi Vi, V,, ..., Vi pokryvaji R.37)

Dukaz. 38) Polozme F;=R—U;(1<i<m). Pak mnoz-

m m
stvi F; jsou uzaviend v R a jest H F,=R— Z‘ U; = 0.%%) Podle

odst. 12 existuji v R oteviend W; D F; takova Ze _[I W; =

Poloime V; = R—_ W, takze V; C R? W;. Jezto R — W; jest
v R uzaviené, jest V'; C R— Wy, tedy Vi. Wi = 0; jezto W; D F;,

_ — — m
jest V‘[,F«i = 0, tedy Vq', C R—Fi. t. J Vi C Ui. Mimoto Z V{ =

=1

m m
_'(R W) = E—J[Wi=E—0=R
i= =1
15. Také véta odst. 14 plati jen za predpokladu, Ze R je norm4l-
ni prostor. Dokonce plati véta: Necht topologicky prostor R md nd-
.sleduy'z’ci viastnost: Kazdému koneénému systému U v R otevienyjch
MnoZstvl pokryvajwzmu R lze pritadite koneiny systém & v R uzavre-
nych mnoistvl tak, Ze 10§ pokryvd R; 2° kazdé F e je Cdsth né-
kterého U ¢ 1l. Pak R je normalm prostor
Dikaz. Necht 4 C U C R. Necht 4 je v R uzaviené; necht U
je v R oteviené. Podle 11 staéi ukdzati, Ze existuje v R oteviené V
takové, %6 4 C V CV CU. Dvé mnozstvi U a R— A tvoi
z¥ejmeé konecny systém 11 v R otevienych mnozstvi pokryvajici R.
Tedy existuje koneény systém § v R uzavienych mnozstvi pokry-
vajici R a takovy, Ze pro kazdé F e % relace AF &4 0 implikuje
F C U. Necht F'y, F'y, . .., F') jsou ty elementy F e, pro néz
AF = 0; necht F",, Iy, .. ., F'"} jsou ty elementy F e, pro néz

AF :{: 0, tedy F CU. Polozme <15 -—Z‘ F, (D” —Z‘ F";. MnoZstvi
=1

a @" jsou v R uzaviens, jest AP = 0, " C U a CD’ + @" = R,
nebot % pokryva R. PoloZzme V = R — @', takze V je v R oteviené.
Jezto AD' = 0, jest 4 C Ii Jeito @ + @" = R, jest V C D",
Jezto @" je v R uzavtené, je V C @". Aviak " C U.Tedy 4 C V' C
cCvCu. :

37) K. Menger, Dimensionstheorie, str. 159—160 (Bemerkung).

38) Podle rukopisu Kuratowského Topologie. (Vyjde ve sbirce Mono-

grafie Matematyczne jako sv. 3.)
39) M, 4
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16. Necht R je metricky prostor. Pak R je mormdlni prostor.

Dtukaz. Necht A4, B jsou v R uzaviend mnozZstvi; necht
AB = 0. Mame ukdzati, Ze existuji v E oteviend U, V takovi,
76 A CU,BCV,UV = 0. Jezto mnozstvi R — B je v R oteviené
a jeito 4 C R — B, podle 6 lze kazdému @ e 4 pritaditi 7, > 0
tak, ze K(a, 27s) ¢ R— B (v. 7). Podobné kazdému beB lze
pritaditi & > 0 tak, ze K(b, 2{3) C B — A. PoloZzme

U= 2K n); V=2 Kb, &)
acg4 beB

Podle 5,1 jest a ¢ K(a, n4), tedy A C U; podobn& B C V. Podle 8
a M, 1,8 mnoZstvi U, V jsou oteviend v R. Zbyva ukézati, ze UV =
= 0. Dokazujice nepfimo predpoklé,dejme, Ze ¢ e UV. Pak existuji
body aed, beB takové, Ze ceK(a, nd), ceK(b, &), t. j.
o(a, ¢) < 1a, o(b, c) < . Pro uréitost necht 7, > . Podle 5.3
jest o(a, b) = o(a, ¢) + 0(b, ¢) < 7a + & < 270, t. j. b & K(a, 274),
co% je spor, nebot be B, K(a, 27) C R — B.

17. Necht R je topologicky prostor. Necht 4 C R. Pravime,
ze A je F;v R (@5 v R), kdyz ex1stu11 v R uzaviens (v R otevrena) A,

takova, Ze A—-ZA 4= HA
Aje GovR(F v R), kdyz a]en kdyz R — A ]eF v R (GsvR).
Vskutku 4 = H A, znamen4 totez jako R — A = Z‘ (B — 4,).

r=1 v=1

Je-li 4 oteviené v R (uzaviené v R), pak A je Gsv R (F,v R).
Vskutku, kdyz 4,=4 (v=1,2,3,...), JestHA —Z’ A4,=A.

y=1 =
18. Necht R je normdlnt prostor. Necht A C R, B C R. Necht
A,B jsou Fy v R. Necht A.B=A4.B=0. Pak existujt v R
oteviena U, V takovd, 26 A CU, BC V, UV = 0.49)
Dukaz. Jezto 4, B jsou F., v R, existuji v R uzaviend 4,, 'B,

takové, Ze A = ZA B = ZB tedy 4,C A4, B,CB,. Jeito

AB C AB =0, ]est 4,B, = O. Jezto 4,, B, jsou uzaviend v nor-
malnim R a jeito 4,B, = 0, existuji v R oteviend G,, H, takovd,
¢ 4,CG, B, CH, GH,=0. Jeito 4, 4. AB =0, jest
A,B = 0; podobné BA—O Tedy 4, C G, — B, B, C H,—A.
Mnoistvi @,— B = G, . (R— B) je podle M, 1,7 v R oteviené;
jezto 4, C @, — B, podle 10 existuje v R oteviené P, takové, Ze

40) Véty 18, 19 a 27 pochdzeji od Urysohna; 1. c. sub 32), str. 285—288.
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CP,CP, S &, —B. Iiodobné existuje v R'otevfené Q, takové,
ze B, C Q, CQ, C H — A. Polozme
v—1
U

1=P19V=Q Pl: U”—P_'ZQ#,

Vo=@ —>P,v=23..); U=U0.V=3"T.
y=1 v=1

Jeito P, @, jsou oteviend v R, podle M, 1,3 a M, 1,7 také U,, V.,
jsou oteviend v R; tedy podle M, 1,8 také U, V jsou oteviend v R.

JeztoQ, C H,— A CR—A4,4, CP, 4, CACA, jest 4, C Uy;
podobné B, C V,. Tedy 4 =,§; 4, CU a podobné B C V. Zbyva
ukdzati, ze UV = 0, t. j., Ze pro u,v = 1,2, 3, ... jest U,V, = 0.
Necht predné u <v. Pak U,CP,, V,= @, — Z P,CR—P,C
C R—P,, tedy T,V, =0, Necht za drubd p'= v. Pak ¥, C Q,,

p—1

Uy=P,— > @ CR—Q, CR—Q, tedy U,V,=0.

v=1

19. Necht R je normdlni prostor. Necht S ¢ R. Necht S je Fqov B.
Palk 8 je normdlni prostor.2?)

Dikaz. Jezto S je Fy v R, existuji v R uzaviend S, takovi,

ze 8= ZS Necht A, B jsou uzaviena v §; necht 4B = 0. Mdme

ukazatl ze existuji v S oteviend Uy, V, takova,ze 4 C Uy, B C V,,
UgVq=10. Jezto A jest uzaviené v 8, podle M, 6 jest 4 = AS.

Jeito S= Z S,,je A ——Z A48,. Jetto S, jsou uzaviend v R, podle

M, 1.4 jsou A8, uzavrenavR Tedy 4 je Fov E; podobnéB]estF
v R. Jezto A = AS, AB = 0, B(S, jest AB=0; podobnéAB = 0.
Tedy podle 18 existuji v. R oteviend u,v takova ze 4 C U,
B CV,UV = 0. Polozme U, = US, Vo = V8, takie U,, V,jsou®?)
oteviend v 8§ a UyV,=0. Jezto 4 C S, BCS, jest A C U,
BV,

20. Necht R je mormdlni prostor. Necht dim R < n. Necht
mmnozstvi Uy, U,, . . ., Un v koneéném poétu jsow v R oteviend a po-
kryvaji R. Pak lze kazdému U; (1 <1< m) prifaditi v R oleviené V;
tak, 3 10V, C U; pro 1<1,<m 90 mngistvi Vie Voo o s Vi
pokryvaji R; 3° systém mmozstvi V1 Vi oo oy Vi md 7dd < n.

Dikaz. Podle 3 existuje koneény system WvER otevrenych
mnozstvi takovy, Ze 10 B pokryvd R; 20 kazdé W eI je &asti
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nékterého U: (1 <1< m); 3° systém W ma ¥ad <n. Necht
W, Wa . ... Wi jsou elementy systému 8. Kazdému indexu j§
(1<ji<k) ptitadme index ¢(j) =1 (1 < ¢ < m) tak, aby W; C U;.
Pro 1<i1<m polozme Z;= ZW;, kde j probihd ty hodnoty

7
(1<j<k), pro néz ¢(j) = 1. Z¥ejmé mnozstvi Z,, Z,, . . ., Zy jsou
v R oteviend, tvoii systém ¥ddu < n, pokryvaji R a jest Z; C U;
pro 1<i<m. Podle 14 uréeme v R oteviend V;(1<1i<m)
pokryvajici R a takova, ze Vi C Z; pro 1 <4< m. Ziejmé mnoz-
stvi Vy, Vs, . .., Vi maji zddané vlastnosti.

21. Nechtn = —1,0,1,2,... Necht topologicky prostor B md
ndsledujict viastnost: Kazdému koneénému systému Wl v R otevienyjch
mmnozstvs pokryvajicimu R lze privaditi koneény systém § v R uza-
vrenych mmozstvt tak, Ze 1°F pokryvd R; 20 kaidé F e F je Cdsti
nékterého U e; 30 & md vdd < n. Pak R je mormdlni prostor
a dim R < n.

Dikaz. R je normalni prostor podle 15. Zbyva ukdzati, Ze
kazdému U Ize ptifaditi koneény systém B v R otevienych mnozstvi
tak, ze 198 pokryvd R; 20 kazdé V ¢ B je &asti nékterého U e l;
3°B ma rdd < n. Danému U lze podle predpokladu prifaditi §.
Necht F,, F,, .. .. F,, jsou viecky elementy systému . Kazdému
F; (1<i< m)mizeme piifaditi U; e U tak, ze F; C U;. Podle 12
Ize kazdému F; (11 _gE m) ptifaditi v R oteviené W;DF; tak.ze

k

I1 Wi, & oimplikuje | ] #;, 0 pro kazdou kombinaci (i, oy, - . .. z)
r=1 r=1 . &

(1<k<m) indextt 1,2,....m. Lehko vidime, Ze mno#Zstv{
Vi = U;W; tvo¥{ zaddany systém .

22. Necht R je normdlni prostor. Necht A C R; necht A jest
uzavrené v R. Necht dim A < n. Necht mmozstvi U,; U,, . .., Up
v koneiném poctu jsou v R oteviend a pokryvajs A. Pak lze kazdému
Ui(1<1< m) privaditi v R oteviené V; tak, Ze 1°V; C U
20 mmozstvi Vi, V,, ..., Vi pokryvaji A; 3° systém mmoistvi V,
Voo ooty Vi md Fdd < n.

Dikaz. Necht U'; = AU; (1 <4< m). Mnozstvi Uy, U, . ..
..., U'n jsou v 4 oteviend a pokryvaji 4. Podle 19 A jest normalni
prostor. Jezto dim 4 < n, podle 20 Ize kazdému U’; (1<1 < m)
piifaditi v 4 uzaviené F; tak, %e 1°F; C U’; pro 1<i< m;
20 mnozstvi Fy, Fy, . . ., Fy, pokryvaji 4; 3°systém Fy, F,, ..., Fn
mé Fad < n. Jezto F; jsou uzaviend v 4 a jezto 4 jest uzaviené v R,
jsou®”) F; uzaviend v R. Jeito F; C U'; C U;, podle 10 existuji v R
otevfend Z; takova, ze F; C Z; C Z; C U;. Jezto systém Fy, F,. . ..

- Frn mé ¥4d < m, podle 12 existuji v R oteviend W; (1< ¢ < m)
takova, ze 1° F; C Wi, 20 systém W,, W,, ..., W, mé rad <



287

Ziejm¢ mnozstvi V= Z;W; (1 <1< m) maji zddané vlastnosti.

23. Necht R je normdlni prostor. Nechi R =ZA,,. Necht pro

=1
v=1,2,3,... mnoistvi A, jest uzaviené v R a md dimensi < n.
Pak d1m R <n.

Dikaz. Necht U; (1 <1< m) jsou v R oteviend mnoZstvi
pokryvajiei R. Stadi sestrojiti v B oteviend V; (1 < ¢ £ m) takova.
ze 19 systém V,, Vs, .. ., Vi pokryvad R a ma ¥ad <n, 20 V; C U,.

Podle 22 existuje systém B* v R otevienych V! (1 <4< m)
takovy, ze 10 V;t C Us; 20 B! pokryvd A4,; 3° systém B! mnoistvi
Vit41) md ¥ad < n. Obecnéji pf‘edpoklédejme, Ze pi uréitém »
(=1.2,...) byl jiz sestrojen systém B* v R otevienych T
(1 £ ¢ < m) takovy, Ze 1° B~ pokl'yvaz Az 20 Ve C Ui; 3B ma
tad < n. Ukazme, Ze lze pak sestroptl obdobny systém Bv+1l.

Jezto B* je konedény systém ¥adu < n v R uzavienych mnoz-
stvi, podle 12 existuji v R oteviend S; (1 <1< m) takova. Ze
10V C8;; 20 systém S, S, . . ., S mé ¥ad S n. Jeito Vo C Uy,
podle 10 existuji v R oteviens T takovd, ze V¢ C T; C T; C U,
Polozme W; = 8;7;. Systém B mnozstvi Wy, W, ..., Wn je
koneény systém fadu < n v R otevienych mnozstvi a jest Ve C
C W, C W; C U;. Podle 10 existuji v R oteviend P; (1 <1< m)
takovd, ze V¢ C P; CP C Wi

Pro 1 £1 < mnecht: 1°M; znamend systém dvou mnozstw P;

a R— V; 20 0; znamend systém dvou mnozstvi W; a R — P;.
Ziejmé kazdym z 2m systémi M; a N; pokryvd R. Oznacme (5]

systém m . 4™ v R otevienych mnozstvi tvaru U,H M; H Ny
j=1 k=1

(14,5, k<m; MjeMy; NireNy). Pak  je konedny R pokry—
vajici systém v R otevienych mnozstvi. Jezto 4,,; jest uzaviené
v R ajeito dim A4,,; £ n, podle 22 existuje koneény systém 3 v R
otevienych mnozstvi Z, (1 <r <t =m.4m) takovy, Ze 1°kazdé Z,
je &dsti nékterého elementu systému 9; 2° 3 pokryva 4,.1; 3° 3 mé
74d £ n. Z vlastnosti 1° nasledu]e podle definice systémt M;, Ny, O -
: 49 Z, V¢ & 0 implikuje Z, ¢ P;; 5° Z,P; & 0 implikuje Z, C Wi
Mnozstvi Z, (1 < r < t) rozdélme ve t¥i druhy: Z, je proniho
druhu, kdyz existuje ¢ (1 <1< m) takové, ze Z,Vy £ 0. Z, je
druhého druhu, kdyZ neni prvniho druhu a kdyz existuje i (1= 1 < m)

41) Obdobny vyznam mé v dal$im symbol B*.
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takové, se Z,P; = 0. Z, je trettho druhu, kdyZ neni ani prvniho
ani druhého druhu.

Kazdé Z, prvniho druhu pfitadme kaZdému indexu 1 takovému,
e Z,Vy =+ 0. Kazdé Z, drubého druhu piitadme jedinému indexu ¢
tak zvolenému, e Z,P; & 0. Kazdé Z, tiettho druhu ptifadme
jedinému indexu ¢ tak zvolenému, Ze Z, C Up.%2)

Pro 132 m polozme W'i= V¢ + 2Z,, kde Z, probiha
viechny indexu ¢ piifazené elementy prvniho a druhého druhu
systému 3. Zrejmé Vy C W' a podle vlastnosti 5° systému 3 jest
W C Wi Dale polozme Vytl= W’'; + 2Z,, kde Z, probihd
viechny indexu 7 pfifazené elementy t¥etiho druhu systému 3.
Z¥ejmé V#+1 jsou v R oteviend mnozstvi a jest Vi C Vptl C

P2+l C Us. Jeto Br pokryva > A; a jesto 3 pokryvé 4,1, ziejmé
A=1

41
systém B7+1 mnozstvi Vet U+l .., V,»+! pokryva > A,
A=1

Jest& jest ukdzati, Ze B*+! ma Fad < m, t. j. Ze kaidy bod
aeR jest obsaZen nejvy$ v n + 1 elementech systému B*+1.
Rozeznivejme dva priipady. Predné necht existuje index j
(1 £ 7 < m) takovy, Ze a ¢ P;. Pak a ¢ Z, implikuje, Ze Z,P; & 0,
t. j. Ze Z, neni tfetiho druhu. Tedy @ ¢ V#+1 implikuje a ¢ W'; C
C W;. Tedy bod a jest obsaZen nejvys v tolika V#+1, v kolika W;;
jezto systém LB jest ¥ddu < #, jest bod @ nejvys v » + 1 z mnoz-
stvi V#+l. Za druhé necht pro Zadny index ¢ neni & P; Podle
vlastnosti 4° systému J relace a ¢ Z, implikuje Z,Vy = 0, takze
jednak bod @ neni v zadném ¥, jednak bod a neni v Zddném Z,
prvniho drubu. Tedy @ ¢ W'; implikuje a ¢ Z,, kde Z, je druhého
druhu a je pfifazeno indexu 2. Jezto kazdé Z, druhého druhu je
pfifazeno jedinému 4, je bod a nejvys v tolika W';, v kolika Z,
«druhého druhu jest. Podobné a je nejvys v tolika Vy+l— W',
v kolika Z, tfetiho druhu jest. Tedy bod a jest nejvys v tolika V+1,
v kolika Z,; jezto systém 3 jest fadu < n, jest bod a nejvys va + 1
2z mnozstvi Vtl,

Tim je dokadzino, Ze lze rekurentné uréiti systémy B (v =
=1,2,3,...)vRotevienych V(1 £ ¢ < m) tak, ze: 10V Vatl;
20 Y C Us; 8° B pokryva A4,; 4° B* ma tad < n.

Polotme V; = > Vi (1<i<m). Pak V; jsou v R oteviena

r=1
mnozstvi. Podle 20 jest V; C U;. Jeito R = 4,, podle 3° systém
v=1

4%) To lze podle definice  a podle vlastnosti 1° systémua 3.
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B mnozstvi V7, VZ, .+ v Vin pokryva R. Zbyvé ukizati, ze B jest
tadu £ n. V opacnem piipadé by bylo lze udati n + 2 rdzné
indexy 4y, %y, . . ., 2 a bod a e R tak, Ze ae Vi 1< s<n + 2).
Podle 1° by existoval index » takovy, Ze a e Vis” (1£s=n+ 2).
To jest spor proti 4°.

24. Necht R jest mormdint prostor. Necht pro v =1, 2,3, .

1,
mnoZstvt A, jest Fo v R a md dimensi < n. Pak dim Z A, n
=1

Dukaz. Necht § = ZA Jeito A, jsou F, v R, existuji v R
uzavrend B,, (u =1, 2, 3 ..) takova, Ze A4, = ZB,.,, Jezto

B,, C 4, a jeito B,, jest uzaviené v R, jest B,, uzavrene v 4,.
Jezto dim 4, = », podle 4 jest dim B,, < n. Dvojnou posloupnost
B, (v.u=1,2,3,...) uspotadejme*®) v jednoduchou posloupnost

B;(2=1,2,38,...). Pak jest § =ZB,1, mnoZzstvi B; jsou uzavitend
i

=1
v R, tedy v S a jest dim B; < n. S jest F; v R, takZe S jest normalnt
prostor podle 19. Tedy dim § < » podle 23.

25. Necht R jest topologicky prostor. Pravime, Ze R jest
dokonale normdlni, kdyz: 1° R jest normalni; 2° kazdé v R oteviené
mnozstvi jest F, v R. Podminka 2° dd se také takto vysloviti:
kazdé v R uzaviené mnozstvi jest G5 v R.

26. Necht R jest metricky prostor. Pak R jest dokonale normdlni
prostor. ]

Dikaz. Podle 16 stadi ukazati, Zze kazdé v R uzaviené mnoz-
stvi jest G5 v R. Necht tedy 4 jest v R uzaviené mnozstvi; zfejmé

migeme predpoklidati A = 0. Necht (v. 7) U, = K(A,i)
r»=123,...). Mnozstw U, podle 8 ]sou v R oteviens, takie

stadi ukdzati, ze 4= H U,. Ztejmé 4 C HU,, takze zbyva ukazati.

ze ke kazdému ze R A existuje » ta,kové, ze xeR—U,.
Jezto R — A jest v R oteviené, existuje n > 0 takové, ie ye R,

o(z, y) < n implikuje y e R— 4. P¥i vhodném » bude — << 1.
tedy xeR— U, podle definice U,.
27. Necht R jest dokomale mormdlni prostor. Necht S CR.
Pak S jest dokonale normdlni prostor.40)
Dukaz. Necht Z jest oteviené v S; pak existuje v R oteviené G
takové, ze Z = SG. Jeito R je dokonale normdlni, existuji v R

43) T¥eba diagonaln®: By, = By; By = By, By = By; By = By, By =
= B;, Bls—Bs’ 41—37,---



	
	Article


